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über den Ptolemäisclien Satz. 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. P. 

Die natürliche Quelle des Ptolemäischen Kreissatzes entspringt 
meines Erachtens ans der wohlbekannten, unmittelbar ersichtlichen 
Identität^): 

(I) {l, - ^)(A, - X,) + (A, - A,)(A, - A,) + {l, - AJ(A, - A.) = 0, 

WO >lj, >Lj, A3, A4 vier beliebige Größen bedeuten. 

Auch die Umkehrung des Ptolemäischen Satzes wurzelt in der 
Identität (I); hält man drei Punkte fest und läßt den vierten unbestimmt, 
so gilt der Ptolemäische Satz nur, wenn der vierte Punkt auf dem 
durch die drei ersten gehenden Kreise liegt, und sonst für keinen reellen 
oder komplexen Punkt der Ebene. Beachtenswert dabei ist, daß der 
Kreis bei dieser Umkehrungsaufgabe als doppelt zählende Lösung auftritt. 

1, Der direkte Ptciemäisdie ScUz. — Der Einfachheit wegen wähle 
man den Radius eines gegebenen Kreises K gleich der Längeneinheit, 
dann lautet die Mittelpunktsgleichung des Kreises in rechtwinkligen 
Koordinaten 

(1) a:^ + y«=l, 

oder in Polarkoordinaten 1, 9: 

(2) X = cos 9, y = sin 9. 

Den Winkel 9 messe man, wie üblich, von der positiven Abszissen- 
achse aus im entgegengesetzten Uhrzeigersinne. 

Es seien P^, P,, P3, P^ irgend vier Punkte des Kreises; die Be- 
zeichnung ist dabei so gewählt, daß die Punkte Pj, P^, Pj, P^ im 
Sinne des Uhrzeigers aufeinanderfolgen mögen. Versteht man daher 
unter 9^^, q>^y 9)3, 9)4 die vier gemäß (2) zugehörigen Azimute, so ist 
jeder Winkel 9,. — 9^, wo i < i und i, A: = 1, 2, 3, 4, positiv und zwischen 

1) Es sei hier nur daran erinnert, daß die Identität (I) als ,,Linienkoordinaten- 
identität" die Liniengeometrie des Raumes beherrscht, daß sie der Theorie des 
Doppelverhältnisses zugronde liegt (s. § 4), daß sie die drei Geradenpaare eines 
Kegelschnittbüschels miteinander verbindet n. a. m. 

Archiv der Mathem*tik und Physik, in. Reihe. VII. 1 



2 W. Fr. Mkykr: 

und 4R enthalten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, jeder halbe 



._. 9^' "^ Vk 

Winkel -^ — (i < k) positiv und zwischen und 2R enthalten. Ver- 



tp^ — tpj^ 
steht man unter s^^ den Sinus des Winkels — - — 



(3) s^^ = sin 



2 ' 



so fällt somit jedes ä^^ för i < Ä positiv aus (also für i > Ä negativ). 

Andererseits bedeute r^;^ für i < Ä; die absolute Entfernung der 
Punkte P^, Pj (also für i > i diese Entfernung negativ genommen). 

Dann ist der Ptolemäische Satz für das Kreisviereck F^jP^,P^^ P^ 
ausgedrückt durch: 

oder in symmetrischer Gestalt^): 

(H) rij^rj^ + r^^r^ + ^^r,, = 0, 

wo offenbar die Reihenfolge der vier Indizes jedesmal im entgegen- 
gesetzten Sinne des Uhrzeigers vor sich geht. 

Nun ergibt sich auf Grund der Darstellung (2) für irgend eine 
der Ghrößen r^J^l 

= 4 sm' — r — sm" — _ \- 4 sm' — ^ — cos' — r — 



= 4 sin' 



2 2 

9^1 — 9>* 



2 ' 

demnach: 

(6) r^^ = 2Bm-^-^2s^^, 

wo es nach obigen Festsetzungen gleichgültig ist^ ob man i < k oder 
i>k wählt. 

Mithin ist die Ptolemäische Formel (U) äquivalent mit der andern: 

Diese Formel ist aber leicht auf die Identität (I) zurückzuführen. 
Denn nach dem Additionstheoreme der Trigonometrie ist: 

(7) s^4 = sm 2 cos y - sin - cos y ; 



1) Diese Formel (II) werde im folgenden als ,,Ptolemäi8che Formel*' zitiert. 



über den Ptolemäischen Satz. 3 

dadurch geht aber (11'), wenn man noch mit cos~* ^s— 008^008 y 
dividiert, über in: 

(8) (tg| - tgf )(tg?^ - 1«|) + (tg^ - tg^)(tg| - tg^) 

+ (*«T-««t)(*8T-*8y) = 0, 
oder aber, wenn man znr Abkürzung setzt: 

(9) A,. = tg^, (.•=l,«,8.4) 

genau in die Identität (I) 

2. Die Umkehrung des Ptolemäischen Satzes. — Man nehme jetzt 
drei der Punkte P^, etwa Pj, P,, Pj, auf dem Kreise K (1) an, da- 
gegen den vierten P^ beliebig in der Ebene. Die Polarkoordinaten von 
Pi, P,, P, sind dann dieselben wie in Nr. 1, dagegen lauten jetzt die 
des Punktes P^, wenn r den zugehörigen Radiusvektor bedeutet: 

(10) rr^ = r cos 9)4, y^ = r sin 9^. 

Offenbar kann man sich auf den Fall beschränken, wo wie oben 
9i > 92 ^ 9^8 ^ 9>47 denn andernfalls hätte man nur die Bezeichnung 
zu modifizieren. 

Dann wird nach (6): 

Dagegen erhält man för die drei andern Strecken r^^ (i = 1, 2, 3): 

rf^ = (cos 9>< — r cos y^)' + (sin 9, — r sin 9)4)' 
= r' + 1 — 2r (cos 9, cos q>^ + sin (p^ sin yj 
= r* + 1 — 2r cos ((p^ — yj 

= ^ + 1 _ 2r (1 - 2 sin»^^^^) 

= (r-l;» + 4r8in»?^^% 

also 

(12) ^4 = (^ - 1)* + 4rsf4. (.^LStS) 

Wir fragen nach dem Orte der Punkte P^, für die die Ptolemäische 
Formel (11) erfüllt ist. Diese Aufgabe möge zuvörderst du/rch elementare 
Bechnung erledigt werden. 

Man mache zunächst die Formel (U) rational: 

(13) (rijrj^ + r,5r4, + rur„)(ri,rj^ + ri3r^,-ri^rj8)(ri2rj^-ri8r^ + rur„) 
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4 W. Fr. Meyer: 

oder ausgeführt^ wenn man noch zur Abkürzung setzt 

(14) 9ik-^ik'' 0'.* = 1.>,3.4) 

(I^I) 9I29L + QnQli + QuQIs 

Mit Benutzung der Formehi (11), (12) geht (HI) über in: 

(15) s\,[(r - lY + Sr(r - l)*s|, + IGr^s^] 

+ 5t,[(r - 1)* + 8r(r - 1)«^ + 16r^5jJ 
+ 4Ä(r - 1)* + ^r(r - lysl + IGrhi,] 

- ^slAslir - 1)* + 4r(r - 1)^(4 + sl) + 16r*s|,sL] 

- ^4A,[ir - 1)* + 4r(r - l)^(sj, + s^ + IGr^lsl] 

- 2^84[(^ - 1)* + 4r(r - l)«(sj, + 4) + 16r^5j,4] 

= 0. 

Ordnet man diese Oleichung nach (r — 1)*, r(r— ly, r*, so erkennt 
man sofort, daß der Koeffizient von r^ verschwindet. Denn dieser 
Koeffizient 

entsteht aus der linken Seite der Identität (II') durch genau denselben 
Prozeß wie die linke Seite von (III) aus der linken Seite von (II). 
Somit reduziert sich Gleichung (15) auf folgende: 

(17) (r - iy(4 + 4, + 4, - 2sl,4, - 2sf,6|, - 24,4,) 
+ 8r(r - 1)^4,4 + sj,4 + 4,sl 

^12^18 (^4 • ^34/ ^12^8 V^4 • ^34/ ^18^3(^14 • ^24/ ) '^ ^* 

Bezeichnet man für den Augenblick den Faktor von (r — 1)* mit S, 
den von 8r(r — 1)* mit T, so schreibt sich (17) in der abgekürzten 
Gestalt: 

(18) (r - ly [ (r - lyS + 8rT} = 

(r - l)«{(r + lyS + 4r(2T- S)} = 0. 

Da es von vornherein wahrscheinlich ist, daß der Kreis die einzige 
Kurve ist, der die Ptolemüische Eigenschaft zukommt, und die Gleichung 
des in Rede stehenden Kreises (1) in der Gestalt 

(19) r« - 1 = 

geschrieben werden kann, so hätte man nur zu zeigen, daß in (18) der 
Koeffizient 2T— S versdiwifidd, denn dann würde sich in der Tat (18) auf 

(20) S{r^^\y^i) 
reduzieren. 
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Nun ist der Ausdruck S, d. i. der Koeffizient von (r — 1)* in (17), 
auf Grund der bei (16) gemachten Bemerkung nichts anderes als 

während sich der Ausdruck T, d. i. der Koeffizient von 8r(r — 1)^ in 
(17) anordnen läßt wie folgt: 

^-■^) -^ ^ ^18^34(^12 "~ ^13 """ ^3) 

• ^13^24 \^3 ^12 ^23/ 

"• '^8^14(^23 ^12 ^is)- 

Die drei Winkel 9i — ^j, ^2 ~ 93> 9i ~ 9^3 ^^^ ^^ ^^^^ einfacher 
Weise miteinander verknüpft; es ist: 

(9i - 92) + (92 - 93) + 4 J^ - (9^1 - 93) = 4^7 
oder, was dasselbe ist: 
(23) ii<p, - 9,) + A(y, - 9),) + 2B- i(<p, - 9,) = 2B. 

Setzt man daher zur Abkürzung 

(2-4) 1(^1 - ^2) = a, 1(92 - 93) = ß, 2 J? - 1(91 - 9)5) = y, 

60 kann man trigonometrische Relationen heranziehen, die für drei 
Winkel a, ßj y von der Summe =222 gelten, wobei zu beachten ist, 
daß die Sinus der drei Winkel a,/S,y genau mit unsern Größen Sj,, Sjj, Sj, 
übereinstimmen. 

Für die rechte Seite von (21) benutzen wir somit die bekannte 
Umformung 

(25) iS = — 4 sin^ « sin* /3 sin* y = — 45*25*3513 ; 

dagegen für die drei Klammerfaktoren der rechten Seite von T (22) 
die andere: 

(26) sin* a + sin* /3 — sin* y = 2 sin « sin /5 cos y 

nebst den beiden entsprechenden. 

Die Formel (26) zeigt, daß auch noch die Kosinus der drei Winkel 

^' ~ ^* , ^* ^^ , ^' T^^' zu berücksichtigen sind. Bezeichnet man die- 
selben entsprechend, wie die Sinus, mit c^2; ^37 ^is; ^^ ^^ ^^^ ^ik^^^u)'' 

(27) C12 = cos ^' "7^* = cos «, c,3 = cos ^* "7 ^ ' = cos /8, 

9^1 — 9^8 

Ci3 = COS ' ° = — COS y. 
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Damit Bckreiben sich die drei Formeln (26) genauer: 

(28) «13 SJj ^28 "^ + ^^18^88^8 "^ ^^18^8^1 } 

^M ^2 ^8 "^ ^^12^18^8 ~ ^^12^81^8; 

und hierdurch erhält der Ausdruck T (22) die Gestalt: 

(29) T= ^(^12^34^8% ^2 + ^23^14^12^81^8 + ^18^24^12 ^28 ^81 ) 

= 25^2^,831 (S^2 6^2^ + ^28^8^4 '>' ^81^81^24)- 

Die ZU untersuchende Differenz S —-2T nimmt demnach auf Grund 
von (25) und (29) die Form an: 

(30) S — 2T= — Si^s^^s^i { ^s^^s^^s^i + ^{s^^c^^sl^ + ^28^8^4 "^ ^81^1^4) ) • 

Führt man im zweiten Gliede der geschweiften Klammer wieder 
die ganzen Winkel q>^ — (p^ ein, so kommt: 

(31) 4(^12^2^84 + ^28^8^14 + ^1^1^4) 

= sin(9)i - 9?,){1 - cos(g)3 - g?^)} 
+ sin(9, - 9>8){1 - co8(9^i - 9^4)} 

+ 8in(93 — 9)i){l - 008(^2 — 9J} 

=» 8in(9i - 9s) + sin (9, - q>^) + sin{4ü - (q)^ - 93) ) 
— [sin (9?i — 9)j) cos (9?3 — 9? J + sin (9?, — 9)3) cos {q)^ — 9 j 

+ sin (9)3 — 9)1) cos (9)j — 9 J]. 

Aber der in der eckigen Klammer eingeschlossene Ausdruck ist 
identisch Null^); denn entwickelt man wiederum die Sinus und Kosinus 
der Winkeldifferenzen nach dem Additionstheorem und dividiert mit dem 
Produkte cos 9^ cos 9)2 0089)3 cos^^, so kommt: 

(*g9i - tg92)(l + tg9)3 tgyj 
+ (tg9^8 - tg9)3)(l + tg^i tg9)J 

+ (tg9>8 - tg9i)(l + tg92 ^94) = 0- 

Andererseits sind die im ersten Teile der rechten Seite von (31) 
unter den Sinus stehenden Winkel gerade 2a, 2ß, 2^; da aber nach 
einer ebenfalls sehr bekannten Formel (för a + ß + y='2R) 

sin2a + sin2/5 + sin2y «= 4 sina sin/5 siny, 
Bo reduziert sich die rechte Seite von (31) auf 4sj2»*fi8^28- 



1) Dies geht auch nnmittelbar ans der in ganzen Winkeln geschriebenen 
Identität {IT) hervor, indem man letztere nach <p^ differenziert. 
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AIsü i«l i» der Tat, gemäB (30): 

(32) S - 2T - s„s„^,{- 4s„»„s„ + 4s„s„s„) s 0, 

womit die ümtehmng des Ptolemaischen Satzes (uebst dieBem selbst) 
völlig bewiesen ist. 

3. Forteetzmig: Vereinfachungen und VeraUgemeinfmaigen. — 
Die trigonometrische Rechnung des Nr. 3, die nicht gerade als eine ein- 
fache bezeichnet werden kann, habe ich mitgeteilt, einmal der Voll- 
ständigkeit halber, sodami, weil manche Leser gerade an derartigen 
ßechnungeii Gefallen finden. Nach meiner Ansicht soll aber die Mathe- 
matik Rechnungen von solcher Undurchsichtigkeit nach Möglichkeit 
ganz vermeiden. 

Ich werde daher im folgenden zunächst einen neuen Beweis für 
die Urakehning des Ptolemaischen Satzes geben, bei dem die Rechnung 
auf ein Minimum reduziert ist, sodann aber einen dritten Beweis, der 
sich nur einfacher geometrischer Schlüsse bedient und gerade deshalb 
eimge Verallgemeinerangen von Interesse zuläßt. Geht man, wie in 
Nr. 2, von der Forderung (II) oder (13) aus, daß für drei feste Punkte 
P,, Pf, Pg, auf dem Kreise (1) und einen unbestimmten Punkt P^(z^p^) 
die Ptole'mäische Eigenschaft erfüllt sein soll, so resultiert jedenfalls 
eine rationale Gleichung vierter Ordnung in x^, y^, die also för den 
nnbekaunten Ort des Punktes P^ eine Kurve vierter Ordnung C^ ergibt. 

Da aber unser Ausgaugskreis K die Ptole maische Eigenschaft 
besitzt, so muß C^ in diesen Kreis und noch einen Kegelschnitt C^ 
zerfallen. 

Es soll gezeigt werden, daß dieser Kegelschnitt C, mit dem Kreise K 
zusammenfällt. 

Zu dem Behuf wird man einmal beweisen, daß (\ durch die drei 
Punkte P^, Pj, Pj hindurchgeht. Dies geschieht dann und nur dann, 
wenn jede der Seiten des Dreiecks P^P^P^ die C^ so in vier Punkten 
triät, daß sie zu je zweien mit den bezüglichen Ecken der Seite koin- 
zidieren. 

Man betrachte etwa die Gerade PiPj. Ein beliebiger Punkt Pii^iJfi) 
auf ihr hat die Koordinaten: 

tddj x^ - -Y+^l ' y* - 1 + 1 

Für einen solchen Punkt Pj ergibt sich unmittelbar: 

(,.__?!r4_ H-^ä_ 

(34) " (1 + 1)" " (1+1)" 
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wo X einen Faktor bedeutet, der gar nicht berechnet werden soll, da 
er weiterhin doch nicht in Betracht kommt. 

Damit zerfiUIt aber für einen Punkt P, (33) die Gleichung (13) 
ohne weiteres in zwei in l quadratische Gleichungen: 

(35) I (r*, + X'>-^ + 2AX) - (f,„ + lr„)' I 

■ |(rA + AV». + 2AX)-(r.,-ir„)'| =-0. 

Jede der beiden quadratischen Gleichungen besitzt ersichtlich nur 
ein mittleres Glied, d. h. ihre Wurzeln sind i = 0, oc. Also {allen in 
der Tat die vier Schnittpunkte der C^ (13) mit der Geraden P,Pj zu 
je zweien in die Punkte P,, P,; mit andern Worten, die Cj geht durch 
P.- P^. ?s- 

AndererseitB schneide man die Cf mit der unendlich fernen Ge- 
raden. Zu diesem Zwecke mache man die Koordinaten x^, y^ mit 
einer Größe z^ homogeu, dann nimmt die Gleichung (13) die Gestalt an: 

(13-) r„V(i^ 



'i'i' + (»1 - »i«»)' + 'nV(x, - x,!,f + (j, - y,i,)' 



- «i'.)' + (»4 - ».».)' - 0, 
wo die Vorzeichen der Quadratwurzeln unbestimmt zu lassen sind. 
Setzt man nunmehr 2^ — 0, so ergibt die rational gemachte Gleichung (13'), 
bis auf einen konstanten Faktor: 

(36) (xä + jB'-O, 

d. h. die C\ ist ebeufalla ein Kreis. Da letzterer aber, wie soeben 
nachgewiesen, durch die Punkte P, , Pj, Pj geht, muß er mit dem Aus- 
gangakreise K zuBammenf allen. 

Bemerkung, Es bedarf wohl kaum der Hervorhebung, daß der 
letzte Beweis, wenn man ihn rein formal iühren will, kürzer gefaßt 
werden kann. 

Denn die Gleichung (13) läßt augenblickücb erkennen, daß nach 
ihrer ßationalmachung das Aggregat der Glieder höchster Dimension 
in x^, y^ der Ausdruck (j^ -f yj)' ist. Demnach ist x\ + y\ das Aggregat 
der Glieder höchster Dimension in C^, also ist die (.\ ein Kreis. 

Der Grundgedanke eines dritten Beweises für die Dmkehrung des 
Ptolemäiachen Satzes (sowie des direkten Satzes | tritt deutlicher bei 
projektiver Verallgemeinerung hervor, bei der der Kreis als ein Kegel- 
schnitt durch die beiden imaginären „Kreispunkte": 

(37) J'^ + 1/* = 0, s = 
erscheint Entsprechend stellen die drei Gleichungen: 



(38) 



■0, r,'-0, r'-O 
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die drei Paare von Geraden („Miniraalgeraden") dar, die durch die 
beiden Rreispuntte (37) gehen und außerdem je einen der Pnnkte 
P^. P, , Pj als Doppelpunkt besitzen. Fassen wir für das Folgende 
r,(, r,j, r,j als drei gegebene Konstante auf, die einfacher mit a^, o,, 
Oj bezeichnet seien, so ordnet sicb'die Ptolemäische Gleichung (II) der 
allgemeineren unter: 

(Pf) ayn^r, + a,Yü,v, + «,vn;f, - o, 

wo U^ =-0, f, = 0, i/j = die Gleichungen dreier Geraden sind, die 
durch einen und denselben Pnnkt Q^ laufen, und analog Y^ =^0, T'i = 0, 
(', = die dreier anderer Geraden durch einen und denselben Punkt Q^. 
Denkt man sich vorderhand JJ^, L\, Dg, l\, V^, V^ als sechs 
beliebige, in deu Koordinaten lineare Ausdrücke, so repräsentiert (IV) 
eine Kurve vierter Ordnung C^, die die sechs Geraden zu Doppel- 
tangenten besitzt Denn z. B. die Gerade J/j = schneidet die C^ in 
den beiden doppelt zahlenden Schnittpunkten von U, = mit dem 
Kegelschnitt: 
(39) al U, Ks - <il U, V^ = 0. 

Liegt daher tm besondern eiu Si-hnittpunkt zweier Geraden U, 
oder auch einer Geraden U mit einer Geraden V auf der C\, so ist 
jener Schnittpunkt ein Doppelpunkt der C\, da in ihm die Cj von jenen 
beiden Geraden je in einem doppelt zählenden Punkte getroffen wird. 
In unserm vorU^enden, noch spezielleren Falle gehen alle drei Ge- 
raden U durch einen Pnnkt ^j; dieser liegt somit auf der C^ und ist 
also ein Doppelpunkt der Kurve, und das Gleiche gilt vom Punkte Q^. 
Geht man zurück zur Gleichung (II), so ist damit der Satz bewiesen: 
Bei beliebigen (reellen) Koeffizienten «,, a^. «^ stellt die Gleichung: 

wo r,,. r^^, Tj, die (mit imbestimmten Vorzeichen genommenen) Ent- 
fernungen eines beliebigen Punktes P^ von <Irei festen Punkten P,, 
Pj. P^ bedeuten, eine Kurve vierter Ordnung t\ mit zwei (konjugiert 
imaginären) Doppelpunkten in den imaginären Kreispunkten dar.*) 

Man nennt eine solche C\ eine verall/jemeinerie Leinniskate, oder 
auch schlechtw^ „Lemnislcatt^'. 

Die Geraden IT", = 0, U^ = 0, U^ = sind jetzt drei der (vier) 
imaginären Tangenten, die von dem einen Doppelpunkt an die (\ gehen, 
und Kj = 0, Fj = 0, V^ =0 die drei resp. konjugiert imaginären 



1) Die Gröflen r„, r 
(inM Punkte« P^ inbezug i 



1 ■ 'n werden auch ala die „[cywioren" Kourdinftten 
jf das Dreieck I\ I', P, bezeielmet. 
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Tangenten, die von dem konjugiert imaginären Doppelpunkt an die 
C^ gehen. Man bezeichnet, als Änalogon zum Kegelschnitt, die reellen 
Schnittpunkte solcher, von den beiden, in den beiden tLreiepunkten 
liegenden Doppelpunkten ausgehenden konjugiert imaginären Tangenten, 
als die „Brei/tipuiil;k" der Lemniskkte, aodaß es deren vier gibt, von 
denen drei in die Punkte P,, P,, 1\ fallen. Umgekehrt, wählt man 
irgend drei von den vier Brennpunkten einer Lemniskate als Punkte 
P,, Pj, Pj, Bo ist die Lemniskate dui-ch eine Gleichung von der Form 
(V) dargestellt. Verfügt man nunmehr im besoudern über die Ver- 
hältniese der Kontftanten ri,, a^, ri^ so, <laB die Lemniskate auch uocb 
durch einen der Punkte P,, P^, Fg, etwa Pg. hindurchgeht, so ist auch 
dieser ein (dritter) Doppelpunkt der Lemuiskati'. Dann gehen von den 
beiden, iu den Kreispunkten liegenden Doppelpunkten nur noch je zwei 
Tangenten an die C^, d. h. die C^ besitzt nunmehr nur noch zwei 
Brennpunkte in den beiden Punkten Pj, P,. 

Legt man noch spezieller den n,, o,, «g die zweite Bedingung auf, 
daß die C^ auch noch einen der Punkte P,, P^, etwa Pj enthält, ao 
ist auch dieser ein (vierter) Doppelpunkt der C^, d. h. die C^ muß in 
zwei Kegelschnitte zerfallen, die aber für unseren Fall zwei Kreise sind, 
da sie beide die Kreispnnkte enthalten. Da aber auch die beiden Ge- 
raden Uj ~ 0, Kj = außer dem resp. Kreispunkt die C^ uoeh je in 
einem doppelt zähleoiien Punkt treffen müssen, so muß auch der Schnitt- 
punkt P, auf beiden Kreisen zugleich liegen; mit andern Worten, beide 
Kreise müssen iu den einen, durch Pj, Pj, Pj gehenden Kreis K zu- 
sammenfallen. 

Dann aber, und nur dann, werden die Koeffizienten a^. o,, a^ in 
(V) gerade den Entfernungen r^^, rjj, r^ proportional, und (V) geht 
in die Ptolemäische Formel (II) über. 

Demnach gestattet der Ptolemäische Satz folgende Erweiterung auf 
„Lenmislaten" (Kurven vierter Ordnung, die in den „Ereispunkten" 
Doppelpunkte besitzen): 

„Greift man von den vier reellen Brennpunkten einet 
Lemniskate irgend drei heraus, P,, P,, P,, so besteht zwischen 
den Entfernungen eines beliebigen Knrvenpuuktes von P,, 
Pj, Pj eine lineare Relation (IV) mit konstanten Koeffizienten, 
und umgekehrt. 

Besitzt im besondern die Lemniskate noch einen reellen 
Doppelpunkt'), etwaP,, und damit nur noch zwei reelle Brenn- 

1) Für die gam »pfiielk Letnniskate (x' -j- y)'-|- 3e'(y* — jt") = 0, deren 
Brennpunkte (in rechtwinkligen Koordinaten) ^^=0, se^^-^e tind, nnd für die 
das Produkt r,r, der beiden BrenoBtrahlen konstant ==e* ist, bestätigt man in 
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pankte P,. P,, so gilt die erwähnte Eigenachaft nur noch 
fQr das eine Dreieck P,P^P^." 

AuB dem zweiten Teil des Satzes folgt insbesondere eine merk- 
würdige Eigenachaft der Brennpunkte eines (^Mitt^lpon kts- ) Kegels chnitts. 

Bekanntlich geht ein Kegelschnitt C, vermöge einer eineindeutigen 
qniidratischen Transformation T^, deren drei Fund amen talpunkte P, 
Qu Qi seien, in eine Kurve vierter Ordnung C\ über, die in P, Q^, Qf 
Doppelpunkte beaitzt. 

Es mögen zwei der Fundamentalpunkte, etwa Q,, ^,, in die beiden 
„Kreispunkte" fallen. Dann ist die C^, das Bild des Kegelschnitte C,, 
eine Lemniskate mit reellem Doppelpunkt in P. 

Unter den in Rede stehenden Transformationen T^, von deren drei 
Fun dam en talpunkten zwei in die Kreispunkte fallen, ist die Inversion 
ader TransformaUim durcli reziproke Badim von spezifisch metrischem 
Interesse. Unterwirft man daher einen Mittelpunkte kegeis choitt C^ 

der Tat leicht, daB für jeden ihrer Funkte r, — r, = ± rVS gilt, wenn r den 
Radiusvektor vom reellen Doppelpunkt (x = 0, y = 0) bedentet. Denn es ist 
,^^.,j = 2(j-'-f j/> + e') = ^r'^ 3r' =ar'+2r,r,- Für die allgemeinero 
LeDUÜBkBte hingegen, wo r, r, = c'(^e'). mit der Gleichung: («'-(- «/')-(- 2e'(y' — x^ 
= c* — e'. berechnet man, daB im ersten Hanptfalle e'>e' („«weizögige" Lem- 
niskatei auf der 3;-ÄchBe (Hauptachse) anßer den Brennpunkteo F,, f, (a; = ±e) 
noch die »woi weiteren Brennpunkte F,, F^{x=^^i) liegen, wo n'»'^«' — c*. 
Umgekehrt ist fQr hcliebiges e und t««) e' ^ e'(e' — £*), also c* ^ -\- eye* — t* 
eindeutig begtimmt. 

Im zweiten Hauptfalle e'<Cc' („einäugige" Lemniskate) existieren anfier den 
beiden Brennpunkten F,, Fj noch zwei Brennpunkte ff,, ff,(y = i']) auf der 
y-Acbae (Nebenachse), wo e'fj' = c' — e'. Umgekehrt ist bei beliebigen e, tj, die 
Größe c' eindeutig vermöge t* = -|- «V'*' + l' beatiromt. 

BeKeichnet man nunmehr, den verschiedenen Möglichkeiten entsprechend, 
reip. mit Tj, Pj, fl,(»= 1. 2) die Kntfemungen eines beliebigen Kurvenpunktee von 
f,, F[, 6., BO führt die Rechnung zn folgenden vier Hauptmöglichkeiten, je drei 
Brennpunkte herauezagreifen ; 



{Fl, Fi 






(■■=1.2); 



•=c' = -t-,l/.' 



!'>C' 



-, = c' = + .)/«• + ^', 



tF,,*-,. G,):r.-i-r, = <.,^yä, 

{0„ ff,.F^:». + ff,=r,fV2, 

Id den beiden ersten Fällen iat bei featgehaltenem i das Vorzeichen der rechten 
äeite für beide ZQge das entgegengeaetzt«, andererseits auch bei featgehalteiiem 
Zuge f ür i ^ 1 und i ^ a das entgegengesetzte. 

In den beiden letzten Filllen kommt niu' das positive Vorzeichen in Betracht. 
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einer InverBion mit dem Zentrum in einem beliebig (sc. nicht auf (.', 
liegenden) Punkte P, ao ist sein Bild eine Lemniakate mit reellem 
Doppelpunkt in P. 

Seien i^j, F^ die beiden (reellen) Brennpunkte des KegelackoittB Cj, 
80 Bcbneideä steh iu ihnen je zwei Minimal gerade, die zugleich Tangenten 
der Cj Bind. Dieae Tangenten besitzen aber ala Bild vermöge der 
Inyersion gerade die Tangenten, die vou den beiden imaginären Doppel- 
punkten der Lemniakate an die letztere gehen, d. h. die Bilder der 
beiden Brennpimkte l-\, F^ sind gerade die beiden oben mit P,, P, 
bezeichneten Brennpunkte der Lenmiskate. Darin ist der Satz über 
Kegelschnitte euthalten; „Man verbinde einen beliebigen Punkt P der 
Ebene mit den beiden Brennpunkten F^, F^ eines festen Kegelschnitts 
(der nicht durch P hindurchgeht). Die beiden Verbindung« geraden 
mögen den Kegelschnitt in den (stets reellen) Punkten A^, B^, resp. 
Aj, Bf treffen. Unterwirft man die Figur dieser beiden Punktetripel 
Aj, F^, P,; A^, Pj, P, irgend einer Inversion mit Zentrum in 0, und 
sind A'j, P,, ßi; A«, Pv, Pj die Bilder jener sechs Punkte, so besteht 
zwischen den Entfernungen irgend eines der vier Punkte Ai, Ai, B[, 
Ps vou den drei Punkten P, Pj, P, eine lineare Relation mit den- 
selben Koeffizienten/") 

Es vrird manchem Leser erwünscht sein, fOi- den oben dargelegten 
geometrischen Gedankengang des obigen dritten Beweises vom Ptole- 
mäiscben Satze uud seiner Umkehrung eine analytische Bestätigung zu 
sehen. Eine aolrhe mag daher noch folgen. Um die Hechnimg zu ver- 
einfachen, mögen von vornherein die Punkte Q^, y^, darch die die 
drei Geraden V resp, V (s. Gl. (HI)) gehen aoUen, in die beiden Kreis- 
punkte verlegt werden. Die drei Punkte P,{Ui = 0, F^ - 0, j* = 1, 2, 3) 
mache man zu Ecken eines Koordinatendreiecks und lege der Rechnung 
Dreieckskoordinaten x^, x^, x^, zu Grunde. Versteht man dann unter 
ß\t ßit ßn '^^ t'"'^' Winkel des Dreiecks, unter s, , s,, Sj ihre Sinus, 
unter t,, c^. Cj ihre Kosinus, so lautet*) die Gleichung des durch 
Pj, P,, Pj gehenden Kreises (des „Umkreises" des Koordinatendreiecks); 

(40) SjXgX^ -f- SfXiZ^ + Sjj;,iBj = 0; 

ferner die (ileichung des Paares der von der Ecke I\ ausgehenden 
Minimalgeraden: 

(41) xi + xj + 2a:ia:,c, = (i, /:, / = 1, 2, 3). 



1) Und dae Nämliche gilt von jedem Punkte x \ der vermöge der 
einem Punkte x des Kegelsthnitta hervorgeht, 
3) Man vgl. etwa Salmon-Fiedlers Kegels chuitte , Kaii. IT. 



über den Ptolemäischen Sutz. 

Somit erhält die Gleichung (V), wenn «ti ^i 
Koeffizienten bedeuten, die Gestalt: 
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, beliebig gegebene 



(V) 



2>^«'(^"+ ^ + 23^*«<c,) = 



0, 



d. i. alsu die Gleichung einer verallgemeinerten Lemniskate C\, yon der 
drei reelle Brennpunkte in P,, Pj, P^ liegen. 

Soll jetzt der Punkt ^[(3:) = 0, J-j — 0) auf der C\ liegen, so er- 
gibt sieh sofort als Bedingung }/«, + "j/oj = 0, oder 
(42) «, - «,. 

Man bestätigt leicht, daß in der Tat jetzt i*, ein Doppelpunit der 
Kurve ist, indem in der rational gemachten Gleichung {IV') die Koeffi- 
zienten von x\, a^Xj, TlXg verschwinden. 

Soll weiter auch P, auf der Kurve liegen, so ist auch «j = «j, 
mithin ergibt sich für {IV ") die syminetrische Geatait: 

(vn 



L 



Ea ist zu zeigen, daß (VI) den Umkreis des Dreiecks Pj, P^, P, 
doppelt zählend darstellt. 

Macht man (VI) rational, so erhält man sofort: 
(VI') xfij^ + a^a^s» + xlxls\ 

+ 2jcja^a:,(c, + c,c„) + ^xlx^x^ic^ + c,e,) + 2j^ja:,a^{c, + c,c,) = 0. 

Da aber ^^, ß^, ß^ die Winkel eines Dreiecks sind, so ist (', = cos/ij 
■= — cos (ßj -i- ßi) — ^ fi<^s + SaSj etc.; durch Einsetzung dieser Werte 
för c,, Cj, Tj wird offenbar die linke Seite von (VI') das Quadrat der 
linken Seite von {40). Damit ist der Satz des Ptolemäus nebst seiner 
ümkehrung aufs neue bewiesen, und man erkennt zugleich, daß 
Gleichung (VI) nichts anderes als die Ptolemäiachc .Fwrmel (II) m 
Dreieckskoordinaten ist. 

4. Einfühnnig dirr komplexeti Großen. — Führt mau komplexe 
Großen ein, aodaß r =- a- + iy einen Punkt der Ebene darstellt, so er- 
weist sich der Satz des Ptolemäus nebst seiner Umkehrung als gleich- 
wertig mit dem bekannten Satz') aus der Theorie jener Größen, daß 

1) In der Tat, sind «, , r,, e,, e, irgeud vier Punkte P, , J*,, i",, P, der 
Ebene nnd bezeichnet, wie in Nr. 1, r,^ («<fc) die abBolute Entfernung P,Pi, ferner 
I, reap. Zi di:n Winkel der Strecken r„ , r,i reap. r,,, r,,, so bat man i 

, h^ll. '_L..,. !i^ 



'*, aUo nimmt il 



I Doppelt erbältnia 
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W. Fr. WmK: über den Ptotem&iHlien Sats 



das Doppelrerliälttiis von vier Punkten dann und nur dann reell ist, 
und zwar gleich dem Doppelverliälluiü aul' dem Ereiee, wenn die vier 
Punkte auf einem Kreise liegen, in Verbindung mit der Ideutitiit (I). 
Nimmt man also uls Parameter auf dem Kreise die schon in Kr. 1 
betrachtete Größe / = tg ' , tfo A alle Werte von — oo bis + c» durch- 
läuft, und wählt vier Kreispunkte Aj. A,, Aj, A^ in zyklischer Folge 
(A, > A, > Aj > A,), so ist eines der sechs möglichen Duppelverhältnisse ö: 
(1, -1.)(1.-1J 



(43) 



D = 



D ist offenbar positiT and < 1. 
Führt man daneben eia zweites dei 



(44) 



D'- 



' sechs Doppelverhältuisse ein: 

^'ik-h)ih-iy 
so ist gemäß der Identität (I): 

(45) 7) -(- fl' = 1. 

Da aber andererseits ein reelles Doppel Verhältnis von vier komplexen 
Werten gleich dem Doppelverhältnia ihrer Moduln ist, und letztere die 
absoluten Entfernungen r^^ (i < k) zwischen je zweien der vier Punkte 
Bind, so hat man: 

(46) ■''"S' -^'^iS' 

und demnach auf Grund von (45) die Ptolemäische Formel: 

Umgekehrt, gebt man von vier beliebigen Punkten (komplexen Werten) 
»VLB, die nur der Bedingung unterliegen, daß die Ptolemäische Formel (II) 
gelten boU, bo ist 

(47) ^ + r»^ = i. 



den Wert - 



Dieser aber ist danu i: 






1 



reell, weuQ j, — j;,^^0, reap. ^-^2R ist. Das SAgt nicht« anderes ans, alg 
daß die über der ätreclm r^^ atehenden Winkel j, , j, eotwedei übeieinBtimmen 
{wenn die Punkt« P,, P, auf derselben Seite der lieraden P, P, liegen), oiier eich 
zu 2Ü erglLnzei) (wenn die Funkte P,, P, auf verachiedenen Seiten der Geraden 
P, P. liegen). 

Dies iat aber offenbar, auf Grand des Satees über Peripheriewinitl auf dem- 
selben Bogen, die notwendige und hinreichende Bedingung, daB die vier Punkte 
P,, P,, P,, P, auf einem Kreise liegen. Überdies ist nach Nr. 1 f.j^^-is^^, also 



das Doppel Verhältnis -^^—'^ gleich dem Doppel verhaitnLise ■- 
(cf. Nr. 1) „auf dem Kreise". 



(i,-i.)(i,-l.) 



J 
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Sind anderereeits ^^, ?,, s^, ^^ die vier komplexen Werte, and die 
entsprechendeD DoppelrerhältnisBe: 



(48) 



-^ = 1 






'.)(', 



'.)' 



so ist vermöge der Ideatität (II) auch: 
(49) ^ + ^' = 1. 

Da aber die beiden, links in (47) auftretenden Brüche die Moduln 
der DoppelverhältnisBO J, A' sind, ao folgt aus (47) und (49), daß die 
Samme der zwei komplexen Größen zl, A' gleich der ihrer Moduln ist. 

Dann aber sagt ein elementarer Satz aus, daß jede der beiden 
komplexen Größen reell ist, also mit ihrem Modul übereinstimmt. Also 
liegen dann die vier Punkte anf einem Kreise. 

Königsberg i. P., Juli 1903. 

r Die zweite Note enthalt eine vrillständige Neuhearbeiiiing des zweiten 

I Abschnitts der A. F., der von den algebraischen Funktionen, d. h. von 

' den rationalen Funktionen Ii{r, y) der beiden durch die irreduzible 

Gleichung F{x, j) = verknüpften Variabein x und y handelt. Den 
Ausgangspunkt bildet ein neuerdings veröffentlichter Satz von Fields'), 
der ganz besonders zur Grundlage für die Theorie der algebraischen 
Funktionen geeignet erscheint, weil er die Fundamentalaufgabe, d. h. die 
Darstellung der Funktion R{x, y) aus gegebenen Elementen und die 
Herstellung der Bedingungsgleichungen zwischen diesen Elementen, 
direkt angreift und in der einfw.^heten und natürlichsten Weise löst. 
Ich habe daher diese Behandlung an die Stelle der früheren gesetzt. 



Bemerktmgen zur Theorie der Abelschen Funktionen. 

Von Hermann Stähl in Tübingen. 
Zweite Note (Zu St. A. F. Abschnitt II). 



1) Fields, Acta Math. Bd. 2« S. 167—170 (1902). In ähnlicher Weiae bat 
Cbriatoffel, Anuali di mat. Ser. U. T. X. p. 81 fF. (1880) diu lutcgranden 
erster Gattung behimdelt. Vgl. auch Landfriedt, Theorie der algebraischen 
Punktionen und ihrer Integrale. Sammlung Schubert XXSI, Leipzig 1903, Die 
Behandlung van Pielda iat eine direkte Verallgemeinerung der Behandlung des 
Falles der elliptischen Funktionen, a. Er«te Note (Diesea Arch. (3) G, S. 180.^ 



HmiHAMH Stahl : 



Zweiter Absohnitt. 
Die rationalen Punktionen von (ic,y). 

In A, F. g 6 wurde durch Betrachtiuigen, die der Fnnktionen- 
theorie angehören, gezeigt, daß Bine in der Verzweigungsfläche T von 
y eindeutige und reguläre Funktion identisch ist mit einer rationalen 
Funktion von [x, y). Es aollen jetzt unter Voraussetzung von 
F{x, y) = direkt die tÄgetisdtaften einer ralionalen Funktioti M{x, y) 
und ihre B&dv/ng aus gewissen Mementen untersuclit werden. Dieser 
Stoff ist in folgender Weise gegliedert. Es enthält: 

§ J — 8, Allgemeine Satze über ganze und gehrochene Funk- 
tionen. 

§ 9 — 11. Darstellung von R{x, y) und Herstellung der Bedingungs- 
gleichungen allein aus den Elementen und den Doppelpunkten von 

§ 12— IS. Andere Formen von Rix, y) mit Benutzung von Hilfs- 
punkten. 

Da die Untersuchung der Funktion R(a;y) uuter allgemeinen 
Voraussetzungen einen größeren Aufwand von Rechnung erfordern 
würde, so lassen wir im folgenden Beschränkungen eintreten, nämlich 
in Bezug auf F{x, y) = die, daß von singulären Punkten im Endlichen 
von 2" nur die einfachsten, nämlich Doppelpunkte auftreten, und in Be- 
zug auf die Funktion Ji-{x, y), daß ihre oo Punkte und Punkte nur 
von erster Ordnung seien. 

§ 7. Die NuÜpttniäe der ganzen, rationalen Funktion 

bleibt ungeändert. 

§ 8. Sätae über ganee und gd>rochene rationale Funktionen. 

Am Schlüsse dieses § A. F. S. 71 ist folgendes hinzuzufügen. 

Wir benutzen den Satz I oder la noch zum Beweise eines Satzes 
über die gebrochene, rationale Funktion. Eine solche Fuuktion iat der 
Quotient ßliN zweier ganzen Funktionen 31{x,t/) und N(x,y). Sie 
kann die besondere Eigenschaft der ganzen Funktionen haben, daß sie 
in einem Doppelpunkt von J^ = (I für die beiden Zweige den nämlichen 
Wert annimmt, sie kann dagegen auch für beide Zweige verschiedene 
Werte liaben. Wir betrachten den Ict-zten Fall als den allgemeinen. 
Derselbe kann nur eintreten, wenn Zähler und Nenner M und N in 
den Doppelpunkten verschwinden. Wir führen daher folgende ab- 
kürzende Bezeichnung ein: 

A. Eiw gegebene rationale Funktion, die in jedem der r Doppdpunkle 
von F =- m erster Ordnung versclitc-lndel, heißt eine adjungierte Funk- 
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tion^) von F=^Q. Unter den adjungierten Funktioneti sind die des 
(n — 3) ten Grades von ausgezeichnetem CharaktEr; sie werden nach Bie- 
mann') mit dem hesonda-en Buchstaben 3" oder ip bezeichnet und *- 
Funktionen genanrtt. 

Es seien nim M^ und N^ zwei adjungierte Funktionen bez. vom 
Grsde fi, und v, , und es mögea die als einfach voransgesetzten Schnitt- 
punkte, die Ml = mit J*"' = außer den Doppelpunkten der letzteren 
Knrve besitzt, in zwei Gruppen Gm, und G„^ von m^ Punkten a' und m, 
Punkten a", die Schnittpunkte von ^| = mit i^ = in zwei Gruppen 
(r,, und G», von »t, Punkten b' und denselben «i, Punkten a" zerfallen. 
Dann wird der Quotient Jlf, : A\ gleich 0* in den m, Punkten a' und gleich 
cx)' in den n^ Punkten 6', während er in den m^ Punkten a" endlich und 
von verschieden ist. Diese letzteren Punkte heißen Hilßpankte. Zwischen 
den Zahlen m,, n^ und fi,, t\ besteht eine tileichnng. Es ist nämlich 
für jeden der n Punkte (a; — oo, j/ = oo) Jf, : N, entweder endlich oder 
= Go"! ~ '• oder = 0''' ~ '', je nachdem (tj = Vj oder ^ > fj oder [i^ < Vj 
ist. Da die Zahl der c»' und 0' Punkte von M,:Ni die gleiche ist 
(S 7), so hat mau 

»»1 + »Vj = «1 + nft, oder »t^ -- n^ = «(;*, — v,). 
Es gilt nun der folgende Sata, der zeigt, daß sich die Funktion Jf, : N, 
in unendlich vielen Formen darstellen läßt: 

III. Der Quotient M^:N^ zweier adjungierter Funktionen, der (ab- 
gesehen von dem Verhalten in den Punläen (x = oo, y = oo) in m^ Punkten 
a' gleich 0^ und in w, Punkten b' gleich oo' wird, während er in den 
m, Hilfspunkten a" endlich bleibt, läßt sidi mit Milfe von F ^0 auf 
unendlich viele Arten in einen anderen Quotienten M^ : N^ verwanddn. 



wobei die »», 0' Punkte a' und die », oo' Punkte b' der Funktion 
I bleiben, iciäirend o« Stelle der «t, SÜfspunkte a" n, andere 
ffäf^unkte h" treten. 

Fär den Beweis dieses Satzee^) und seine Benennung als R«Btsatz 
vergleiche man A. F. S. 76 und 77 bis Z- 15 v. u. 

1) Brili und Nöther, Math. Ann. Bd. 7 8, 28B ff. (1873). Dort ist die 
Definition allgemeiner. Hat die Kurve F(a:, y) ^ mehrfache Punkte mit gb- 
trennten Tangenten, so sind die adjungierten Kurven solche, die durch jeden 
ft-facheu Ponkt von F =^9 tp,— l)-fach hindurchgeht, ohne daß sich dabei einzelne 
Zveige beider Kurven berühren, 

2) Riemann, Üob. W, 1, A. 8. 107 ff. 

3) Nach Brill nnd Nöther, 1. c, 8, 271—371. 

Anbl' der Mithemmik „ad PhytUi, in. Reibe. VU. 2 



Himiuan Stabl: 



§ 9. Erste Fimdamentnlaufgabe. Satz von Fields. 



Wir geben s 



eich an die Außtellung und Lösung der Fundamental- 



Für die Bildung einer rationalen" Funktion S(^) einer einzigen 
Variabein e gelteu bekanutlich die beideu eng rerknüpften Sätze: 

Eine rationale Funktion fl(r) von der Ordnung m ist durch ihre 
m oo' Punkte und die m zugehörigen Residuen bis auf eine additiTe 
Konstante bestimmt; diese 2m Elemente sind unabhängig von einander. 

Eine rationale Funktion It{e) von der Ordnung m ist durch ihre 
m oo' und m 0' Punkte bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; 
auch diese 2m Elemente sind unabhängig von einander. 

Entsprechend führt die Untersuchung für zwei Variable {x, y), die 
durch die irreduzible Gfleichung F{x,y) = verbunden sind, zur Losung 
der beiden fundamentalen Aufgaben, eine rationale Funktion B,{x, y) 
zu bilden, wenn entweder ihre oo' Punkte und die zugehörigen Resi- 
daen oder wenn ihre oo' Punkte und 0' Punkte gegeben sind. Es zeigt 
sich aber dabei, daß jedesmal nur ein Teil dieser Elemente willkürlich 
wählbar ist, und es handelt sich daher weiter imi eine Untersuchung 
der Abhängigkeit dieser Elemente von einander. 

Die erste der beiden Aufgaben lautet: 

(A) Eine rationale Fiinldion R(x, y) von der Ordnung m mts den 
Koordinaten der m oo' Punkte und den m sui/ehorigen Eesiduen eu bilden 
uml die Bedingungsgleichimgen zwischen diesen 2m Elementen aufzustdUn. 

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daß die m oo' Punkte 
endliche Koordinaten haben und mit keinem Doppelpunkt oder Ver- 
zweigungspunkt von F =i) zusammenfallen'), wir verlangen ferner, daß 
die Funktion R{x,y) in der Art allgemein sei, daß sie in jedem der 
r Doppelpunkte von F =• für die beiden Zweige verschiedene Werte 
annimmt. 

Wir gehen davon aus, daß sich jede rationale Funktion jj von 
{x, y) in der Form darstellen läßt 

(1) n^P^ + F,y^P^y^ +■■■-{- -P,_.y"-', 

wo Po, P,, . . ., P,_, gebrochene rationale Funktionen von x allein 
sind. Zerlegt man diese je in eine ganze Funktion und in Partial- 
brOche, so hat man auch eine Art Parti albruchzerlegimg der rationalen 
Funktion ij von {x, y). 

1) Herr Fielda behandelt auch dienen Fall I. c, S, 168. Er gibt i'emer die 
Bildung der rationalen Funktion S{x, y) unter der Vorauaselaung, daß die Grund- 
kurve /'=U auch mchrl'ache Punkte mit getrennten Tangenten hat (k. Journ. 
für Math. Bd. 124, S. 179 ff. IB02). 
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Sind y^ und i;^ zwei zuaamtuengehörige Fimktions werte von y und 
ij, die demselben 3- entsprechen (vgl. A. F, S. 57), so gelangt man zu 
der Form (1) auf zweierlei Weise. Entweder man bildet die Gleichung 
1^1) für die m Paare von Werten y,. und ij,-, und bestimmt uus den so 
erhaltenen n Gleichungen die Koeffizienten P„, P^, . . . , P^_,, die sich 
als rationale und symmetriBche Funktionen sowohl der i/^ wie der ij; und 
folglich als rationale Funktionen ron x allein darstellen; oder man legt 
die Lagrangesche Interpolati onsformel 



^ -f" (1/i) 



J'(j-.y) 



zu Glmnde, fOhrt die Division von F{x,y) durch y — y; aus, ordnet 
nach Potenzen von y und stellt die Koeffizienten dieser Potenzen, die 
rationale und symmetrische Funktionen sowohl der yj wie der i;^ sind, 
^s rationale Funktionen von x dar. 

Wir setzen nun die in (Ä) verlangte Funktion R(x, y) zusammen 
aus Elenufntarfunkiionen der Form 



(2) 



T^^- y) = 



wo (a, ß) die Koordinaten eines Punktes von F(x, y) =- seien. Da 
F(a, ß) = 0, ist Ft^a, y) durch y — ß teilbar und der Quotient eine 
ganze rationale Funktion in y vom Grade n — 1. Das Verhalten von 
T^(x, y) oder kurz T^ in der Verzweigungsfläche T ist verschieden, je 
nachdem {a, ß) ein Doppelpunkt oder ein regulärer Punkt ist. Indem 
man F{a,y) nach Potenzen von x—a und y — ß entvrickelt, findet 
man leicht Folgendes: 

Ist (k, ß) ein Doppelpunkt von F = 0, so ist in ihm T^{x, y) 
endlich, nimmt aber für jeden der beiden Zweige verschiedene Werte 
an; es wird femer T^ in jedem der « Punkte {x ^ oo, y =- oo) gleich 
00""*, bleibt dagegen endlich in allen übrigen Punkten der Fläche T. 

Ist (a, ß) ein regulärer Punkt von F = 0, so wird in ihm T^ 
gleich ao' wie {F'y\^:(x~ a); es wird femer T^ gleich co"~* in 
jedem der n Punkte (x ^ ao, y — od), bleibt dagegen endlich in allen 
flbrigen Punkten der Fläche T. 

(Ähnlich ist das Verhalten von 2"^, wenn (et, jS) ein Verzweigungs- 
ponkt von F^O ist.) 

Mittels der Elementarfunktion T„ (x, y) (2) kann man rationale 
Funktionen verschiedener Art bilden, solche, die nur für (a; = oo, y — oo) 
und solche, die auch in anderen Punkten der Fläche T oo werden. 

Sind nun (oj, ^,) (» == 1, ■ ■ ■ , r) die r Doppdpunkte von F =0 und 
Äf (i = 1, ■ ■ ■ r) beliebige ihnen zugeordnete Konsfanten und T^iXiy) 
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eine aUgomeine ganze rationale Funktion in (ar, y) vom Grade n - 
80 beweist man (mit Hilfe von Ä. F. § 8 Sata I) leicht den Satz: 
I. Der Attsdruck 



(3) 



^Ä,T.,{i:.y)+T,(x.y) 



steüt die allgemeinste rationale Funktion von (z, y) dar, die gleirk ac""* 
wird in jedem der n Punkte {x = ao, y = oo), die in jedem anderen 
Pitnkte der Kurve F = endlieh bliebt, und die in jedem Doppelpunkt 
für die beiden Zweige desselben verschiedene Werte annimmt 

Läßt man in der *--gliedrigen Summe in (3) einzelne Glieder weg, 
so erliält man eine speziellere Funktion, die in jedem der ausfallenden 
Doppelpuntte für die beiden Zweige denselben Wert annimmt. An» 
(3) bildet man auch leicht die allgemeinste Funktion, die nur oo wird 
für (x ^ CO, y = Oü), aber in anderer als der {n — 2) ten Ordnung. 

Sind femer {«,^1, ß^+ö t,*" 1? ■ ■ ■ , m) »i beliebige reguläre Punkte 
in T und A^_^^ (b = 1, ■ • ■, »') beliebige ihnen zngeordnete Konstanten 
so folgt unmittelbar aus 1 der Satz: 

II. Der Ausdnwk 



(4) 



^A,T.X'.9)+T,{>:.s) 



stellt die allgemeinste rationale Funktion von (x, y) dar, die gleich oo"~' 
wird in jedem der n Punkte (a: = oo, y = oo), die gleich co' wird tote 
MF'y\p, -{x-t^) für {z, y) - {«.-, ß?), (i - r + 1 , ■ ■ ■ , r -i- m), die 
aber in jedem anderen Punkte der Kurve F =0 en^ich Ueibt und die 
in jedent der r Doppelpunkte für die beiden Zweige desselben verschiedene 
Werte annimmt. 

Man sieht leicht, daß die r -\- m Funktionen T„.{Xf y) in (4) linear 
unabhängig sind. Denn zwischen ihnen könnte eine lineare Gleichung 
mit konstanten Koeffizienten nur besteheo, wenn in derselben jeder 
Funktion Ta- mit einem Doppelpunkt «, eine zweit« Funktion zu- 
geordnet werden könnte, die in deoiBelben Punkte a^ für jeden der beiden 
Zweige verschiedene Werte annähme, oder jeder Funktion 2'„. mit einem 
oo' Punkt «j eine zweite Funktion, die in demselben Punkt K^ gleich 
oo^ wäre, was beides offenbar nicht der Fall ist. 

Wir kommen nun sofort zur Lösung der Aufgabe (A). Man hat 
hierzu nur die Konstanten A^, A^, . . ., A^^_^ und die in T^(x.y) ent- 
haltenen Koeffizienten in allgemeinster Weise ao zu bestimmen, daß 
der Ausdruck (4) für (k = oo. y — oa) nicht mehr oo wird. Dies ge- 
schieht, indem man (4) in der Umgebung von (x = oo, y = oo) nach 
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Potenzen von x und y entwickelt und die Koeffizienten der oo werden- 
den Glieder gleich setzt. Eine geschickt angelegte Rechnung') führt 
zu dem Schluß, daß sich T^{x.y) auf eine Konstante C^ reduzieren muB 
ond zwischen den A^ und {a^, ß,) 
l4a) ^{H^l){n-2) = r + p 

sehr einfuch 'gebildete Gleichungen bestehen müssen. Man gelangt so 
Linmittelbar zu dem Sats von Fielils: 

m. Die allgemeinste Funktion Ji(x, tf) von der in Aufgabe. (A) ver- 
langtett Art wird danjcstdlt durdi dm Ausdruck 



ß) 



'sclieii de.ii Elementen A^ nml («j, ß^ die 



^Mii;. 



mit der Bedinffmuf. daß . 
r + p Gkiehuttgen 

(6) 

tiivtehett. 

Soll die Funktion }{{x, y) in einzelnen Doppelpunkten für die 
beiden Zweige denselben Wert haben, so sind die entsprechenden 
Konstanten A^ gleich zu setzen. 

Wir geben den Bediiiguugsgleichiiugen (6) noch eine andere Form. 
Die allgemeinste (nicht adjungierte) ganze rationale Funktion X(x, y) 



Tom (m — 3)ten Grade enthält nach (4a) r -\- p 'i 
Koeffizienten y^ und ist von der Form 

Multipliziert man nun die Gleichung (6) n 
nach X und fi, so erhält man die Gleichung: 



illkUrliiihe, homogene 



lit Yj.^^ und summiert 



2'^,X(«,ft) = 







mit willkürlichen Koeffizienten y^^,. Da sieh die allgemeine Funfetion X^x,y) 
aus r + p linear unabhängigen Funktionen derselben Art A", , . . ., X'^^._ 
zusammensetzt, so kann man die Gleicbimgen (6) durch die r + p 
Gleichungen 

(8) ^A,X,(a,,ß,) = 0;-..; ^A,X^^^(«,, ^,) = 

ersetzen. 



22 HehmIbn Stjuil: 

§ 10. Zald der linear unahhängigen O-FunkHoiien. Der Rie- 
mann- Roch sehe Satz. 

Der Satz von Fields führt zimächBt, wenn wir der Zahl ni den 
Wert geben, zu ein paar wichtigen Sätzmi über die *^- Funktionen. 

Die Punktion B (fi) § 9 lautet dann: 



(1) 



Ä = 



■^- 



Dies wäre, die Bedingungsgleichnngen (8) § 9 voraus gesetzt, eine Funk- 
tion, die in keinem Punkt der Fläche T unendlich wird; eine solche 
Funktion aber ist eine Konstante. Es müsaen also in (1) die Koeffi- 
zienten yl( sämtlich Null sein. Die r + p Gleichungen (8) § 9, ge- 
bildet für m — 0, können daher auch nur bestehen, wenn die r Großes 
Ai = sind. 

Nun ist die Zahl der Schnittpunkte der Kurve F=0 mit einer 
allgemeinen Kurve X= vom (» — Sjten Grade n^ch A. F. § 7, L 
gleich n{n~ 3). Tritt an Stelle von X ^ eme iid/ttnoitrle Kuree ® =- 
vom (n — 3)ten Grade, so fallen 2r dieser Punkte m die r Doppel- 
punkte a^ von F=0. Die Zahl der tichnittpirakte, die * = außer 
den Doppelpunkten mit F =Q besitzt, ist abo =«(« — 3) — 2r oder 
wegen der Relation (4a) § 9 gleich 2p — 2. Daher der Satz: 

I. Bie Zahl der Nullpunkte, die eine adjuiufiertc Funktion * vom 
Grade w — 3 außer den Doj^punklen auf F=0 besitzt, ist gleich 
2p ~ 2. 

Die r Bedingungen, die ausdrücken, daB ^ ^ eine adjungierte 
Kurve sei oder durch die r Doppelpunkte «^ von F = gehe, sind 



(2) 



»(«„^,)-0,..., *(<.„^,)_0. 



Wir behaupten, diese Gleichungen sind linear unabhängig. Denn gäbe 
es r konstante Faktoren A^, . . ., A^, mit denen sie multipliziert die 
Summe NuU lieferten, so hätte man eine Gleichung von der Foi-m (7), 
§ 9, gebildet für m = 0, ohne daß die Koeffizienten A^ gleich KuÜ 
wären; das ist nach der obigen Bemerkung unmöglich. Daher der Sats: 

n. Die r Bedinguiysglcichungen (2), die ausdrücken, daß O^^O 
eine adjungierte Kurve vom (n — 5)ten Grade von F = sei, sind linear 
iinaWiängig. 

Femer ist die Zahl der linearen, homogenen Koeffizienten einer 
allgemeinen Kurve X=0 vom (ti — 3}ten Grad gleich r -\- p. Soll 
diese Kurve F-^O adjungiert, also eine *-Kurve sein, so müssen die 
Koeffizienten den *■ Gleichungen (2) genügen, die nach II. linear iinab- 
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hangig sind. Daher bleiben noch r -\- p — r -^ p lineare homogene 
KoefGzieutea in willkürlict, und man hat den Satz'): 

III. Die Zahl der linear unabhängigen ndjungierten FunJctionen * 
voni (tt — 3)(en Grad ist ffcaau gleich dem Geschlecht p vt/tt F =0. 

Demnach stellt sich jede adjungierte Funktion O vom (« — 3)ten 
Grad dar in der Form 

(.3) «1» = ^,*, H \- ^p%, 

wo A,, .... dp beliebige Konstanten und ^^, . . ., O p fest bestimmte, 
linear unabhängige *P-Fiuiktionen sind und jede nicht adjungierte Funk- 
tion X vom (n — 3)ten Grad in der Form 
(4) X=(i,«&, + -'- + fip<I'^ + v,X, +... + v^X^, 

wo die (t, und i'^ beliobige Konstjinten und X^, . . ., X^ feat bestimmte, 
nicht adjungierte Funktionen <P vom (« — Sjten Grad sind, die unter 
sich und mit den <&,,..., <P^ zusammen linear unabhängig sind. 

Wir kehren zurück zu dem allgemeinen Fall m > imd benutzen 
die Gleichungen (4), um den Fieldasehen Satz und die Bezeichnungen 
etwas zu verändern. Wir bezeichnen im folgenden die r Doppelpunkt« 
mit {««. !/oJ '"'^'' ^^^"^ TJiit a^{l- — l, . . ., r), die m oc'Punkte von 
]i(x, li) mit fii„ 1/. 1 oder kurz mit h,{l— 1 , . . ., m) und die m Kon- 
stanten Ä^^y,..., .^r + .n '"it Ai-t ^m- ^^'' ötsetzcn femer die 
T-k-p Funktionen X^,...,X^^^ in (8) § 9 durch die in (4) auf- 
tretenden Funktionen *^, . . ., (P^,, X^, . . ., X^. Die Funktion (5) 
§ 9 nimmt »ladann die Form an 



w 



^(^. ») -2^. ''..(», S) +2«, ''.,(«. 9) + C.. 



Die Bedingungsgleichungen (8) § 9 eerfallen, da für die r Doppel- 
punkte a^ alle <&,(«,)(* = 1, . . ., j); k= 1, . . .,r) verschwinden, in eieä 
Systeme, nämlich in p Gleichungen 



(ß) 



_2'-Bj*i(''.) = 0, . . ., ^B,<t>^{b,} = 0, 



die nur die oo' Punkte b, und die zugehörigen Konstanten B, ent- 
halten und zur Bestimmung der B, dienen, wenn die Piuikte /i, gegeben 
Bind, und in r Gleichungen 

11)^Ä,X,M ^^'^'W' ■ ■ ■' 2^<^'W - -^B,X,(b,), 



1) 0ie«er Satx, der zog-leicb auseagt, daß die Zubl dei' linear nn abhängigen 
lulegrale erater Gattung gleich p ist (St. A. F. Abacbnitt HI § 16) wird vou Rie- 
manD (Ges. W. S. U8i auf transzendeiitcin Wege bewieseD. 
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die zur Bestimmung der r GrößeB Ä^ dienen, niMihdem die J?, be- 
stimmt sind. Die Gleichiingen (7) sind stets nach den Ä,^ auflösbar, 
da dio Determinante der Koeffizienten \X^(a^)\ nicht yerscbwindeu 
kann. Die Bedingungen der Dar stellbar keit der Funktion R (5) re- 
duzieren sich daher auf die j> Gleichungen (6) zwischen den 6, und Bp 
Dies gibt den Satz; 

IV. ßie alitjanehiste in Aufgabe. ^1 § 9 eerlangtv Funktion B (x, y) 
von der Ordnutig m wird dargestellt durcfi den Ausdruck (5); sie hängt 
im wesentlichen ab von jJ m + 1 Elementen, nämliclt den m oo* Punkten bg 
den m zugehörigen Konstanten B, und der additiven Konstanten C^. 
Die 2 m ersten Elemente sind durcii die p linear unabhängigen Glei- 
chungen (6) verknüpft. 

Die m Größen B, sind nicht selbst die Besiduen der Funktion R 
für die Punkte 6,; diese Residuen sind nach (2) § 9 vielmehr gleich 
Bi(F'g)i, , unterscheiden eich von B, also nur um den von b, abhängigen 
Faktor (i^'j/)(_ Wir können daher leicht die Residuen selber einführen, 
bebalten aber der Einfachheit halber die Größen B, bei. 

Es handelt sich nun darum, die p Gleichungen (t3) uäher zu unter- 
suchen. Es wird von der Lage der ni Punkte (i, iibhängen, ob diese 
P Gleichungen linear unabhängig sind oder nicht, d. h. ob es p kon- 
stante Faktoren gibt, mit denen sie multipliziert die Summe geben, 
oder ob das nicht zutrifft. Hiemach sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Im ersten Falle haben die m Punkte 'j, eine allgemeine Lage (sie 
bilden eine allgemeine Punktgruppe), und R ist eine allgemeine Funk- 
tion, im zweiten Falle haben die m Punkte b^ eine spezielle Lage (sie 
bilden eine sog. Spezialgruppe), und R ist eine sog. Spesitüfunkiion, 

Die Diskussion der Gleichungen (6) (vgL A. F. S. 98—101) flihrt 
zu den Sätzen: 

1. Fall. R{x,y) ist eine rdlgemeine Funktion. 

T. Sind die m oo' Punkte b, einer rationeden Funktion R der mten 
Ordnung von allgemeiner Lage, d. A. derart unabhängig, daß sie nicht 
sämtlich Nullpunkte- ein- und derselben adjungierten ft-Funktion vom 
(n — 3) ten Grade sind, so muß m>p sein. Von den m Koeffizienten S, 
sind akdann nodi m — p mllkürlich, die p leteten aber durch sie und 
die Punkte b^ durch die Gleichungen (6) eintieutig bestimmt. (Etemann- 
scher Säte.) 

Va. Von den rationalen Funktionen der m"" Ordnung mit denselben 
m willkürlichen oo' Punkten t, sind nur m — p+ 1 linear unabhängig, 
oder gteiscken je m — p + 2 solchen Funktionen leslelU mindestens eine 
lineare homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten. 
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Vb. Die Zahl p + 1 gibt die niedersk Ordnung an, die eine ratio- 
nale Funliwtt R(x, y) hohen kann, wenn ihre <x>^ Punicte b, sämtlich 
willkOrlidi wählbar sind.^) 

2. FaU. R{x, y) ist eine Speeialfunktion. 

VI. SifHl die m oo^ Punkte b, einer rationalen Fanktiofi B der 
mten Ordnung nicht unabhängig, sondern von solch sjiezidler Lage, daß 
für jeden rfersef6e»i die nämlichen 2(> 1) linear unabhängigen »Xf-Funk' 
timen verschwinden, so muß m>p — q sein. Von den m Koeffi/nenien B, 
sind alsdann nodt m—p-\-q willkürHeh, die p — q letgle» aber durch 
sie und die Funkle b, eindeutig bestimmt. (Biemanii-Rochscher Saie.) 

VI a. Von solchen Funktionen der m"" Ordnung mit denselbeti 
m cc'PuwAten b, sind nur m~p + q-\-l linear unabhängig oder 
ttcischen je m ~ p ■\- q-\-2 solchen Funktionen besteht mindesteits eine 
komogme lineare Gleiciiung mit konstanten KoeffieietUett. 

VI b, Speeitüfunklionen treten immer auf, wenn m<^p. Die Grenzen 
von m im Fall einer Speziatfuriktian sind m ^2p — 2 und m > ^ + 1. 
(A. F. S. 101.) 

Die Sätze V und VI sind analog gebildet. Der Satz V wurde von 
Biemaiin"), der Satz VI für einzelne Fälle (m ^ p, p—1, p — 2) 
ebenfalls von Riemann, allgemein aber auf dem von Riemann ein- 
geschlagenen Wege von Roch') abgeleitet. Riemann stellt die ratio- 
nale Funktion ll(x, y) in transzendenter Form durch eine Snmnie von 
Integralen zweiter Gattung dar und sucht die Bedingungen auf, unter 
denen eine solche Summe in der Fläche 2' eindeutig ist. Er kommt 
dabei unter VorauBsetzung des Satze» (der auch auf transzendentem 
Wege gewonnen wird), daß es stets j} linear tiuabhängige (P-Funktionen 
(oder Differentiale erster Gattung) gibt, grade zu den obigen Glei- 
chaugen (6) al8 den einzigen Bedingungen, die zwischen den 
M ao' Punkten ft, und den zugehörigen Konstanten B, der rationalen 
Funktion B bestehen müssen (vgl. St. A. F. § 17 Gl. 6 und 7), Die 
von Roch gegebene Diskussion ist oben reproduziert. Durch den 
Satz von Fields wird die ganze Behandlung rein algebraisch. Den 
Satz VI erhält man übrigens auch mittels der Methode, durch die 
Riemann das Verschwinden der Thetai'unktiou untersucht hat*) (vgl. 
A. F. § 27 und eine spätere Note). 



1) Man kann dieaen Satz auch umnittelbar zur DeSnition des Geacblechtee p 
verwenden, wie e« von Weieretraß geBchiebt, (Qos. W. Bd. TV. S, 89.) 
a) Riemann. Gea. W. S. 101, 109, 111, 
3) Koch, Jonmal für Math. Bd. 6-1, S. 37Sff. 



I 1) Biemi 



, üea- W. S. 200 u. 203, 



26 Hekhutii Stibl: 

§ II. Zweite Fuiuiametitalaitfgabe. Abelsciws Theorem. 

AuB Aen üaterenchungen des § 10 und der Lösung der ersten Fuada- 
mentaUufgabe (Ä) § 9 ergibt sich nun auch sofort die Lösung der 
zweiteti Fundamentalaufgabe, nämlich: 

(B) Eine raiimutk Funktion It{x,ij) von der Ordnung m aus den 
Kuordinafe» der m c»' Punkte \, ■ ■ ■, b„ und den m 0' Punkten o,, . . 
/m bilden imd die Betiingungsgleichungai zwischen diesen 2m Elemente» 
nufsUBtelle». 

£e sind wieder die früheren zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. Fall. Die Funktion R (x, y) ist eine allgemeine Funktion. 
Aus V g 10 folgt unmittelbar: 

L Sitid die m oo' Punkte h, der Funktion R von allgemeiner Lage, 
d. h. derart unabhängig, daß sie nicht sämtlich Nuüpankle ein- und der- 
sdben ^-Funktion sind, so muß m > p sein. Von den m 0' Punkten o, 
sind alsdatm nocJi m ~ p willkürlich; die p letzten aber durch sie und 
die Punkte b, eindeutig bestimmt. 

Man kann die Funktion R(x,y) und die p Bedingungsgleichungen, 
die nach 1. zwischen den co' und 0' Punkten bestehen mÜBsen, sofort 
aufstellen. Die Funktion R(x,y) hat nach (5) § 10 die Form: 

(«(*, y) - A KS':, ») + ■■■ + AKM- «> 
*' 1 +a,r.(i,,) + ...B„j'.__{j,!,) + c,. 



Die m—p ersten und willkürlichen 0' Punkte «j, . . ., a^_^ geben die 
m — p Gleichungen (/t = 1, . . ., m — p): 

(2) = Ä,T„^ia^) + --- + Ä,T^^ia^) + B,T,^{a^) + --- + B,^T,Ja^,)-j-C^ 
Femer hat man nach (7) § 10 die r Gleichungen (v = 1, . . ., r): 

(3) _ A,x.M + ■■■ + AX,M + B.X,(6,) + ■ . . + B„X,(K) 

und nach (6) § 10 die p Gleichungen (p = 1, . . ., p) 

(4) = ■Bi*/6,) + ■ ■ ■ + -B„a>p(U- 

Bestimmt man aus diesen m— p + r+p = m + r Gleichungen (a) — (4) 
die wi + c Verhältnisse der Koeffizienten A^, . . ., Ä^, B„ . . ., B^, C, 
imd trägt ihre Werte in (1) ein, so erhält man für R{x,g), abgesehen 
von einem unbestimmt bleibenden konstanten Faktor, einen Deter- 
minantenausdruck, den wir in leicht verständlicher Abkürzung schreiben. 
I 2'.,(i, ») ■ ■ ■ T.^i", V) n.(»-, ») ■ ■ ■ r..(x, !/) 



1 (6) 



'*.(«,) ... i,(0 X, (4,) ... X, (bj 
, »,(!.,) . . . », (6.) 



l 
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Um die p Bedingongsgleichungen zwischen den m oo' Punkten b^ und 
den m 0' Punkten «, zw erhalteo, hat man in (5) fUr (x,y) der Reihe 
nach die p letzten 0' Punkte «,„_p + i, ..-,»„ Biozutragen nnd die Deter- 
minante jedesmal gleich Null zu setzen. 

la. Die in Aufgabe (B) verlaiiffte Funktion Ii(x,p} stellt sich (ab- 
yesehen von einem konstanten Faktor) dar durch die Determinante (5), 
and die p BedinffUtigsglmhungen swiscJien den 3m Elementen b, and a, 
ergehen sich aus (5) durch Eintragen der p letzten Funkle a,. 

2, Fall. Die Funktion lt{x, y) ist eine Spesialfanktion. 

Aus VI § 10 folgt unmittelbar: 

II. Sind die m oo' Funkle b, der Funktion li nidit anaWtängig, 
sondern von solcli- spezieller Lage, daß für jeden derselben die nämliclien 
q linear unabliättgigen ^-Funktioneti verschwinden, so maß m>p — y 
sein. Von den m 0' Pun/cten a, sind (Usdann noch m — p + q willkürlich, 
die p — q letzten aber durch sie und die Punkte 6, eindeutig bestimmt. 

Die Form von R ist wieder (1); zur Bestimmung der Koeffizien- 
ten A„ S^, Cf, aber hat man jetzt m — p -i- q Gleichungen der Form (2), 
gebildet in den m — p -^ q ersten und willkürlichen 0' Pnnkten rt^; 
femer die r Gleichungen (3) und p — q Gleichungen von der Form (4). 
Man erhält also R, abgesehen von einem konstanten Faktor, als Deter- 
minante von der Form (5), nur mit dem Unterschied, daß jt = 1, . . ., 
m — p -{- q und p = 1, . . ., p — q zu setzen ist, und man erhält die 
p — q Bedingungsgleichungen znischeu den 2m Elementen 6, und «„ 
indem man in diese Determinante für [x, y) der Reihe nach die 
p — q letzten Punkte n, einträgt und die Determinante jedesmal gleich 
Null setzt Es gilt also auch ein la. analoger Satz. 

Alle im vorigen auftretenden Bildungen sind rein algebraisch und 
enthalten außer den 2m Elementen «, und 6, nur noch die Doppelpunkte 
Too F = 0. 

Die Bedingungsgleichungeti, die zwischen den Koordinaten der 
m 'xj' Funkte b, und der m 0^ Funkte a, der rationaleji Funktion B{T,y) 
bestehen, lassen sich auch in einer zweiten transzendenten Form dar- 
stellen. Um diese herzuleiten') fuhren wir statt JR{x, y) eine andere 
rationale Funktion r — r{x, y) von derselben Ordnung »m ein durch 
die Gleichung R = (r — a)t (r — ß). r ist also eine rationale i'"unktion, 
die in den m Punkten a, denselben Wert a, in den m Punkten 6, den- 

1) Man vergleiche die entaprecheade ßebandloog, die ich für den Fall der 
elliptischea FunktioiieD gegeben habe in der Zeitacbrift fQi Math, und Pbjsik, 
Bd. ib, S. iU. 
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selben Wert ß annimmt. Man bezeichne nuu die m Punkte, in denen r 
den nämlichen Wert q annimmt durch (x„ ';/,) und wende auf die 
Funktion P = {r - a): {r - q) tlie p Gleichungen (ö) § 10 an. Da 
die t»' Punkte von P die m Punkte (j;„ y,) sind, so erhält man nach 
der Bemerkang zu Satz IV § 10, wenn P, daa Hesiduum von P für 
den Punkt (.r,, y,) iet, die p Gleichungen: 



(S) 






0, . 



:i Pi»,(ii. jj 



0. 



Die Residuen P, lassen sich leicht bestimmen; es 
P, - lim (« - Ij P - (s - «) lim - 



s 

Tragt man dies ein in (6) und läßt den gemeinsamen Faktor ((i — a) : dq 
weg, Bo erhält man die p Gleichungen: 



m 






., J^%|i^., = o. 



Wenn also eine rationale Funktion r{x, y) von der Ordnung m den- 
selben Wert 9 annimmt in den m Punkten {x„ y,), ao bestehen zwischen 
den Koordinaten dieser m Punkte und den m Differentialen dx, (die 
eine gewisse Fortschrittsrichtung der Punkte (x,, y,) in der Fläche T 
angeben) p Relatiopen der Form (7), unabhängig von dem jedeBmaligen 
Wert von p. 

Die p Differentiale (Pj(a:, y)dx:F'(if) heißen die p Abelsche» 
Diff'ireitiiale erster Gattung. Die p Gleichungen (7) bilden das sogen. 
Abelsche Theorem für die Differentiale erster Gattung, welches lautet: 

III. Für jedes der p Di/f'erentiale erster Gattung ist die Summe der 
»i Di/ferentiale, gebildet mit de» m Pwakten {x^, y^, in weldien eine 
rationale Ftinktion r von der Ordnung m denselben Wert annimmt, 
gleich 0. 

Man kann weiter gehen. Dem Werte r = p entsprechen die 
m Punkte {x„ y,), dem Wert r = « die Punkte «„ dem Wert r = ß die 
Punkte 0,. Laßt man nun p eine kontinuierliche Reihe von Werten 
zwischen den Grenzen ß und « durchlaufen, so durchläuft jeder der 
Punkte [Xf, y^ in der Flache T eine bestimmte Kurve C, zwischen den 
zugehörigen Punkten 6, und a,. Wir setzen voraus, daß die m Kurven C, 
sich unter einander und mit den Querschnitten der Fläche T nicht 
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sckneiden. Summiert man aledatm die für alle Werte von ff zwischen 
ß xmd a gebildeten Gleichungen (7|, oder mit anderen Worten inte- 
griart man (7) längs den Kurven C, zwischen den Punktajst«men b, 
und a,, so erhält man: 



(«) 2/%*^^='' 2fm 



y^A 



Dies sind die p transzendenten Gleichungen zwisdien den m 0' und oo' 
Putiktett der rationalen Funktion R{x, y). Sie bilden das sog. Abel- 
sche Theorem für die Integrale erster GaUung, welches lautet: 

lUa. Für jedes der p Integrale erster Gattung ist die Summe der 
m Integrale, genommen etcischen zwei Punktsystemen '*, und a,, für die 
eine ratiowtle Funktion R{x, y) leaw. die Werte oo' vnd 0' annimmt, 
gleich 0. 

Dies Theorem, sowie seine TJmkehrung ist weiter behandelt in 
A. F. § 20.») 

§ 12. Ändere Formen der rationalen Fur^iion R{x, y) mit Be- 
nufjFuttg von Eüfspunkten. 

Die in den letzten g§ gegebene Lösung der beiden Fundamental- 
anfgaben (A) und (B) enthält außer den die Funktion bestimmenden 
Elementen h, und B, oder ft, und o, (l = \, ...,m) nur noch die Doppel- 
punkte von i^ = 0. Man kann indes auch andere Formen der Lösung 
angeben, ist aber dann genötigt, noch mükiirlicJie Hi^spwnkte in die 
Darstellung aufzunehmen. 

Wir fassen R(x, y) als Quotienten M : Mg zweier adjungierter 
Funktionen M und M^ auf. Es ist daher eine Untersuchung über die 
0» Punkt« einer ganzen adjungierten Funktion M von beliebigem 
Orade (i vorauszu schicken. Man findet leicht folgende Sätze (vergl. 
St A. F. S. 72—74): 

I. Die Zahl der 0' Punkte, die eine adjungierte Funktion M vtym 
Grade (i außer den Doppe^nkleti von F=0 besitzt, ist 

(für ein beliebiges ft: i = «;i — 2r, 
also für n =n- 3: 2p ~ 2. 

Femer, da die r Bedingungsgleichungen, die ausdrücken, daQ eine ganze 
Funktion M vom Grade ft F = adjungiert sei, für |u -= m — 3, 

I) Die hier gegebene Umarbeitung von A, F. Abschnitt U bringt ea mit 
»ich, daß die A. F. S. B3 gegebene Herieitung des Differentials erater Gattuiig 
nunmehr an den Anfang von § 15 und die Ä. F. S. 94 — 96 gegebene Herleitung 
dot Ab et sehen HieareinB fdi di( Differentiale erster Gattung nunmehr in den 
g 19 S, 1*7 zu stellen ist. 



L 
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also auch für jedes höhere fi, linear unabhängig sind (b. oben 
§ 10, II): 

II. Die Zaid der linear unabhängigen adjungiertefi Funktioneit M 
vom Grade (i > « — 3 mui <P vom Grade ft = « — 3 ist 



« 




„ ^-»-3 „ p. 


Di« 


FnnUio 


a M reap. 4» läßt sich daher darstellen in der Form 


(3) 




jJB-_J,». + J,Jlf, + ■ +l,Jlf., »-.— 




i®-ft», + . . + ^,a>,, 




WO Tlffl, . . ., Mf. reap. *,,..., 0^ bestimmte spezielle, linear un- 
abhängige a^jungierte] Funktionen vom Grade ;i > « — 3 resp. 
(t — « — 3 sind, in welchen die Koeffizienten der Potenzen von x und y 
rationale und symmetrische Funktionen der Koordinaten der r Doppel- 
punkte von F = 0, d. h. rationale Funktionen der Koeffieienien wm 
F = {) aUein sind, die sidt auf ratimtalem Wege bilden lassen (yergl. . 
A. F. § 7, Satz IV). 

Wir behandeln eingehender nur die sweite FundamenUdaufgahe (B), 
d. h. die Bildung der Funktion R{x, y) aus oo* und 0' Punkten. Es 
sind die früheren zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. Fall. Ii{x, y) ist eine aügenieine Funktion. 

Die m{^ p-\- l)co' Punkte i, eollen also eine allgemeine Lage haben, 
d. h. nicht auf einer O-Kurve liegen. Alsdann gilt der Satz (vergL 
oben § 11, Satz I): 

IIL Eine allgemeine Funktion R{x, y) ist darstellbar als Quotient 
M : Mf, zweier adjtmgierier Funktionen von demsdben Grade (t > n — 3. 
Dabei sind die »noo' Punkte b, und m —p der i' Punkte a, willkürlich. 
Die p letzten Punkte n, ober durch die übrigen a, und die b, eindeutig 
bestimmt.^) 

Zum Beweist' wählen wir als Nenner von R eine adjungierte 
Funktion M^ von hinreichend hohem Grade ;* > n — 3, die außer den 
r Doppelpunkten von F^O noch in den m willkürlich gewählten 
oD^ Punkten b^, , . ., b^ verschwindet. Nach dieser Bestimmung hat 
M„ noch nn — 2r — m = i — m 0' Punkte /Ij (i = 1, . . ., i — m), von 
denen nach EI die i — m—p ersten beliebig, die p letzten durch sie 

1} SelbstTerBtändlicb bort die Eindentigkeit auf. wenn man die m — p will- 

ktlrlichea Punkte a, nicht allgemein, BOndem so wäblt, dnß Uureh sie und die 

Punkte p^ (in denen der Nennet Jü,, außer den Pnnktun ft, verachwindöt) mehr 

Kurve M =^ bind uro ligülit. 



Bemerlnugen %<ai Theorie Her Abehchen Funktionen. 

und die Punkte b, eindeutig beBtimmt sind. Hieraus folgt, daß » — 1»5 
oder daß 

(4) n(i - 2r > »I + ^ (m - 1) (« - 2) - r 

sein muß, eine Ungleichung, die bei gegebenem ni eine untere Grenze 
für n liefert. Für den niedersten Wert ?w = p -|- 1 z. B., den »i bei will- 
kürlich gegebenen cc^ Punkten b, annehmen kann, folgt aus (4) 

,.5"- 2. 

Wir behaupten nun, der ZälUer Z von R iat ebenfalls eine ganze 
adjungierte Funktion M von demselben Qrade /i. Denn setzt man 
Z = RM^, so ergibt sich aus den Eigenschaften von R und M^ folgen- 
des Verhalten der Funktion Z in der Fläche T. Sie wird = oo'' in 
jedem der n Punkte (x = c», y = oo), ist also von der Ordnung wft. 
Sie verschwindet ferner in den r Doppelpunkten, nimmt also für jeden 
der beiden Zweige eines Doppelpunktes dettselbm Wert (= 0^) an. 
Nach A. F. § 8, Satz I ist also Z eine rationale game Funktion M; 
sie ist ferner wegen der Ordnung wft vom Grade ft, und sie ist endlich 
F = adjungtert, weil sie in den Doppelpunkten verschwindet. Hiermit 
ist die Form von Z =■ M festgestellt. Es ist nun die Funktion M zu- 
nächst so zu bestimmen, daß sie außer in den r Doppelpunkten ver- 
schwindet in den i — m Hilfspunkten ß^ in denen jl/g = war. Nach 
dieser Bestimmung hat AI, da von den m 0' Punkten a^ von R m — p 
willkürlich wählbar sind (§ 11, Satz I), die Form 

(5) M^l^M^ + /^Jtf, + .. . + i„_^M^_^, 

wo Mf„ M^, . ., M„^ bestimmte adjungierte Funktionen vom Grade fi 
sind, welche sämtlich in den Hilfspunkten ^^ verschwinden, in welchen 
daher die Koeffizienten von den Punkten ßi und damit auch von den 
Punkten b, abhängen. Die Koeffizienten A^ in (5) sind nun bis auf 
einen derselben (etwa Ap) schon eindeutig durch die m — p ersten, will- 
kürlich wählbaren 0' Punkte o, bestimmt. Nach dieser Bestimmung 
sind die Koeffizienten in M abhängig von den m Punkten b, und den 
m — p ersten Punkten ö,. Drückt man aus, daß die p letzten Punkte «, 
ebenfalls 0' Punkte von R sein sollen, so erhält man die Gleichungen 

(6) Jf = 0, gebildet für die Punkte o„„p^,, ..., o„, 

tedclie die p Bedingungsgleichungen zwiscJien den 2m 0' titid oo' 
Punkten a^ und b, von E darstellen. 

2. Fall. R(x, y) ist eine Spexialfunhtion. 

Die m oo' Punkte h, von R sollen also ein« solche spezielle Lage 
haben, daß für jeden derselben die nämlichen q linear anabhängigen 
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3* - Funktionen Terschwinden. Oatui gilt der Satz 
Satz n): 

IV. Eine soleJif Speziaifunkiim R{x, y) ist darsteUhar als Quotient 
: 0„ zweier adjungiertm Funktionen von demselb&i Grad « — 3. Dabei 
sind, tcenn die m oo' Punkte bi gegä)en sind, noch m — p -\- q der 0* 
Punkte a, willktirlieh, die p — q leisten Punkte a, abe^- durch die übrigen 
Punkte a, und die m Punkte b, eindeutig bestimmt}) 

Zum Beweise wählen wir als Nenner von R die allgemeinste ad- 
jungierte Funktion 3>p vom Grade n — 3, die fi'ir die m Punkte 6, 
verscbwindet; (pg setzt sich aus q linear unabhängigen adjungierten 
Funktionen tp^, . . ., ij>^, die sämtlich durch die oo' Punkte 6, 
zusammen in der Form ^^ = l\<p^ + ■■■ + ^gf,,- 

Wählt man die Koeffizienten k\, . . ., l\^ irgendwie, so sind damit 
die 2p — '2 ~ m übrigen 0' Punkte ß-^, die (Pg außer den Doppel- 
punkten und den Punkten 6, besitzt, als Funktionen der i, bestimmt. 

Wir behaupten nun, der Zäliler Z von R ist ebenfalls eine ganze 
adjungierte Funktion <P vom (w — 3)ten Grade. Dies ergibt sich, indem 
man Z = R ■ 0f, setzt, aus den Eigenschaften von R und *„ genau in 
derselben Weise wie oben das Entsprechende für Z = RAlg. Die ad- 
jungierte Funktion Z= * ist nun so zu bestimmen, daß sie außer den 
r Doppelpunkten noch verschwindet in den 2p — 2 — m Hilfapuakten ßi, 
in denen *(, = war. Nach dieser Bestimmung hat O, da von den 
m 0' Punkten a, \on R m ~ p + q willkürlich sind (§ 11, Satz II) die 
Form 

(7) * = io^o + 'li*'iH H A^*i, (*='"-p-|-g), 

wo 0^, *,, . . ., 0^ bestimmte 4" - Funktionen sind, die sämtlich in 
den Hilfspunkten ^^ verschwinden, in denen also die Koeffizienten von 
den Punkten ß^, also auch von den Punkten b, abhängen. Die Koef- 
fizienten l^, l^, . . ., X^ in (7) bestimmen sich nun bis auf einen der- 
selben (etwa X^) eindeutig durch die m — p + q ersten 0' Punkte o, 
von R. Drückt man aus, daß Alt p — q letzten Punkte a, ebenfalls 
0^ Punkte von R sein aollen, so erhält man die Gleichungen 

(8) «P-0, gebildet für die Punkte <»«_, + , +i, ..., a„, 

welche die p— q Bedingungsgleichungen zwischen den 2m Punkten a, 
und b, darstellen. 

Bei der vorstehenden Lösung der Aufgabe (B) gehen Bowohl in 
die Funktion M : M^ (oder : 0^ wie in die Bedingungsgleichnngen 
(6) oder (8) noch gewisse (zum Teil willkürliche) Hilfspunkte / 
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1) Hier gilt eine ähnliche Bemerkung wie bei Satz iH. 
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inkte ßi ein. ■ 
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Diese Punkte Ibbscd sich, wie aaB der Bildung von M : M^ (oder 
* : <Pol hervorgeht, auf nnendlicli viele Arten durch andere ersetzen, 
was mit dem Satze III § !:^ (a. oben S. 17) übereinstimmt. 

Wie hier die Aufgabe (B) anders ala in § 11 gelöst ist, so kann' 
man auch die Aufgabe (A) anders ala in § 10 lösen, z. B. in der Weise, 
daß sich It{x, y] darstellt als Summe von m einl'acheren Funktionen, 
in denen noch p Hilfspunkte auftreten, die auch in die Bedingungs- 
gleicbuugen der I'unktionü eingehen. Man vei^leiche Ä. F. S, 91 und 92. 

% 13. Geometrische Form des Riemann-Rochsche» Saizes. 

Die Satze HI und IV § 12 lassen sich, wie die Bildung der 
Funktionen M : M^ oder : <^o lehrt, auch in folgender mehr geome- 
trischen Form aussprechen. 

I. Sind m{>p) Punkte h, {1 = 1,.. ., m) auf F—O ollgemeiH ge- 
fciUili, d. k. derart, daß sie nickt sämtlich auf einer *I>-Kv/rve liegen, und 
legt man durch sie eine adjungierte Kurve M^ vom Grade ^(> n — 3), 
so hat der Best von n/i — 2r ~ m SchnittpunJcten ß^, die M^ = mit 
F=0 außer den Doppelpunkten noch besitzt, die Eigensdtaß, daß durch 
ihn noch m—p+l linear unabhängige, adjungierte Kurven M=0 von 
demselben Grade (i kindttrchgelien. 

II. Sind m(> p — q) Punkte b^ {1=1, . . ,, m) auf F = von solch 
speeieller Lage, daß durcJi sie gleichzeitig q(^ 1 U7td < p) linear unab- 
hängige ^Kurven hindurchgelien, und legt nian durch sie eine Kurve 0(„ 
so hat der Rest von 2j) — 2 — m = m, Punkten ß^, die "Po = mit 
F=0 außer dm Doppelpunkten nocJi besitzt, die Eigensduift, daß durch 
sie noch m — p + q-\-l = 5, litiear unabliängige O-Karven hindurchgelien. 

Die in II eingeführten Zahlen m^ und 9, sind mit tn und q durch 
die Gleichnngen 
(I) m + j«, = '2ji— 2, »( + 2g = m, 4- 2g, 

verbunden, in denen die Reziprozität der in 11 auftretenden Schniüpunkt- 
sgstenie besonders deutlich hervortritt. Diese Reziprozität ist hervor- 
gehoben in einer wichtigen Arbeit der Herren Brill und Nöther, in 
der das Riemann-Rochsche Theorem zum erstenmal algebraisch be- 
wiesen wird. Der Beweis gründet sich dort auf die Untersuchung der 
Systeme von Schnittpunkten, die auf F = (i durch andere Kurveu ^ = 
oder ^ = oder durch Scharen von solchen Kurven hervorgebracht 
werden. Wir entnehmen dieser Arbeit noch Folgendes.') 

Zuerst eine Bemerkung über den geomet/rischtn Citarakter einer 
Spesicdgruppe. In dem Satze II treten m> p — q Punkte h, auf, 

1) Brill und Nother, Math. Ann. Bd- TO. S. 289ff- Die dortigen Zahlen 
Q, R, q, r Bind biet durch m, m, , 9, — 1, 9 — 1 eieetzt. 

AichiT d« UallMDifttlk und Pb;ilk. UI.Bsilie. VII. 9 
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durch die q linear unabhängige «P-Kurven hindurchgehen. Solche 
m Punkte können nicht von al^emeiner Lage oder nicht sämtlich be- 
liebig Bein. Betrachtet man nämlich Gruppen von n» Punkten auf 
i''=0, durch die eine oder mehrere 0-Kurven gehen, so muß jeden- 
falls »I ^ 2p ~ 2 sein. Da femer die Zahl der linear unabhängigen 
* -Funktionen genau gleich p iat (oben § 10, Satz HI), so geben im 
allgemeinen durch m -= p ~ q Punkte q linear unabhängige O- Kurven. 
Eine Gruppe von m > p — q Punkten, durch die q linear unabhängige 
0-Kurven geben, ist daher von besonderer Lage, sie iat eine Spezialgruppe, 
einige ihrer Punkte sind durch die übrigen bestimmt. Daher der Satz: 

IIL Eine Spenialgntppe von m Ptmklen ist daditrch cftaralderisiertf daß die 
m Funkte auf einer ^-Kurve liegen und daß die Zahl der durcli sie gehenden, 
linear unabhängigen ^Kurven größer ist nU die Zahl m erwarten läßt. 

Hieran schließt sieh die Erledigung einiger den Kiemann-Soch- 
schen Säte, der in II enthalten ist, hetrefferndeti Fragen an. In dem- 
selben ist angenommen, daß ea m Punkte b, gebe, für die q linear 
unabhängige <&- Funktionen verschwinden, ohne über m und q eine 
weitere Voraussetzung zu machen als ?»>;> — q. Es fragt sich, wie 
viele der m Punkte üi, hierbei willkürlich sind und wie sich die übrigen 
aus ihnen bestimmen. 

Wenn man sich die Aufgabe stellt, m Punkte zn finden, für die 
q linear unabhängige 'I'-Funktionen verschwinden, so wird man, da die 
allgemeine *P-Funktion noch p lineare, homogene Koeffizienten enthäJtf 
vorläufig p — q Punkt* fc, beliebig wählen. Die fiir dieselben ver- 
schwindende <P-Funktion ist alsdann von der Form k^^^ + - - + k^fp , 
wo die ij beliebige Konstanten sind und jede der q Funktionen qp,- fto 
die p — 9 gewählten Punkte t, verschwindet. Sollen alle diese Funk- 
tionen noch für die m — p -\- q übrigen Pnnkte h, verschwinden, ao 
hat man die Gleichungen y, = 0, . . ., 91, = für tÜese m — p -\- q^ 
Punkte zu bilden, was q{m — p + 9) Gleichungen gibt, und ans diesen 
Gleichungen die m — p -\- q Punkte ä, zu eliminieren (mit Hilfe der 
Gleichungen F(b,) = 0), was auf 

(3- i)(»»-i' + 9) 

Bedingungen für die p — q eretan Punkte b, führt. Sollen also 
m Pimkte b, die Eigenschaft haben, daß durch aie q linear unabhängige 
0-Kurven gehen, so sind von diesen Punkten noch 
(2) p - 9 - (g - 1) (m - p -K g) = m - q(m ~ p + q) 

willkürlich. Diese Zahl kann aber nicht — gesetzt werden, weil es 
alsdann nur eine endliche Zahl von m Punkten gäbe, für die q linear 
unabhängige ^-Funktionen verschwinden. Nach Satz II existieren 



aber solche Punkte auf F = oo''— 'fach; es muß also die Zahl ( 
53| — 1 oder ^ m — p + q sein, wenn die obige Aufgabe keinen 
Widerspruch enthalten soll. Man hat daher die Bedingung 
m-g{m-p + q)-{m-p + q) = }H-{q+\):q,- l) = p-23,>0. 
Daher der Satz: 

IV. Die Lösbarkeit der Aufgcdie, m Funkle au finden, für die q linear 
unabhängige ^Funktionen, verschwinden, ist an die Bedingung geknüpft 
(3) 2i>l. /'-??i50. 

wobei g, 5, mit m, ni^ durcii die Relationen (1) verbunden sind. 

Hier ist jedoch eine Bemerkung wichtig. Während alle bisherigen 
Sätie in den §§ 7^13 für jede Kurve F =^ vom Geschlecht j) gelten 
(auch wenn die Koeffizienten in beliebiger Abhängigkeit stehen), ist 
der obige Satz IV nur göltig für Kurven i*'=0, welche die all- 
gemeinsten ihres Oeschlechtes Bind (Kurven mit nicht speziellen Moduln 
(vergl. A. F. § 22)). Denn andernfalls könnten zwischen den im Be- 
weis vnn IV auftretenden Gleichungen noch Abhängigkeiten bestehen, 
welche von Einfluß anf die in IV enthaltenen Zahlenbestimmungeu 
wären. Bei Kurven mit speziellen Moduln (oder Kurven, auf denen 
Scharen von Gruppen existieren, die nicht auf jeder ihres Geechlechts 
ebenfalls vorkommen) köaneu Ausnahmen auftreten. So z. B. gilt der 
Satz IV nicht bei den hy per elliptischen Kurven vom Geschlecht p. 
Dieselbe Beschränkung auf Kurven F^O, welche die allgemeinsten 
ihres Geschlechtes sind, gilt demnach auch für den Satz A. F. § 23, II 
über die N^ormalfonnen niedersten Grades, deren Beweis auf dem obigen 
Satz IV beruht. 

Die Bedingungen (2) und (3) dienen zu zwei Grembestimmmigen. 

Wir &^en erstens nach den absoluten Grenewerten der Zahlen 
m, m, , q, q,. 

Die Zahlen q und y, sind beliebig wählbar; nur ist ? > 1, q,>i- 
Femer ist q <. p und der zu einem gegebenen q gehörige Maximalwert 
von g, ist nach (3) bestimmt durch g, ^ -■ Sind q und g, gewählt, 
so ist m =- p — g + g, — 1 ; man erhält also den Maximal- oder Mini- 
malwert von m, indem man g möglichst klein, g, möglichst groß wählt 
oder umgekehrt. Dies gibt die folgenden absoluten Grenzwerte: 

Imin g = 1 also max gi — p und max m = 2p — 2, 
""' 81 ^ 2 » ™" ? "" 2 » '"'^ m = ~ +1. 
Daher der Satz: 

rVo. Die (Voluten Grenzwerte der Zahlen m, m^, g, g, sind be- 
stimmt durch (4). 
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Wir fragen zweitens nach dem Minimalwert von »i bei gegebenem g,. 
Um diese Frage für die spätere Anwendung gleich ao zu lösen, daß m 
eine gauze Zahl wird, setze man mit Rflcksicht auf (3) 

(5) P = qqi-\-^, wo T<5, 

nnd lasse q Yon 1 an wachsen und r von bis i^j — 1. Dann ist q 
Ton selber der zu p and einem gegebenen gj gehörige Maximalwert; 
die Gleichung m = p — q -\- q^ — \ gibt den zugehörigen Minimalwert 
■von m und (5) den zugehorigeu Wert von t- Daher der Satz: 

IV b. Der Minimalwert von m bei gegebenem q^ isi bestimmt durch 
folgende Tabelle: 



(8) 



«1 


3) 


. 


min J» 


2 


23 
29 + 1 




1 


y-J+l 


3 


3« 

35+1 
3? + 2 




1 

2 


p-5 + 2 


9i 


«,3 + ' 


»<3, 


P - 9 + 5i - 1 



1 




Wir geben eine Anwendung dieser Tabelle. 

Für spätere Dntersnchungen (TrauBiomiation von f = auf eine 
Normalform. A. F. § 23) ist es wichtig, Quotienten von ^Funktionen 
zu bilden, die von möglichst niederer Ordnung sind, aber im Zähler 
imd Nenner noch eine Anzahl von willkürlichen, linearen, homogenen 
Koeffizienten enthalten. Für diesen Fall hat man nach IVb den Satz: 

V. Soll ein Qiuitient von uwei O-FtmkHonen bestimmt werden 
in einer muglidist gerinnen Zahl m von Pww/rfe» 6, oo wird und im 
Zähler noch eine geg^ene (zwischen gewissen in der TaMle (13) 
gegebenen Greneen liegende) Zahl 5, von linearen, homogenen Koeffigienten 
enthält, so setze man p in die Form p = q,q-{- t (wo t < q^), wodurch 
eine gewisse Zahl q bestimmt wird. Dann ist m=p — g + g, — 1 der 
Minimalwert für die Ordnu/ng der Funktion. 

So ist z. B. nach der Tabelle (6) für ^t = - ^^^ gesuchte Quotient 
von der Form {l^ «P^ + Aj <5,) : O^ und min m = p — g + 1 , wo q sich 
bestimmt aus p ^ 2q oder p = 2q -{- l. Für ^i = 3 ist der Quotient 
(Ai,Oo + i,*! + /Ij*,) ; fPo und mia.m = p — q -\- 2, wo g sieb be- 
stimmt aus p = 3q oder p = 3g -(- 1 oder p = 5q -]- 2. 

Tübingen, den 6. Dezember 1902. (Fortsetzung lolgt) 
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Von Stanjslaus Hallkh in München. 
Einlei tang. 



Untersuchung der Brennptmktskurve eines Kegelschnitt- 
btischels mit besonderer Berücksichtigung der gestaltlicheu 
L Verhältnisse. 

^^^^ Ein Kegelschnitt ist bekanntlich durch Angabe von fünf Elementen 
— Punkten oder Tangenten — , von denen keine drei gleichartige einem 
fimndgebilde erster Stufe angehören, ein- oder anch mehrdentig be- 
Btimmt. Es wird daher durch Angabe von nur vier Elementen — 
( Punkten und k Tangenten (t -f fc = 4) — eine einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Kegelschnitten, oder ein ganzes System solcher 
Kurven definiert sein, das wir symbolisch, wie a. a. 0.') mit S{ip, kl) 
bezeichnen wollen. In einem jeden Kegelschnitt spielt aber der Brenn- 
punkt die RoUe eines xtreitcertigen BeBtimraungsetückes, woraus sich 
ergibt, daß die sämtlichen Brennpunkte der Individuen eines derart 
festgelegten Kegelsehnittsystems eine einfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Punkten erlüllen, die wir als die Brennpunkts kurve desselben 
ansprechen. Solcher Systeme einfachster Art gibt es bekanntlich fünf: 
S(0p,4l) die Schar von Kegelschnitten, 
8(4:]}, Ol) das Büschel von Kegelschnitten, 
S(lp, 3i) die gemischte Schar von Kegelschnitten, 
S{dp, II) das gemischte Büschel von Kegelschnitten, 
S{2p, 2/) die Büachelschar von Kegelschnitten.') 

Die diesen Mannigfaltigkeiten von Linien i'2. Ordnung zugewiesenen 
Brennpunktekurven sind bis jetzt nur wenig untersucht worden. VoU- 



ilber Bjnthetigchu l.!oonietrie". Bd. U, 
in deni Qbeu zitierten Werke als g&- 



Ij „Jakob Steinera Vorlesungen 
Uerauageg, von Schröter. 

2) Die drei letzten Sjsteme werden 
miscbte Scharen bezeichnet. 

7,imiDermaDn: „Über das gemischte Kegel sehn! ttbüBcbel" iti BchlQniilchs 
Zeitschrift Bd. 29, bezeiehnet das System S{Hp, 1 I) als gemiachtes Bflschel, so 
daß «ich für S^2p, 2 I) die vom Verfasser gewählte Benennung von selliitt 
empfiehlt. 
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ständig behandelt iat die Brennpiinktskurve der Schar'), während vom 
Büschel außer der Gleichung jener Ortekurve an mehreren Stellen') 
einzelne Eigenschaften veröffentlicht worden sind. Zu den übrigen 
drei Systemen liegen unseres Wisaena Untersuchungen allgemeiner 
Fälle nach der bezeichneten Richtung nicht vor.') 

Schon längere Zeit beschäftigt sich VerfasBer mit eingehenden 
Studien über die Brennpimktskurven eines Kegelschnittbiischels und 
auch dea gemischten Büschels, wobei vornehmlich auf die Ergründung 
der geataltlichen Verhältnisse Bedacht genommen wurde. In dieser 
Arbeit nun sollen die hierbei gewonnenen Ergebnisse nur insoweit 
Raum finden, als sie sich auf die Brennpunkte eines gewöhnlichen 
Kegelschnittbüschels mit vier reellen örundpunJiten beziehen. 



§ 1. Die implizite Gleichung der BrennpanktBknrve eines Bäschels 
nach Möblus. 

In der zjklofokalen Theorie der Kegelschnitte*) werden diese 
Kurven definiert als der geometrische Ort für die Mittelpunkte sämb- 
licher Kreise, die alle, durch einen festen Punkt F gehend, einen um 
einen anderen gegebenen Punkt l'\ als Mittelpunkt beschriebenen Kreis 
L, den Leitkreis, berühren. Je nachdem F innerhalb oder außerhalb 
des Kreises L liegt, gelangt man bei theser Definition der Kegelschnitte 
zur Ellipse oder Hyperbel. Geht der Leitkreis in eine Leitgerade über, 
so ergibt sich bekanntlich die Parabel. 

Um die analytische Gleichung der Bpk. eines Büschels von 
Kegelschnitten zu erhalten, dessen vier Gmndpunkten P^ in einem ge- 



r die Kurve dritter Ordnuig, welche den geometriachen 
let EegelBchnittachar bildet" in Mathem. Änsalen, Bd. 6. 



, Geiammelte Werke", heraaageg, von R. Baltzei 



I Leipzig 



1) Durfege: „Übt 
Ort der Brennpunkte ei 
pftg. 83 — 9i. 

3) „Aug. Ferd, S 
Bd. 1. pag. 687. 

Salmon-Piedler: „Analytische ßeometrie der Kegelschnitte" Bd. U. 6, Aufl. 
pag. 636 und 620. 

Auf Bobeke Aufeats in den Monatsheften für Mathematik und Physik, 1898 
(pag. 309—317) wurde ich leider erst wlibrend der Drackrevision dieser Diaser- 
tatiou aufmerksam gemacht. 

3) Ho ff mann: Zeitacbrift für Math, nnd Daturwissenschaftl. Unterricht, 
Bd. 13. pag. SOD. Der behandelte Fall ist kein spexieller des Büschela. 

Cajlej: The CoUecf«d Mathematical Papers. Yol. 8. pag, 568. 

4) Vergleiche hieröber z. B. C. F. Geiser: Jakob Steiners Vorlesungeii 
über synthe tische Geometrie. Die Kegelschnitte in elementarer Darstellung. 
Leipzig 18S7. B. G, Teubner. pag. 208. 
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wShnlichen rechtwinkligen karteaisclien System YOX die Eoordiaaten 
Xi tmd yt zukommen, fassen wir irgend einen BüschelkegelBcImitt mit 
den reellen Brennpunkten F und f , ins Auge und nehmen die Pf zn 
Mittelpunkten von Kreisen Kf, deren Peripherien durch F gehen. Seien 
die Koordinaten von F im Systeme YOX mit | und rj bezeichnet, so 
werden die Radien der beschriebenen Kreise p^ = ^(1 — x^* + (i) — vi)' 
und ihre Gleichungen: 

Nach dem oben zitierten Satze muß nunmehr ein Kreis L existieren, 
der die rier Kreise Kf berUhrt. Dem Kreise L sind somit vier Be- 
dingungen auferl^, welcher umstand eine gewisse Abhängigkeit 
zwischen | und i] bedingt, 
deren analytischer Aus- 
druck uns die gesuchte 
Gleicbong der Bpk. des 
vorg^ehenen Büschels 
liefert 

Um diesen zu ünden, 
führen wir ein zu dem 
bereits vorhandenen paral- 
lel gelegenes Koordinaten- 
system T'FX' ein, dessen 
Aniangspunkt in F liegt. 
In Bezug auf dieses lauten 
die Gleichungen der 4 K,: 
K,^x''+y''-2>^'(Xf-^) 
-2y'(y<-i)) = 0. 

Dnrch Transformation vermittels reziproker Radien, für welche F als 
InTersionszentnun, die willkOrhche Größe 2q' als Inversionspoteuz ge- 
irählt werden, treten an die Stelle der 4 Kreise Kf vier Geraden C,., 
die offenbar mit den Chordalen der Kreise K^ mit dem Inversionskreis 
/ susammenfallen. 

Da die Gleichm^ von / lautet x'' -{- y'* — 2p' = 0, erlüilt man als 
die von (7^ 

C, = I-Ki = x'{x,-i) + y'{y,-rj)-v' = 0, 

welche auf die Hessesche Normalform gebracht lautet: 

n -IX "' <^' - ^) + y' Oft - '') - "' 
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Da nun vor der Transformation die vier Kreise K^ einen fünften Kreis 
L berührten, so müssen nach bekannten Eigenschaften auch die an ihre 
Stelle getretenen vier Geraden C^ einen bestimmten Kreis A berühren. 
Hat letzterer den Badins Z und als Mittelpunktskoordinaten X und Y 
(in Bezug auf das System Y'FX'), so muß offenbar sein Mittelpunkt 
(X, Y) von den vier Geraden C^ ein und dieselbe Entfernung Z be- 
sitzen. D. h.: Es bestehen nebeneinander die vier Gleichungen: 



Z = 



X(a:,-£)+ Y(y,-ri)-9' 



oder: 



9i 



X{x,-i) + Y(y, -n)-ZQ,^Q' = 



för i = 1, 2, 3, 4. 

Durch Elimination der drei Größen X, Y und Z ergibt sich als 
die gesuchte Gleichung der Bpk. des vorgelegten Büschels mit den vier 
Grundpunkten P^ folgende: 



X, 

1 



99 

x^ 

1 



x^ 
Vi 

1 



Vi 
1 



= 0. 



Diese Gleichung wurde bereits Ton Möbins an dem oben ai^e- 
gebenen Ort in der nachstehenden Form aufgestellt: 

wobei F^ den Inhalt des Dreiecks P^P^P^ bedeutet. 

Mit Rücksicht auf eine später zu machende Anwendung heben wir 
gleich jetzt folgenden Satz hervor: 

Bezeichnet a den Neigungswinkel der reellen Achse des durch die 
Brennpunktskoordinaten | und ij bestimmten Kegelschnittes gegen die 
X-Achse, so ergibt sich, wie unmittelbar aus der Figur zu ersehen ist: 



. Y 

tga = ^ = 



9i 


9% 


9% 


^ 


^t 


^ 


1 


1 


1 


9i 


9t 


^8 


Vi 


Vt 


Vz 


1 


1 


1 



indem man von den obigen vier Gleichungen nur drei zur Berechnung 
von Y und X verwendet. 
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Die 8o gefundene implmte Gleichung der Bpk. eines E^el- 
MJmittbüschela eignet sich jedoch nnr wenig zur Untersuchung ihrer 
gOttoltlichen Verhältnisse. Gleichwohl kann man au» ihr einige £igen- 
M^ften derselben und auch für einige spezielle Fülle von Büscheln 
be4]iieniere Gleichungsformeni ableiten, die zur Untersuchung des Ver- 
laufes der BreßnpunJrtskurre geeignet sind, wie dies im Nachfolgenden 
an zwei Beispielen gezeigt werden soll. 

Beispiel 1. Von den vier Grundpnnkten des Büschels liegen drei 
in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks, der vierte in 
Schwerpunkt: 
Koordinaten: x,=0\x^^l \ x,- 



Vi -' 



-i^y.- 



1- a-j = - : 



regulären 



— ^^t — j ? r" * 

■* \ ^"^ ^' -A 



Die Gleichung der Bpk. des dadurch festgelegter 
BSscbela gleichseitiger Hyperbeln 
wird : pj + p^ + p^ = 3 P( . Durch 
Einffthrang von Po lark nordin aten, 
deren nähere Bestimmung sich un- 
mittelbar aus der Figur 2 ergibt, er- 
hält man nach ziemlich langwieriger 
Rechnung folgende znr Verzeichnung 
der Bpk. geeignete Gleichung; 
4e«-|-4p"cos39)— 15p*-|-8p*— 1 = 0. 

Dem fUgen wir noch folgendes bei: 
Der dem gleichseitigen Dreieck P^P^P^ 
Radius 2 hat die Gleichung: 

e* = Ps + Pi') 
Sein Schnitt mit der Bpk. wird daher charakterisiert durch die Be- 
zi«linng: 

2 Pi = 3 p, = 6 oder: p, = 3 =■ A = Dreieckshöhe. 

D. h. Auf der Bpk. liegen diejenigen Punkte A, die TOn den Eck- 
punkten des gleichseitigen Dreiecks um seine Höhenlänge abstehen und 
gleichzeitig seinem Umkreis angehören. 

Die Gestalt dieser Kurve findet sich in Figur 9. 



ischriebene Kreis 



1) Ein Satz aus der elem. Geometrie lautet: 

Irt einem gleichgeitiKen Dreieck ein Krei« um schrieben, so beiitst jeder 
Poiürt «einer Peripherie von den Ecken de» Dreiecki AbBtande von der Art, daS 
der gifiSte gleich iat der Snnune der beiden kleineren. 



Beispiel 3. Die vier Grundpunkte liegen in den Ecken eines Parallelo- 
mms, dessen Diagonalen [2 m und 2 h] den Winkel 2 a einacUieBeiL 
Koordinaten: x,=mc 1 x^ 



Yff-tB-/ 




Vi - 



y> = 



r 



(für sin « = s und cos « = c). 

Die Gleichung der dadurch bestinunten 
Bpk. eines Büschels komerttrisiher Kegel- 
schnitte lautet: 

Pi + Ps = Pi + Pi 

Durch Einführung von Polarkoordinaten (siehe Figur 3) ergibt sicE 

folgende zur Verzeichnung der Kurve (a. Fig. 13) brauchbare Gleichung 

der Bpk.: 



(«• COb' (v -I- «) - 



^'(v -«)){»■ 



m'(9 + <.)-,/ 



in'(.p-«)) 



Wie schon bemerkt, ist die von MÖbius angegebene GleichuogH- 
form wenig geeignet, um an ihrer Hand die uns hier speziell inter- 
esaierenden gestaltlichen Verhältnisse und deren Modifikationen je nach 
der L^e der vier Gnmdpunkte zu studieren. Deshalb suchen wir uns 
eine andere analytische Darstellung der Bpk. zu verschaffen, indem wir 
ihre Punktkoordinaten als irrationale Funktionen eines Parameters 
darstellen. 

g 2. DarstelluDg der Koordinaten eines Punktes der Bpk. als irrationale 
Functionen eines Parameters. 
Wir stellen uns die Aufgabe: 
Für den allgemeinen Kegelschnitt [K) 

OtiX* + 2o,jary + a„y* + 2 01^3; + 2a,^tj + «35=0 

sind die Koordinaten | und i; seiner Brennpunkte als Funktionen der 
Koeffizienten «n aufzustellen. 

Es ist 

wenn (x„, jg) die Mittelpunktskoordinaten von K, c seine halbe lineare 
Exzentrizität und endlich a die Neigung seiner reellen Achse gegen 2 
bedeutet. 
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Bezeichnen femer, wie gewöhnlicli, die Ä^ die Unterdeterminanten 
der ans den Koeffizienten a^J^ obiger Gleichung gebildeten Determinante 
Dy SO ergeben sich alle notwendigen Großen in folgender Weise: 

b) Ans der bekannten Relation: 

tg2a=-lii- 

ergeben sich: 

«11 - «11 + V^ 



smtt =» 



y2i2+2(a„-fl4,)yS 
nnd 

2 «11 



cosa 



-,= ? 



y2Ä + 2(a„~Oxi)y5 

wobei 

c) Zur Berechnung von c erinnern wir an den Umstand, daß die 
auf die Hauptachsen des Kegelschnittes transformierte Gleichung 

Jliar^ + Ajy* 4-^ = lautet, wenn Aj und X^ die Wurzeln der folgen- 
den quadratischen Gleichung sind: 



«11 — ^ «12 



= 0. 



«12 «22 — -^ 

Die Halbachsenlängen des Kegelschnitts sind somit: 



«=y^^ ^d *"l/-i;|;' 



woraus 

c« = /i» — Ä« = ^ 



Daraus ergibt sich: 

YdTym 



c = 



A. 



Trägt man numnehr die so gefundenen Werte oben ein, so erhält 
man nach einigen Umformungen die Koordinaten der Brennpunkte fOr 
den vorgelegten Kegelschnitt in folgender Form: 

-^^8 ' -^8 

(VergL Salmon-Fiedler: Kegelschnitte. 11. pag. 519.) ' 



f 
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Bei der numerischen BerechDung der Brennpunkte des gegebeai 
Kegelschnitts hat man, da E als die Summe zweier Quadrate — die 
a,-j reell Toransgesetzt — stets positiv und größer ist, als der absolute 
Wert von (o„ — flgj), der Größe y'i? das Vorzeichen der Determinante 
2) zu geben, damit das Hanptradikal reell werde. Würde man YR mit 
dem entgegengesetzten Zeichen von D belasten, so erjj^ben sich dadurch 
die imaginären Brennpunkte des Kegelschnitts. 

Nimmt man nun statt des einzelnen Kegelschnitts ein ganzes 



a^^x* + 2aijXy+ 1- i («,,«' + 2a„a;y H ) = 0, 



1 



80 berechnen sich die Koordinaten der Brennpunkte des durch die gtf^ 
wählte Größe i. charakterisierten Individuums im Büschel als Funktionen 
dieses Parameters. 

An die Stelle der früheren Größen D, li, .4,j, A^^, A^^ und (b„ — a„) 
treten jetzt Funktionen von k und zwar werden im allgemeinsten Falle 
die Grrößen; 

D vom 3. Grade in A, 
Ii,A,„A^„A^, „ 2. „ „ /, 

Im übrigen lassen sich durch Einführung geeigneter Gnmdk^el 
schnitte die obigen Funktionen des Parameters l sehr verschieden j 
stalten. 

Beispiel 1: Nimmt man als ersten Qrundkegelschnitt einen 1 
liebigen des Büschels und als zweiten die darin im allgemeinen imma 
vorkommende gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten als Koordinatoi 
achsen gewählt werden mögen, dann wird die Buschelgleichung: 

= (0,1^*+ 2«„a;i/ +■-■■) + 2x(xy— —) 
und hieraus: 

jD =■ djj + A a,B a,s 

Daraus erkennt man unmittelbar: 

D wird Funktion vom 3. Grade in X, 
R und Jgg sind Funktionen „ 2. ,, „ A, 
Ä,„ As « » n !■ » -, i 

und «11 — «j, ist vom 0. Grade in /. 
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Beispiel 2: Der Grad von D läßt eich gleichzeitig um 1 er- 
niedrigeQ, wenn der Kegelschnitt (a^^x^ + 2 a^^xy -{-■■■) =0 in ein 
Geradenpaar degeneriert, in welchem Falle einer der Nullpunkte der 
Funktion D in das ÜnetuUicAe verlegt erscheint. Dies ist der Grund 
für die Erniedrigung der Ordnung von D. 

Bevor wir auf die Diskussion der Bpk. 
eines Kegelachnittbüschels näher eingehen, 
wollen wir der oben gewonnenen Dar- 
stellung durch Einführung eines neuen 
Par&meters u eine andere Fonn erteilen, 
die uns die ^k. als eine hyperelliptische 
Kurve vom Geschlechte Zwei erhemvm läßt. 

Zo dem Ende nehmen wir als Grund- 
kegelschnitte des Böachels zwei Geraden- pig 4, 

paare (zerfallende Kegelschnitte), weil dann 

die algebraischen Umformungen möglichst einfach erseheinen, ohne 
daß dadurch die Allgemeinheit unserer Betrachtungen beschränkt wird. 

Die BQschelgleichuug laute (Fig. 4): 
= Oi,a:* + 2a,ja;t/ + «3,^' + Sa,,« + 2(7jjy 4- 
Dftbei maß sein: 




i + '■(f- 



c"). 



D* = = 



«JI «M 



Die ünterdetenninanten dieser Determinante seien in der Folge mit 
Ä*i^ bezeichnet, dann wird die Büscheldeterminante 
— x'i a,j o,j I 



wobei 



"'Äf^ — Ä* 



Setzt man zur Yereinfachun^ der folgenden Ausdrücke: 
a„ — fljj = a, 

1 + x' = p 



and endlich 



(dj, ~ «„)* -I- 4a|g = Ä*, 



HO ist für das Büschel; 



Ü = (a-Ap)» + 4«J,. 
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Damit YB eine rationale Funktion eines neuen Parameters u tverde, ist 

zu setzen ^V /-; r= : 



woraus: 



und: 



A = 



Yb 



2^(a + t«) 
2(a + «) 



Daraus ergeben sich aber die zur Berechnung von | und tf notwendigen 
Ausdrücke: -,/ü . ^ 

Substituiert man die so gefundenen Werte in die Gleichungen für 
I und rj, so erhält man: 



fc 2g(a + ti)^^, + xn(u «-l?*)[a, 3(E*-tf«) + 2gc(a + ti)](a +_t*) 
^" 2p(a + w)J„ - 



_ -2g(a + u)«^3+2a„xyi(ti«~Je*)[a,3(ig*-t««)+2gc(a + u;](a + ii) 
"^ 2Q{a + uyA^, 

Wählt man drei homogene Koordinaten, so wird die analytische 
Darstellung unserer Bpk. durch folgende drei Gleichungen gegeben: 

/i- 1 = 2p(a + uyA,, + x{a + u)Yü, 

(i>ri =- — 2Q(a + uyA^i + 2a^^X'yU, 

Die ersten Teile in jeder Relation werden augenscheinlich ganze 
Funktionen der Variablen u, wenn man an die Stelle der in den A^^^ yor- 
kommenden Großen k den oben angeführten Wert in der Variablen u setzt. 

Da die Funktion U von der Ordnung 5 in u ist, so ist die Bpk. 
unseres Büschels eine hypereUiptisdie Kurve vmn Creschlechte 3J) 

§ 3. Diskussion der allgemeinen Eurvengestalt. 

An der Hand der in den beiden ersten Paragraphen gewonnenen 
analytischen Eurvendarstellungen läßt sich nun die Gestalt der Bpk. 
eines Kegelschnittbüschels diskutieren. 



/dx 
------ 



+ 2bx + c 

2) Vergl. etwa: Vorlesungen über Geometrie von Alfred Clebsch. Bearb. 
und herausgeg. von Dr. Ferdinand Lindemann. Bd. I, pag. 916ff. 
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Dabei seien die Onindpunkte des vorgegebenen Böschels als rtWi 
' angenommen, wobei wir jedoch ausdrücklich bemerken, daß namentlich 
I die Darstellung in § 2 sich unniittelbar aneh auf Kegelacbnittbüschel 
I mit einem oder auch zwei Paaren konjugiert imaginärer Onindpunkte 
( ohne weiteres übertr^en läßt. 

l A. Unendlich ferne Punkte der Bpk. 

I gewinnen wir offenbar in den beiden unendlich fernen Brennpunkten p 

l nnd q der zwei in dem BQschel vorkommenden Pai'abeln, aeien nun 




I diese reell oder Imt^inär. Die Achsen derselben werden die Äsymp- 
[ totearv^ungen der Bpk. Je nachdem die vier reellen Gmndpunkte 
des Büschels ein allseitig konvexes Viereck bilden, oder ein solches 
mit einer einspringenden Ecke, werden die dem Büschel angehörigen 
Parabeln uud damit die unendlich fernen Punkte der Bpk. samt ihren 
Äsymptotenrichtungen reell oder imaginär. Das Gleiche ei^ibt sich 
Qbrigens auch aus der Forderung A^^ — 0, für welche die zugehörigen 
Koordinaten werte ^ und ij in das UnendUche wachsen. 

Um weitere unendlich ferne Punkte der Bpk. zu finden, führen wir 
in der Gleichung nach Möbius homogene Koordinaten ein, so daß die 
unendlich ferne Gerade d" zur dritten Fundamentalgeraden des Koor- 
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8T«itni,&uB Hill 



r 

I 



ilinatensysteniB wird mit der Gleichung e = 0. D. h, wir setzen statt J 
der Größen 

a-',, yj, I und »;, 
die entsprechenden 



Dadurch wird die Gleichung der Bpk. folgende: 



= 0=^i^,-p, 



Fi- 



"ad e,. = yilB, - S;r,)» + {^z, - 5y,)'. 



B'ür £ = folgt: ^ = iTi^jl/l' + i?* = 0, woraus zu entnehmen ist: I 
I* + ij* -- 0. D. h.: Die Bpk. enthält ab unendlich ferne Punkte die l 
unendlich fernen imaginären Kreispunkte J^ und Jj, und zwar, w: 

sich durch Bildung der partiellen Differentialquotienten der Form ' 
nach den Variablen §, ij und £ ergibt, als Doppelpunkte. Die ^k. j 
eines Kegelschnittbjischels ist also eine bieirkulnre Kurve. 

Die G" schneidet somit unsere Ortakurve in 6 Punkten, von denen ] 
zwei einzelne p und q einfach zählen und reell oder im^inär 
können, während die anderen 4 Punkte ku je zweien mit den nnendlich J 
fernen imaginären Kreispunkten </, und J^ zu Bammenf allen. 

Allgemein ergibt sich, wie entweder die Rationalisierung der Form 
^ = 0, oder eine synthetische Betrachtung') bequemer zeigt, als Brenn- 
punktskurve eines Kegelschnittbüschels eine bizirkulare Kurve sechster 
Ordnung vom Geschlechte zwei: Als Kurve sechster Ordnung enthält - 

die Ortakurve höchstens: ^ — — ■ ■= 10 Doppelpunkte, und da aie^ 1 

wie bereits gezeigt, vom Geschlechte zwei ist, kann sie nur mehr 
(10 — 2) = 8 Doppelpunkte besitzen, von denen zwei mit den unendlich 
fernen imt^nären Kreispunkten J^ und J, zusammenfallen. Es sind 
daher noch weitere sechs Doppelpunkte vorhanden, die bei vier ge- 4 
trennt liegenden, als reell vorausgesetzten Grundpunkten auch 
sind, wie nun gezeigt werden soll. 

I) Salmon-Fiedler, „Eegelscbuitte". Bd. II, pag. 1)30, Aufg. 8. Draprflng-J 
lieb XU finden bei R. Paure, Nouvellee Äuuales 186i, pag. b%. 
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B. Die sechs reellen Doppelpunkte der Bpk. 

Doppelpunkte der Ortskurve folgen aus der Darstellung auf Seite» 43 
durch die Forderung des gleichzeitigen Verachwindena der beiden Ra- 
dikale: 1' -^(V^db ('^11 ~ *^))' Ii° allgemeinen kann dieser Doppel- 
ansdruck nur durch die Bedingung D = zum Verschwinden gebracht 
werden, da die beiden Auadriicke VSi(a„ — o,,), worin JÜ und 
(On — a^) Funktionen von A sind, für keinen Wert des Parameters X 
Null werden können. 

D — aber besagt: Die drei Ecken «, v und w des dem Büschel 
zugewiesenen Polardreiecks sind Doppelpunkte der Kurve. Die Ecken «, 
V und IC sind aber bei yier reellen Grundpunkten stets reell. Die den- 
selben zugewiesenen Doppelpunkts taugen ten halbieren die Winkel der 
Qeradenpaare, die dem Bäschel als zerfallende Kegel- 
Bcbnitte angehören und steiten serilcrecht aufeinander. 

Um dies einzusehen, betrachte man die Geraden- 
paare als Hyperbeln, bei denen die Brennpunkte dem 
Scheitel aekr nahe gerückt sind. Dies kann utfeubar 
in doppelter Weise geschehen, und die Verbindungslinien 
Eweier zusammengehöriger Brennpunkte, die einander i 
gerückt sind — das werden die Doppelpunktstangenten 
des Polardreiecks — halbieren stets die Winkel des Geradenpaares "und 
stehen daher aufeinander senkrecht. 

Die noch fehtemien drei Doppelpunkte unserer Bpk. fallen mit den 
ffohenfußpunkten des Polardreiecks (uvw) misammeti. Sie sind daher 
mit seinen Ecken gleichzeitig reell; sie mögen in der Folge stets mit 
a, ß, y bezeichnet werden.') 

Der Beweis für diesen interessanten Satz, der nnseres Wissens zu- 
erst von Bobek bemerkt worden ist, Ulflt sich auf rechnerische Weise 
leicht erbringen, wenn man das Koordinatensystem so wählt, daß vom 
Polardreieck [uvw] die Ecke w im Anfangspunkt und die Ecke lo auf 
auf der l'-Äehse angenommen werden, wodurch der Höbenfußpunkt a 
von selbst auf letztere zu liegen kommt. Es zeigt sich dann, daß die 
vier Geraden C^, die nach § 1 durch Transformation ans den nier durch 
u gelegten Kreisen K^ — mit den Mittelpunkten P,- — entstehen, ein 
gleichsckenkliges Doppeldreieck bilden. Ein solches läßt aber stets zwei 
berührende Kreise A-^ und yf, zn. Die diesen entsprechenden Kreise L^ 



idlich nahe 
den Ecken 



I) Hier mag darauf hingewiesen werden, daß aach die Bpk. einer Schar von 
EegelBchnitten durch die Höhen fuBpnnkte des derselben mgewieaenen Polar- 
dreiecks geht. Vergl. Salmou-Fiedler, Bd. O, pag. 521. 
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I 



und Lj sind dann Leitkreise für zwei verschiedene Kegelschnitte des 
Büschels, die beide a zum Brennpunkt haben, woraus zu folgern ist, 
daß a ein Doppelpunkt der Bpk. wird. 

Übrigens läßt sich dieser algebraische Nachweis auch durch eina 
prajektiviscfte Betrachtung ersetzen. 

Wir denken uiia durch a zwei aufeinander senkreckk Strahlen ap 
und aq gelegt. Da alle Pole der Geraden «p in Bezug auf die Biischel- 
kegelachnitte selbst auf einem Kegdsdinitt (Polkegelschnitt) liegen, 
kommt ea offenbar zweimal vor, daß d«r Pol von ap auf uq liegt, 
gibt daher im Büschel zwei Kegelschnitte K^ und ff,, für welche die 
Strahlen up und aq konjugiert sind. Fflr die gleichen Kegelschnitte 
sind auch die rechtu'iiMigen Strahlen au und av konjugiert, da sie ja 
für alle Kegelschnitte des Bü- 
schels konjugiert sind, a ist 
somit für K^ und £, der 
Scheitel einer rechtwinkligen 
StrahleninTolution oder mit 
anderen Worten: a ist Brenn-, 
punki für zwei Kegelschnitte 
des Büschels und damit 
Doppelpunkt der l^k. 

Im allgemeinen sind samt-' 
liehe erhaltenen acht 
punkte Jj, Jf, u, v, w, a, ß 
und y eigentliche Doppelpunkte 
der Kurve und keine Spiteen. 
Für das Tripel {w, v, w)' 
konnten wir die Doppelpunktstangenten angeben, während die Richtig 
keit der Behauptung für das Tripel (a, ß, y) aus dem eben 
durchgeführten Beweis gefolgert werden kann. Schwieriger ge- 
staltet sich der Nachweis für die Doppelpunkte J, und J,, da 
imaginär sind. An einem späteren, speziellen Büschel (S. 5(5} je<ioc3l~ 
können wir ihre Eigenschaft als eigentliche Doppelpunkte der 
Kurve einwandfrei nachweisen , woraus jedenfalls zu entnehmen.* 
ist, daß die Punkte J, und J^ im allgemeinen keine Spitzen dw 
Bpk. sind. Hiemach enthält die Ortskurve 8 eigentliche Doppel- 
punkte und besitzt somit keine weitere Spitze. Es begegnet nun. 
keinen Schwierigkeiten, für den allgemeinen Fall der Bpk. die'; 
Plückerschen Zahlen aufzustellen, und schließen wir mu in der 
Bezeich nungs weise Salmon- Fiedler an (Höhere ebene Korveiu 
VI. Abschnitt). "" 




i TiniiiiiwnniniiiMh ih 



TiMi'H'inii hiii4' Av Br«napnDkf*knrT« «ii 
Si c^ä« aiA tblgeude T&betl«: 
ding dB- ^|ft^ f^"- 6; Doppdpnnktauizfthl: J— 9^ 

^K y r v-~14; SpitwnwMwhl : s— : 0^ 

■Ü1 JBi TTiiTiimiiHi t'~24; Asahl d<fr U'^ppt-ttongenten: T=-äS. 
An flpaid^ Fslleu erleiden imtOrltcb iIim«'^ >^h)eii muinigfBck 

^fa» £e ndu&cheu Tangeub*n dtrr Hpk. angeht, io könaeii wa- 
lte ^lA ÜDlgende einfache B«!trschtang ({<;winnen, indem wir ia 
1 Möbiai anknflpfen: 



Do- Srfaitt der Bpk. mit - p, - Yü - 3;,)*+ (ij-yO' t R, 
^ mal ms der Gleichang <p ~= ^t9% '^ ^tVt "^ ^\9a " ^- ^^ol be- 
Ait f, — dasjenige Qeradenpaar, welche« den Onindpnnkt P, mit 
I J, nnd J, Terbindet l" /',•/, "imi /',./,). 9 — bedeutet 
B biztrlnilare Knrvo IV. fMlnung (Halmun-Kiedler, Höhere 
I 8. 160). 

Xaa criiilt daher Pankte der Bpk., die zugleich auf der Geraden 
I*^ Üegen, durch den Schnitt der letzteren mit der hUirkuiaren Karrt 
IT fllihiiini, Änf P^J^ liegen aomit nur vier Punkte der Bpk. Da- 
in ftBiB aber zwei in •/, aelbit hinein, so daB die Linie P,*/, mit 
kt Kme rV. Ordnung und zugleich such mit der Bpk. VL Ordnung 
■raod weitere zwei (m und n) gemeinHam hat. Die Linie Pjc^i mofi 
im, wie jede Gerade, die Bpk. in «lechs Funkten schneiden; diea ist 
IV didnrch möglich, daß P,J^ die Kurve VI. Ordnung in den Panktea 
»mai N ieriihrt. Der Fall, dafi m und n etwa Doppelpunkte d«r 
%t wären, ist nach dem V^orausgeh enden ganz und gar undenkbar. 
DWl iat für sämtliche acht gerade Linien P,J^ und P^J^ nach- 
daß sie für die Brenn punktskurTe des BDschels Dopptl- 
1 Bind.*) 

Danas folgt aber vermiige der Definition der Brennpunkte hfihcntr 
KuTTen, dafJ die P, IJoj>pelbrcnnpunkk der Bpk. situi. 



O. Der Verlanf der Bpk. im allgemeinen. 
Wir nntersuchen den allgemeinen Verlauf der Bpk. eines Buscheis 
Mhnitten dadurch, daß wir zunächst den Grundpunkten des- 
i willJkQrliche namerische Koordinaten erteilen und fUr eine an»- 



B] 0- Darboui; Nuavelles Aanaleii, lUt 
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reichende Anzahl von Kegelschnitten des Büschels Ordinate und Ab- 
szisse der zugehörigen Brennpunkte berechnen^ die dann weiterhin in 
dem Koordinatensystem einzutragen sind. Im Nachfolgenden sei eine 
derartige Untersuchung kurz beschrieben: 

Die Grundpunkte besitzen die Koordinaten (Fig. 5): 



Xj =» — 4 


x,=--2 


«, = + 1 


«4 - + 3, 


yi--4 


y, = + 2 


y. = + i 


y4 — 3. 



Nimmt man als Fundamentalkegelschnitte die Geradenpaare (1, 2) and 
(3, 4) bezw. (1, 3) und (2, 4), so wird die Büschelgleichung 

12x» + 2xy - 2y» + 14x + 22y - 48 + 1 (y» - X») = 0. 

Ferner: 

12 -A 1 7 : 



/) = : 



1-2 11 ; - 24A (2A - 25), 



1 

! 7 11 -48| 

ii - («,t - «»^' + 4«Ä = 4((7 - xy + 1) 



und endlieh: 



A 



ts 



25 - TA; A^ - 125 - lU; A^ A* + 14A - 25. 



Hiernach g«>$taltet sich die analytische Darstellung der 

eine« Punktes der Bpk. als irrationale Funktionen des Parameters X 

foIgendennaBen : 






li — ai ± I W 1 v^X — ÄVi [|\T — i^* -i- 1 -f I — i] 



141 -i- :ii 



S- 



1*— 1414-15 



Bfit sich durch eine andere mit Hilfe dee 
und wünie laut^i: 






»V»-r i4*— *wo 



^- 



:i;ii^ r ,11 ••' -- »>•! -r i^i^^' r: ^ > * > • -^ •>' - » V -r ö • + i») 



k* V» -r 14 



:H0^^ 



UkImwh i^ di<» «T!^ Fv^nu mit dem lV)uii<^liNr a l!&r di« numcffisclie 
B^fwKnoB^ guBft ^*im^^ w««k»lb wir dii^ fectwi^ rntarsodumg ge- 

nnie aa »i* knilpfta. 

DabtH htf m*Ä da» Z«ch*ri An: GcC^lfc } K - } T - i * -- 1 dem 
der 6rC>«i? Z> - 24av2a - S> sWich iu wähl^cL 



Z. B. A = 9 ergibt D = - 1512. IblgUch wirdt YR Vö 2,2361. 

Die Werte der obigen Hauptradikale sind R(g) = 80,031 und 
R{ti) - 18,894. Und hieraus folgea: 

g, = - 5,902 j tji - - 2,2 45 

|j == + 2,102"! 1?, = - 0,355 ■ 
Trägt man diese Koordinaten im System ein, so ergd>en sich stets vier 
Punkte, dir in den Ecken eines Rechtecks liegen, von denen allerdings 
nur zwei — die Endpunkte einer Diagonale — als Brennpunkte eines 
BüBchelkegelschnitts brauchbar sind. Welche Ton den beiden Diagonalen 
zu wählen ist, ermittelt man am einfachsten graphisch, wie folgt: Da 
die zwei gesuchten l'unkte f, und /j Brennpunkte eines Kegelschnitts 
sein müssen, der durch die vier gegebenen Gruudpunkte P^ des Büschels 
geht, so müssen gleichzeitig die 4 Summen oder die 4 Differenzen aus 
den Abständen: P/, und P/, dem absoluten Werte nach einander 
gleich sein, d. h.; 

P.f, ± rj, - P,f, ±P,f,- P,f, ± P,f, -P,f,± FJ, , 

je nat^dem der dem gewählten l entsprechende Kegelschnitt eine 
Ellipse oder Hyperbel ist, was am einfachsten aus dem Vorzeichen 
seiner Diskriminante, d. i. A^^, zu erkennen i»t. 

Z. B. für A - 9 wird im obigen Beispiel A^^ A' + 14A - 25 = 20, 

daher > 0, weshalb die mit A = 9 gegebene Kurve zweiter Ordnung 
eine Ellipse ist. Durch Abmessen der vier Entfern ungspaare P,/! imd 
-P;/if wurden in der Originalzeicbnung der Bpk, die Summen: 
Pj/'^ + P(/j = 209,5 mm gefunden, wenn man die eine Diagonale auf 
ihre Richtigkeit prüft. Die andere Rechtecksdiagonale ist zu verwerfen. 

Bei einiger Übung ist auch diese graphische Kontrolle zu ent- 
behren oder doch nur wenig oft von Nöten. 

Für diejenigen Werte von l, welche die beiden Büschelparabeln 
charakterisieren, A. s.: Aj_, = 7 i ^24 =- ca 11,9 bezw. 2,1, vera^ft die 
obige Parameterdarstellung, da für sie der Nenner A^j = wird, und 
damit die Werte | und i; gleichzeitig unendlich werden. Um dem zu 
begegnen, hat man eigene Formeln aufzustellen, die der VoÜBtandigkeit 
halber hier angegeben seien. 

Lautet die Gleichung der Parabel: 

iy ~ iia^y + 2c,,x + 2c„y + c„ = 0, 

80 dienen zur Berechnung ihrer Brennpunktakoordinaten folgende 
Formeln : 



|_J 



2(l + (i')(c,. + t«c,.) ' ' 8(1 + ('■)(",.+"('<:..) 
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In dem gegenwärtigen Beispiel, wo die vier Grandpunkte des BUachels 
ein allseits konvezeB Viereck bestimmen, sind die beiden Parabeln reell, 
daher besieht die hyperelliptische- Bretmpunktshtrve vma GescMeckte p — 2 
aus einem lajperbolischcn und zicei dliptischen Ästen, im gamen also aus 
p + 1 = 3 Asten. 

Um nun die Art der Verteilung von zusammengehörigen oder 
konjugierten Brennpunkt-en auf der Ortskiirve möglichst klar darzustellen, 
wurden in der Hauptfigur auf Seite 47, die den Verlauf der all- 
gemeinen Bpk. eines Büschels vor Äugen führt, je ein Paar von Bolchen 
durch eine Strecke verbunden, und man erkennt daraus unmittelbar, 
daß zwei konjugierte Brennpunkte stets auf dem gleidien Zuge der £pfe 
liegen. Erwähnenswert eracheint auch die Tatsache, daß die Miäd- 
punkte ihrer Va-bindungsstrecken einen Kegelschnitt, die Mittelpunktskurve 
des Büschels, erfüllen. 

Weiter ersieht man noch folgende allgemein gültige Beziehungen: 
Der Ausdruck; J« = - {i' - WA + 25) wird 



<Offlr A — 


- oo bU i - 2,1 (ca) 


L 


>0 „ 1- 


2,1 „ >.- 11,9 (ca) 


U. 


< „ J - 


11,9 „ i - + <x> 


m. 



Den Bereichen I und III entsprechen daher Hyperbeln und dem Be- 
reiche II nur Ellipsen. Beim Vergleich mit der Figur ergibt sich da- 
her: Die beiden cüiptisclien Zweige der Bpk. enthatten ausschließidi 
Brennpimkte von BUscJielhyperheln, iväJirend der hyperbolische Zweig ä>- 
wohl soldie von Ellipsen ais avck von Hyperbeln aufweist. Die Parahel- 
brennpunkte (i ^ 2,1 bezw. l = 11,9) trennen dieselben. 

Der Übergang von einem Ast der Bpk. eum andern, erfolgt stets t» 
dp» Ecken des Polardreiecks (u, v, w), oder an den Stilen, wo 
D = 24A (2-1 - 25) = 0, d. h. bei 1 = 0; 1= 12,5; X = ao. 

Wir glauben hiermit den Verlauf der Bpk. ausreichend heBchrieben 
zu haben. Bezüglich der Ausführung der Figuren für die einzelnen 
speziellen Bpk. sei hier bemerkt, daß die Geradenpaare des Büschels 
durch Strichpunktierung, das Polardreieck durch einfache Punktderung, 
die Hohenlote des Polardreicks durch kürzere Punktierung erkennbar 
gemacht wurden. 

§ 4. Dia verBchiedeneD Formen der Bpk. eines Kegelschnittbüscbels. 

Im vorigen Paragraphen wurden hauptsächlich die allgemeinen 

Eigenschaften der Bpk. eines Kegel seh nittbüschels erörtert und ihre 

Gestalt an einem ersten Beispiel gekennzeichnet. Es gibt jedoch zahl- 



A 



reiche andere Formen der Kurve, ganz nach den Terschiedetieii An- 
nahmen, die man Über die gegenseitige Lagenbeziehung der vier Ghiind- 
punkte machen kann. 

In der Folge sollen nun nach Möglichkeit sämtliche Abarten 7on 
Büscheln in Kürze behandelt und dabei die gestaltlichen Verhältnisse 
der aaftretenden Bpk. in einer Figur festgehalten werden. Außerdem 
geben wir am SchluHse eines jeden Beispiels eine kurze Charakteristik 
ihrer Doppelpunkte und auch ihrer imendlich weiten Punkte. Die Namen 
derselben seien wie früher gewühlt [J,, Jj, ii, v, u; c, ß, y, p, </]; ein 
darüber gesetzter Steni soll andeuten, daß der betr. Punkt imaginär 
ist. Der Vollständigkeit halber sei der vorhin behandelte Fall re- 
kapittiliert. 



A. Die vier Orundpunkte i' liegen getrennt und &war nicht in den 
Ecken eines KreisviereokB. 

Nr. 1. Die P^ bilden ein allseits konvexes Viereck. (Fig. 8.) 

Koordinaten der P„ siehe Seite 53. 

Verlauf: Eine bizirkulare Kurve VI. Ordnung, zwei elliptische Züge 
imd ein hyperbolischer. 

Geschlecht: p = 2. 

Auf der tinendlich 
fernen Geraden G" : J, *, 

Doppelpunkte: u, v, 
IC, a, ß, y, Jf*, Jf*. 

Nr. 2. Die P, liegen 
in den Ecken eines t/leicfi- 
sätigen Dreiecks imd sei- 
nem ScJtwerpunkle. (Fig. 9.) 

Koord.: P,(- 1, 0); 
PjCO. V3)j P, (1, 0); 
P, (0,11/3), 

Verlauf: Eine bizirkulare Kurve VI, Ordnung, drei elliptische Züge. 

Auf G": J*, Jj*, p* = J,*; (f = /,*. 

Doppelpunkte: w, v, w, a, ß, y, J,*, J,*. 

Dieser Fall zeichnet aich vor dem allgemeinen dndurch aus, daS 
die unendlich fernen Parabelbrenn punkte in die unendlich fernen ima- 
ginären Kreispunkte fallen. Wir ersehen dies am einfachsten aus der 
£rDher (auf Seite 41) angegebenen Gleichungsform, wenn wir die darin 
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Torkomm enden Großen q und coa 89 durch die Werte Yx* + y* bezw. 
^-^^-^y— ersetzen und gleichzeitig zu homogenen Koordinat«n über- 
gehen, wobei folgende Gleichnng flir die Bpk. resultiert: 
(j, - »1)' . [(j + »0" • (4i' + 4,> - 15.')] 
+ 4(y - xi); t ■;[(!, + xi)(^ - üy'x + Z»-)] - »' ■ M - 0. 

Nach Salmon-Fiedler ,^Öhere Kurren" S. 50 ergibt sich aus dieser 
Durstellung ohne weiteres, daß der durch: {;/ — x/) = und s = be- 
stimmte Punkt {d. i. einer der im^inären cc fernen Kreiepunkte) ein 
Doppelpunkt der Bpk. ist, dessen Haupttangenten dadurch gegeben 





sind, daS man in den obigen eckigen Klammem setzt: x=^l] y — >; 
e = 0. Man erhält so als Gleichungen für die Haupttangenten: 
(y — xi) • e = Of sodaB die eine mit der G*(« = 0), die andere mit 
der absoluten' Richtung (y — xi = 0) znaammenfällt. Damit ist aber 
hewicscn, daß die Punkte J^* itnd J^* im al^emeinen keine Spitzen der 
Spk. sind. 

Nt. 3. Die Grundpunkte: P,PjPj bilden ein Dreieck, in dessen ' 
H Oben Schnittpunkt 'Pj liegt, außerdem ist das Polardreieck des BQschels 
bei u reciaufinklif/. (Fig. 10.) 

Koord.T Pi(0, 1); P,(2,0); P3(0, -2); P. (1, 0). 

VeHauf: Eine bizirkulare Kurve VI. Ordnung, drei elliptische Züge. 



Auf- G' : J*, J,* p*, 8*. 



UnteiBnchDng der BrennpniiktBkur 



a KegelBohnittbüHchels etc 
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Doppt^jnttikte: v, w, u, J,*, J,*. 

Dreifacher Ptmkti «-(«-(- jJ + y). 

Bemerkung: Da das Polardreieck bei n rechtwinklig ist, bo tm- 
flioigen sich mit dem Doppelpvinkt u noch die beiden anderen ß und y 
za einem dreifachen Funkt. Die 
noch verbleibenden drei Doppel- 
pankte lassen sich nicht etwa 
aaf ähnliche Weise in einen drei- 
fachen Punkt zusammenziehen, 
weil dann das Polardreieck zwei 
rechte Winkel haben müßte. Jener 
Fall tritt nur ein, wenn die P^ 
in den Ecken eines Äntiparallelo- 
gmroms liegen würden. Dabei 
aber zerfällt die Bpk., wie wir 
fl|wter sehen werden. 

Nr. 4. P,, Pj, Pg liegen im Fig it- 

Gndlichen, P^ im Unendlichen, zu- 
gleich liegt P, im Höhenschnittpunkt des Polardreiecks. (Fig. II.) 

Koord.: P^i^, 2); P, (1 

Verlauf: Eine bizirkulare 
tische Züge, ein parabolischer. 

j, = 2. 

Äxtf G" : J*, J*, p = q. 

Doppelpifnkte: n, v, w, et, 
ß, y, J*, J*. 

Nr. 5. Die 4 Grundpnnkte. 
liegen in den Ecken eines Trapezes. 

Koord.: Pj (0, 1); P,(3, 1); 
P,(5,-lj;P,(0,-l). (Fig. 12.) 

Die Bpk. müßte auf G" als 
Doppelp. J,* nnd J,* außerdem 
die Ecke m des Polardi-eiecks, 
femer als einfachen Punkt den 
Brennpunkt p der BiJschelparabel 

enthalten, also im ganzen 7 Punkte. Als Kurve VI. Ordnnng im all- 
gemeinen Fall muß daher die Bpk. für dieses Beispiel in eine zirkuläre 
Kurve V. Ordnung und in G'" zerfallen. 

Verlauf: Eine zirknlare Kurve V. Ordnung, ein elliptischer, ein 
hyperboliBcher, ein unpaarer Zug. 
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Auf ff*; e/i*, J^j p, u, r. 

DcppdpunJUe: r, w, /5, y. 

Die Richtimg für r ist senkrecht zur GrundlLnie des Trapezes. 
Das Geradenpaar (1^ 2) (3, 4) ist als Hyperbel aufzufassen, deren Brenn- 
punkte in dieser Richtung liegen. 

Nr. 6. Die 4 Grundpunkte liegen in den Ecken eines ParäOdO' 
gramms, (Fig. 13.) Das Eegelschnittbüschel besteht aus lauter kon- 





Fig. 18. 



Fig. 14. 



zentrischen Kurven. In der Darstellung auf Seite 43 sind A^^ = A^^ » 
zu setzen. Ahnlich wie in 5. spaltet sich von der zu erwartenden j^urre 
V. Ordnung ff* noch einmal ab. 

Verlauf: Zwei unpaare Aste, ein hyperbolischer. Eine zentrische 
Kurve IV. Ordnung. 

i) = 2. 

. . ^« /Richtung fftr r _L 1, 2\ 

AufO-:u,w,r,s, ( , , . o ' 

V „ „ s _L 2, 3/ 

BoppdpwifM: V, 

Nr. 6 a. Die P^ liegen in den Ecken einer Baute, Die Bpk. wird 
in Bezug auf die beiden Rhombusdiagonalen symmetrisch. (Fig. 14.) 

Bilden die P- die Ecken eines Rechteckes, so wird die Bpk. des 
Büschels durch seine beiden Symmetrielinien dargestellt. 



B. Die vier Grandpunkte liegen in den Ecken eines Kreisviereoks. 

Bei dieser speziellen Lage der Grundpunkte ergibt sich eine bemerkens- 
werte Vereinfachung der Bpk., die bereits von Sylvester^) bemerkt wurde. 

1) Nach Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, Bd. 11, 
pag. mi, Nr. 101. 



ichung der Brennpunktskurve eines Kegelachnittbüsphels etc. 59 

Dif Bpk. zerfällt in swei sirhilare Kurven 111. Ordnmig. Dies 
folgt sowohl aus der Gleichungsform nach Möbius als auch aus 
unserer Parameter dar stellang: 

a) Wenn nämlich die vier P. auf einem Kreise liegen, so sind die 
Achsen sämtlicher Biischelkegel schnitte zu zwei aufeinander senkrecht 
stehenden Richtuiigen, den Winkelhalbierenden der zerfallenden Kegel- 
schnitte, parallel.') Wählt man daher das Koordinatensystem von vorn- 
herein so, daß seine Achsen diesen Richtungen parallel sind, so ergibt 
sich ans der Beziehung auf S. 40: tg a = ^ entweder a = 0, oder « = 90°. 
D. h. die Bpk. zerTällt in: 



pl 


?> 


9t 




Pi 


S, 5. 


*1 


I, 


*i 




Si 


J. ». 


1 


] 


1 




1 


1 1 



ftCai 



PilJs 



-a:,) + p,(», ■ 









iwei verschiedene zirkuläre Kurven III. Ordnung, da in beiden Fällen 
die Summe der p, Koe^zienten verschwindet.*) 

b) Um das Zerfallen in anderer Weise zu zeigen, wählen wir als 
Gleichung des Büschels: 

{'hix' + (i„y* + 2a^jX + 2a^^y + Oj,) + X{x* + y' — r*) = 0. 

I DuBOB folgt: 

I a„ + A 

I D = n„ + A 

' NuBmehr ergeben sich für die Darstellung der Koordinaten | und i/ 

aU Funktionen des Parameters X folgende zwei getrennte: 



1 








1) C F. Geiser, Jakob Steiners 
S) Balmon-Fiedler, Höhere K 


etc. pag. 308. 
irven pag. 160. 

1 
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Sie definieren zwei getrennte Knrven III. Ordnung, die beide elliptisck I 
sind, da D rom 3. ßrad in X ist. Sie durchschneiden sich gegenseitift f 
wie früher ia den Punkten: 

w, V, w, «, ß, y, J*, J*, 

endlich im Mittelpunkte m des Büschelkreises, überall unter rechtem 
Winkel,') In m, u, v, w laufen die Tangenten beider Kurven parallel 






r 


N 




Im 


sV'-y 


_jL 




^7 


pV 






zu den wie vorhin speziell gewählten Koordinatenachsen. Die Achsen 
der beiden Büschelparabehi sind die beiden Asymptoten für die 
Kurven III. Ordnimg. 

Nr. 7. Dem gezeichneten Fall wurde folgendes Büschel zn Grunde' 
gelegt; (Fig. Ib.) 

(j - 4j + 2) (j + 4i - 6) + l(3i,' - I") - 0. 

Nr. 8. Die 4 P, liegen in den Ecken eines Aiitiiiarallelogramms, 
(Fig. 16.) Büscbelgleichimg: 

(» - p) (»-?) + '(«' + »■->■')- 0. 

Von den beiden entstehenden Kurven HI. Ordnung reduziert sich eine 
auf die rfojjpeK zählende Symmetrielinie desÄntiparalleIogranini8{L 1 = 0), 
während die andere durch folgendes Gleichungspaar gegeben wird: 



n. 






"2(1+1) 



Nach Nr. 5 war eine Kurve V. Ordnung zu erwarten. 
1] Salmon-Fiedler, HOheie Korreii pag. S!T, SSSff. 
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C Von den vier Grundpunkten rücken Ewei unter FeBUegung einer 
Orundtangente samt BeriUiTpunkt Busammen. 

AJa Resultat ergibt sich wieder eine bizirkulare Kurve VI. Ordnung, 

die im aUgemeioea nur zwei reelle Doppelpunkte, zwei imaginäre und 

einen Tierfachen Punkt enthält. 

Aus den beiden nebensteheuden Figuren (Ha u, 17b) ersieht 

m&n ohne Schwierigkeit, daß, wenn die beiden zunächst noch 

getrennt liegenden Punkte Pj und F^ 

unter Festlegung einer Grundtangente T ß^^ 

loBammenröcken, das Polardreieck (uvw) \\ "■- 

des Büschels in eine doppelt zähle ude 

Strecke (u v) degeneriert. Während 

seine Ecke v durch den Schnitt von 

PiPf mit T = X erhalten wird, rückeu 

die beiden anderen Ecken m und w 

in dem Berührpunkt — u (auf der 

Orundtangente) zusammen und zwar 

unter Festlegung eines Strahles £, der 
1 ta T = X m Bezug auf die Strahlen 
' OPi und OPj harmonisch gelegen ist. 
, Somit wird auch von den drei Höhen- 
i! fnfipunkteu {a, ß, y) des Polardreiecks 

1 Dtir mehr einer, der der Ecke v gegen- pig. uin i7b. 

I übersteht, d. i. ß, für sich bestehen 

bleiben, während die beiden anderen a und y mit u und w koinzidieren. 
Die Kurve VI. Ordnung wird aber jetzt unikursal. Denn nehmen 
j irir, wie auf Seite 45 das BüBchel (Osb = 01): 

^^f + 2a„y + i(y» - x'«») - 0, 
r Bo wir 




h 2a„y + i(y' 
BO wird die Parameterdarstellung der Bpk. 




Da das Radikal einen Radikand von der Ordnung 2 in w 
enthält, so lassen sich |, ij, ^ durch Einführung eines neuen 
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Parameters v rational darstellen^ d. h. die Brennpunktskurye wird 
onikursal. Es mQssen daher noch weitere Doppelpunkte in ihr 

aofbreten. Um deren Existenz zu erkennen, 
kehren wir zur Qleichungsform nach Mob ins 
zurück und versuchen einen Grenzübergang. 
Sei in dem Büschel nebenan (Fig 19.) die 
Entfernung der beiden Gfrundpunkte P^P^ etwa 
mit s bezeichnet; so ist nach Möbius die 
Gleichung der Brennpunktskurye: 




I. 
wobei: 



F,=^'-f- = iJ2,i,4y, 



and endlich: 



»y; 



l?i-^ = (^l,3,4), 

Setzt man alle diese Größen in L oben ein, so hat man zunächst, 
wenn q =V^IM-^, als Gleichung der Bpk.: 

Dabei ist: 



9, = y(i - <^y +iv- y,y. 



9, = 9 -W+V', 



9*-yi^-^Y+v*- 



Für sehr kleine s gilt: 
und in erster Annäherung: 



-»■[i/n 



2«S — «• 



-] 



9i-9 



7 + ^*( ) 



Unter Beracksichtigung dieser Umformung gestaltet sich nach 
Weghebong von e und durch die Annahme lim e = die Gleichung II. 
der Bpk. für das besondere Büschel folgendermaßen: 

(ifi9i - yi9») • 9 + p*(yi - y,) + //•! = 0. 
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Diese irrationale Beziehung läßt sich rationalisieren, und man kommt 
dabei auf folgende Gleichung: 

**S'.ys-(yi-yi)(§'+'!')*-[l*y,»j(y,~ye)-2|7;y,y,(3;,~3;j) + Tj'(a:*y,-3;|yt)l 

"2iYyi(S*tfi-j'»)-'j(^i-3-,i) 

+ 4y,y,(J^,y,-ar,y,)(|*+»i')- +|i?'C(a;,+ a:,)(ar,y--3:,y,)+2y,y,{i/i~j^)) 

-- v^ivi - Vi) (j^iVi + ^ty,) 

+ («iS»— a^Vi)" [H*ylfi + 4g*»i''y,yä(!/iy,- a^i^:,) - JjXa-ij/. + ar.yi)'] - 0. 
Hieraus ergibt sich aber sofort, daß die Bpk. eine bizirkulare Karre 
VI, Ordnung ist, die iui Anfangspunkt einen vierfadien Punkt besitzt. 
Von den diesem zugewiesenen Haupttangenten sind zwei reell und zwei 
konjugiert imaginär, und je zwei zusammengehörige verhalten sieb wie 
Strahl und reSektierter Strahl in Bezug auf die spiegelnd gedachte 
Qnmdtangente T=X, wie sich aus den folgenden Darstellungen fttr 
die Tier FortBcbreitungarichtungen 
im Anfangspunkt unmittelbar ergibt: ~ ^ 



-±'- 



und 



(?).- 



— na q), am qi, 




dabei sind qo, und tp^ die Polarwinkel 

fOr die Grundpunkte P, und Pj. Der 

Tierfache Punkt ist bekanntlieh mit 

sechs Doppelpunkten') äquivalent; an 

weiteren singulären Punkten dieser Art 

lauten wir weiter oben v, ß, JJ" 

nad J* kennen , so daß die Bpk. 

VL Ordnung im ganzen zehn Doppelpunkte — die Maximalzahl — 

enthält, woraus die Unikursalität der Ortsknrre zu erschließen ist. 

Nr. 9. Pj und Pj liegen auf verschiedeaen Seiten der Grundtangente 
r=X (Fig. 20.) Koordinaten: P,(3, 1); P,(2,- 3); Pg(0,0); P,(Ü,0). 

Verbindungslinie P^P^ fällt mit X zusammen. 

Verlatif: Eine bizirkulare Kurve VI. Ordnung, unikursal (j> = 0), 
einer Kurve IV. Ordnung ähnlich. 

Auf G": J*, Jf, p*, 2*. 

Doppelpunkte: J*, J*, v, ß. 



ll Salm 



, Höhere Kurven ptg. 37. 
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Vierfacher Punkt: 0. 

Nr. 10. Pi und P, liegen aaf der gleichen Seite der Gnmdtangente 
r=X. (Fig. 21.) Koordinaten: Pi(l ,1); P,(-l,2); P^{0,0)] P^(p,0), 

Verbindungslinie P, P^ 
fällt mit X zusammen. 

Verlauf: Eine bizirkulare 
Kurve VI. Ordnung; uni- 
kursal (p = 0); einer Kurve 
IV. Ordnung ähnlich. 
Auf »•: J^, eT?, p, q. 
Doppelpunkte: Jf, Jf, v, ß. 
Vierfacher Punkt: 0. 
Nr. 11. WieinNr.lO,nur 
ist PiPj paraUd zur Grund- 
tangente T = X (Fig. 22.) 
Koordinaten: Pi(— 1, 1); 
P,(2,1);P,(0,0);P,(0,0). 
Verbindungslinie P^P^ Tällt mit X zusammen. 
Verlauf: Eine zirkuläre Kurve V. Ordnung, wie in Nr. 5. Uni- 
kursal (p = 0). 

Auf G*: J^, Jf, Pj r, v. 
DoßpdpunÄ:]^; — . 
Vierfacher Punkt: 0. 

Nr. 12. Wie in Nr. 10, doch gehört dem Büschel auch ein Kreis 
an. (Fig. 23.) In dem Büschel: 

^20^0^+ XK=2{xc + ys-r) (xc -ys- d) + X{a^ + y* -- r*) 




Pig. «1. 



^.. 





^^ 



1 



m 




Pig.M. 



Fig. SS. 



berühren alle Kegelschnitte die Gerade ov, d. i. G^^ — und zwar 
in dem Punkte 0\Xi = rc, y^ » r^] für c « cos a und s » sin a. 
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Verlauf: Wie im allgemeinen Falle Nr. 7 muß die Kurve VI. Ord- 
nung in zwei zirkuläre Kurven III. Ordnung zerfalleu, deren Gleichungen 
fUr dieses Beispiel biuten würden: 



I. 



■ ■ (1 - äg*) {d + r)± (r(coa 2« + 1} - d) /— gl 



(l_8s')(i + 3c*) 
«.(l-|-2c')(rf-r) 



{1_ 20(1 + 20' 



^f_U 



(i_20(l + äO 

Man ersieht daraus, daß beide Kurven lü. Ordnung durch den Be- 
rührpnnkt auf der Grundtangente G, = gehen, wenn man den der 
Forderung f (cos2a -j- l) — d = entsprechenden Wert l in die obigen 
Gleichungea einsetzt, und zwar ist Doppelpunkt für beide Kurven. 
Für die eine ist derselbe ein eigentlicher Doppelpuukt, für die andere 
ein isolierter Pankt. So ersehen wir recht einfach, daß in ein vier- 
facher Punkt der Kurve liegt, dann aber weiter, daß die Kurve in 
Nr. 10 tatsächlich von der VI. Ordnung sein muß, weil sie für die 
gegenwärtige Nummer in zwei Kurven III. Ordnung zerfällt, was nicht 
denkbar wäre, wenn die Kurve in Nr. 10 etwa von der IV. Ord- 
nung wäre. 

Verlauf: Zwei unikursale zirkuläre Kurven III. Ordnung, die beide 
einfach durch », ß, m, J*, Jf hindurchgehen. 

Auf G": I. (</*, Jf, p); n. {J*, J* q). 

Doppelpunkte: I, 0; II. 0. Für I. oder 11. ein isolierter Punkt 

Nr. 13. Durch Kombination von Nr. II und Nr. 12 entsteht 
ein spezieller FaU von Nr. 8. (Fig. 24.) 




66 



Staniblaüs Hallrb: 



Büschelgleichong : 

(x^ + y« - 2ry) + Xy{y - 2a) = 



0. 



Bpk.: 



6 



r + al 



"^^ 1 + x- 

Oder implizit: i^d« + ri^) - (a|» + ri?«) = 0. 

Verlauf: Eine zirkuläre, anikursale Kurve UI. Ordnung, die den 
Berührpunkt zum isolierten Doppelpunkt hat (>t = j . 



Die folgenden Falle behandeln die Bpk. derjenigen Eegelschnitt- 
büschely hei denen der Berührpunkt auf der Grtmdtangente T ^ X im 
Unendlichen liegt. Die einzelnen Kegelschnitte eines derartigen speziellen 
Büschels gehen durch zwei feste vorgegebene Punkte P^ und P, und 
besitzen eine bestimmte Gerade (die X-Achse) als Asymptote. 

Den einzelnen Beispielen schicken wir eine allgemeine Behandlung 
voraus, weil sich die Vereinfachung der Bpk. für diesen Fall nicht so 
leicht durch eine kurze Überlegung ergibt. Ein derartiges Büschel^ wo 
der Berührpunkt auf der Grundtangente im Unendlichen liegt, ist durch 
folgende Gleichung gegeben: 

(y - 2a) . (y - 2b) + 2ky{y - xx) = 0. 
Mit Hilfe der Determinante: 



D- 



-xA 

xA 1 + 2;L -a-6 
—a — b 4ab 



-Axn^ab 



berechnen sich für einen Kegelschnitt des Büschels die Brennpunkts- 
koordinaten ^ und 17, wie folgt: 



6 = 



v-± 



(a + h)± y^ahlYil + 2 X)» + 4 x«Z« + l + 2X) 



xX 



1/2 ab{y(l + 2A)« + 4 xU« — 1 — 2 X) 



%X 



Durch Separieren der beiden Hauptradikale und nachherige Multiplika- 
tion beider folgt: 

, 4 a & — ij (a + fc) 
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Setzt maa diesen Wert in obige Gleichung ftir j] ein, so bekommt 
man die Gleichung der Bpk. in impliziter Form: 

xri\{a+by7l*^iabVj-8ii^ab{a+b)(i-^-xti)+l&a'bXx7j'+2^^-xt*)=0. 

Die Bpk. ist somit von der IV. Ordnung und hat drei Doppel- 
ponkte. Sie ist also wie die frühereu Kuryen dieser Litera unikursaL 
Der Strahl 2J, der auf Seite öl eingeführt wurde, wird diesmal eine 
Parallele zu X, so daß 2^ und X harmonisch liegen zu den Paral- 
lelen P,0" und P,0". Die von v (wie früher) auf £ geiällte Senk- 
rechte bestimmt darauf den Doppelpunkt ß. Der Anfangspunkt v wird 
BUS dem niedersten Polynom obiger Gleichung als Doppelpunkt der Bpk. 
erkannt, seine Haupttangeiiten halbieren die Winkel der beiden Rich- 
tungen y = und y - XX. 

Als dritter Doppel- 
punkt endlich tritt 0" auf. 
wie durch Umstellung in 
obiger Gleichung leicht 
dai^tan werden kann. 
Die zugehörigen Asymp- 
toten haben die Gleichung : 

Die Vereinfachung der 
Bpk. Ton einer Kurve 
VI. Ordnung auf eine 
solche vierter Ordnung 
erklären wir uns daraus, Kg. as. 

daß wie im allgemeinen 

Falle (Nr. 9 oder 10) auf G" die beiden Doppelpunkte J^ und JJ 
liegen müßten, dann weiter der vierfache Punkt 0*. Die G^ 
spaltet sich daher von der Kurve VI. Ordnung doppelt zählend ab, 
und es verbleibt noch eine Kurve IV. Ordnung. Die Kurve geht durch 
keinen der hdden Kreispimkle J[ und J, tnehr hindurch. Eine Betrach- 
tung des höchsten Gleiehungapolynoms lehrt noch weiter: 

1) Solange P, und P^ auf der gleichen Seite von T— X liegen 
(d.h. a und b sind beide etwa positiv), beänden sich auf G" außer 
dem Doppelpunkte 0" mit reellen Doppeltangenten (»j = ±_ Viat) auch 
noch zwei konjugiert imaginäre einfach zählende Punkte (j)', q'). 

2) Liegen P^ und P, zu vi-rschiedenen Seiten der Grundasymptote 
T=- X, Bo liegen auf G'^ außer dem Doppelpunkt« 0" mit imaginären Doppel- 
t&ngenten auch noch zwei weitere reelle einfach zählende Punkte (p, q). 







Nr. 14 P,ujidK,üegeii 
schiedenenüeitanyon X. (Fig.25,) 

Koord:P,(3,3)iP,(-l,-l)j 
P,(oo, 0); P,(oo, 0)- 

Vurb. Linie P,P,-X. 

Verlauf: Eine umkursale Knm 
pig a«. IV. Ordnung. 

Dappclpttnkte: v, ß, 0". 
Auf G": 0', i>, q (keine Parabelbrennpunkte). 
Nr. 15. P, und P, üegen auf der gleichen Seilt von X (Fig. 26.) 
Koord.: P,(l, 1); P,(3, 3); P,(oi), 0)^ 
P,(oo,0)- 

Verb. Linie P,P, = X. 

Verlauf: Eine unikursale Kurve IV. Ord- 
nung. 







h 



j1i^ G": 0", p', q* {keine Parabelbrennpunbte). 

Zu 14, und 15. iet noch zu bemerken, daß die Bpk. symmetristA^ 
zur Verbindongaliaie P, Pj wird, sobald P, Pj senkrecht auf X steht 4 

Vergleiche die Figuren 27 u. 28. 

Nr. 16. Wird a =h, so entsteht das Büschel von Kegelschnitten, 
das durch eine feste Asymptote X und die Tangente y = xx mit dem 
Berührpunkt: y = 2a bestimmt ist. (Fig. 29.) 

Dafür gibt die allgemeine Gleichung auf Seite 67 die bemerkena-i 
werte Reduktion auf eine zirkuläre Kurve III. Ordnung, indem sich di^j 
Gerade i/ — 2 a = von der Kurve abspaltet. 

Man erhält als Gleichung der Bpk.: 

»") U' + '!*) + 2oxa* - V) - 4a6i) = 0. 
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Wird weiter in diesem Beispiel: a = oo, so hätte man damit das 
Büschel aller Hyperbeln festgelegt; die die beiden Geraden y = und 




Fig. S9. 

y = xic zu Asymptoten haben. Die Gleichung der Bpk. wird 
x5* — 2^1^ — xiy* == 0, d.h. die Bpk. fallt mit den beiden Winkel- 
lialbierenden der Asymptoten zusammen ^ was von vornherein klar ist. 

Nr. 17. Wird in Nr. 15 6 = oo, 
so wird damit ein Eegelschnittbüschel 
definiert, das durch einen Grund- 
punkt (y = XX ^ y = 2 a), eine Asymp- 
tote (y = 0) und eine Asymptoten- 
richtung (y = xx) näher bestimmt ist. 
(Fig. 30.) Die Gleichung der Bpk. 
zerfällt dann in zwei: 



I. ,(,-4a) = i^(l/rT^-l), 




Ä 



-^-^j. 



-/- 



n. ^ 



Fig. 80. 



Damit sind zwei kanfokale Parabeln dargestellt, die beide durch v gehen 
und den Punkt P^ als Brennpunkt haben. Ein mit diesem verwandtes 
Beispiel wird uns später in Nr. 25 begegnen. 



D. Von den vier Grundpnnkten des BüschelB rücken drei unter 
FeflUegimg eines Krünunungskreises sosammen. 

Die besonderen Büschel, bei denen alle Kegelschnitte in einem 
vorgegebenen Punkte P (P, = Pj = PJ einen bestimmten Krümmungs- 
kreis vom Radius r besitzen und außerdem noch durch einen bestimmten 
Punkt P| gehen, lassen sich in der gleichen Weise behandeln wie die 
früheren Fälle. 

Das Koordinatensystem werde so gelegt, daß P Anfangspunkt, die 
X-Achse Tangente an den £[rümmungskreis und damit die F- Achse 
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gemeinsame Normale aller Büsclielkegelschnitte werde; die Koordinaten 
von Pj seien x^y^, (Fig. 31.) 

Alle E^elsclmitte; die durch den Anfangspunkt gehen und dort 
die X-Achse berühren, haben die Gleichung: 

a^^x^ + 2 a^^xy + a^y^ + 2 a^y == 0. 
Hieraus folgt: 

^y «ii^ + Oiiy 



dx 



und 



\dx 



fh»^+ ««y + «18 






Nun soll aber sein: 



r = 



(> + ©> 






orasysO 



woraus sich ergibt: 



«88 = «11 • ^• 



Also lautet die Gleichung aller Kegelschnitte; die im Anfangspunkt 
die X-Achse berühren und dort gleichzeitig den Krümmungsradius r 
haben ; 

(1) x* + 2ry + a^^y^ + 2a^^xy = 0, 

indem a^ = 1 gesetzt wurde. Damit jeder auch durch P^ (x^^ y^) gehe, 
muß weiter erfüllt sein: 

(2) a^ + 2 ry^ + Oj^yJ + 2 a^^x^y^ = 0. 

Durch Elimination von <Ji„ aus (1) und (2) und die Substitution: a^^ » A 
folgt als Gleichung des verlangten Kegelschnittbüschels: 

x* + 2ry + 2Xxy, y* 
xl + 2ry^ + 2Xx^yi, j^ 

Darin kommen der GröBe r zwei Vorzeichen 
zu, je nachdem der Exümmungskreis und P^ 
auf derselben Seite von der X-Achse liegen 
oder nicht. Im ersten Fall ist r negativ, im 
zweiten positiv zu nehmen. 
Interessant ist auch der Grenzübergang, der die Gleichung auf 
Seite 62 für das gegenwärtige Problem anwendbar macht. 

Wenn sich nämlich der Punkt P^ auf dem Kreise bleibend gegen 
die beiden unendlich nahen Punkte P^ und P^ bewegt, so können wir 




0. 



Fig. 81. 
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dadurch einen Erümmungskreis festlegen; dessen Mittelpunkt M und 
dessen Radius r sei. (Fig. 31.) 

Wir können zunächst die erwähnte Gleichung] in folgende Form 
bringen: 

(1) P • [(p - Q,)yi - (p - Pi)y,] + ^ • I = 0. 

Darin ist: 

und 

Setzen wir: 

x^ = r ' sing) 

und 

y^ = ^ — r ' cos g), 

so müssen wir q — q^, das'fOr g) = verschwindet, zunächst ffir sehr 
kleine Werte von tp in eine Potenzreihe entwickeln. Man überzeugt 
sich, daß die Entwicklung bis tp^ fortgesetzt werden muB. Wir setzen 

daher: sing) = g) und cos 9 =1—^5 dann wird: 

und 

p-(», = p.|_l-^l ^(^1 2 ^jj^ __ + _|^g___-^..J. 

4* OD 

Da o;^ = r^) und y^ = -|- gesetzt werden kann, ergibt sich durch 

Einsetzen aller gefundenen Größen in Gleichung (1) und nachfolgenden 
Übergang zur Grenze: lim 9) = als Gleichung der Bpk. folgende: 

Q^'iQ- 9i) + 9\nyi - 1^1) + ry^fi* =« 0. 
Diese läßt sich rationalisieren, und man erhält dann: 

Die Bpk. unseres speziellen Büschels ist somit wieder eine fn^ir- 
hdare Kurve VI. Ordnung, die ebenso gut, wie in Lit C, unikursal 
sein muß. Im Anfangspunkt tritt abermals ein vierfacher Punkt auf, 
der als Doppelpunkt a4:htfach zu zählen ist. Zu den sechs Doppel- 
punkten, die dem gemäß Lit. C zu erwartenden vierfachen Punkt 
äquivalent sind, gesellen sich die dort noch selbständig auftretenden 
Doppelpunkte r und ß. 
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Nr. 18. KrOmmungskreis und Punkt P^ liegen zu verschiedenen 
Seiten von X. (Fig. 32.) 

Koord.: Pi(4, 2); r = 3. 

Verlauf: Eine unikursale bizirkulare Kurve VI. Ordnung. Da 
die Parabeln des Büschels imaginär sind, verläuft die Bpk. ganz im 
Endlichen und zwar in zwei dliplischen Zügenj die sich im Anfangs- 
punkt berühren. Die dort 
Y auftretende gemeinsame 

Tangente fallt mit X zu- 
sammen. 

Auf G": Jl, j;, p% q*- 
Doppelpunkte: J^, J^. 

Vierfacher PunJU 
(= 8 Doppelpunkte). 

Nr. 19. Krümmungs- 
/ N, kreis und Pimkt Pj liegen 

auf der nämlichen Seite 
von X. (Fig. 33.) 
Fig. 82. Koord. : Pi (4 , 2) ; 

r 3. 

Verluuf: Eine unikursale bizirkulare Kurve VI. Ordnung. Da die 
Büschelparabeln reell sind, verläuft die Bpk. in einem dliptischen und 



/ 






Flg. 83. 



Fig. 84. 



einem hyperbolischen Astj die beide sich im Anfangspunkt berühren 
und dort X als gemeinsame Tangente besitzen. 

Auf (?•; j;, j;, p, q. 

Doppelpunkte: J^, J^. 

Vierfacher Punkt (== 8 Doppelpunkte). 



dmng der Brenn punlrtakiirTe 



i KegelBcbnittbilscbele etc. 
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■^^^^^H& Wenn in Beispiel Nr. 10 d^r Punkt P, auf dem 
' j frff iw ii iwi grfm fe liegt (Fig. 34), ao gehört dieser dem Büschel Belbst 
an, und die Bpk- muß wie früher (Nr. 7 oder Nr. 12) in zwei 
zirkuläre Kun-en III. Ordnung zerfallen. 
Koor^.: P,(4, 2), r = - 5- 
Verlauf: Zwei Tmikursale Kurven dritter 
Ordnimg (I und 11), die beide im Anfangs- 
punkt eine reelle Spitze besitzen. Die ge- 
meinsame Spitzentangente lallt mit X zu- 



Auf G": I. j;, J;, p; D, j;, j;, q. — 
Nr. 21. Hier kann auch noch der 
sehr spezielle Fall Erwähnung finden, wo 
vier Punkte unter Festlegung eines Os- 

kuialionskreises zusammenrücken. (Fig. 35.) Dadurch ist das Bflschel 
aller Kegelschnitte definiert, die sich im Scheitel oskulieren. Die 
Bfischelgleichuug sei: 

(j' + y»-2rj,) + ;j,' = 0. 
Die Gleichung der Bpk. wird: 

E* + tj* - rj; = 0, 
Verlauf: Ein Kreis, der den Oskulationskreis im Anfangspunkt 
berührt und den Radius ^ besitzt 

Auf G": j;, j;. 

1- Je Kwel Gnmdpankte rücken unter Festlegung von zwei Grund- 
tangenten samt Berülirptinkt zusammea. 

Dieser Fall ist sowohl als Büschel als auch als Schar von Kagel- 
•cliiiitten zu betrachten. Daher darf hier als Bpk. nur eine Kurve 
III- Ordnung erwartet werden.') (Fig. 36.) 

Nr. 22. Koord.: P, = Pg(2,0); Pj = P,(0,l). 

Verbindungslinie PjPg ^ Z, 
P,P, - Y. 

Verlauf: Eine unikursale, zirkuläre Kurve III. Ordnung. 

Doppe^nkt: v, d, i. der Schnittpunkt der beiden Gnuidtangent«n. 

Auf G': J,*, Jt*, P- Vgl. auch Nr. 16. 

IJ Ti^l. ÄnmerknDg 1, S. 38. Zu Nr. 21 iat za bemerken, daß die Bpk. einer 
^*8«l»chnittachar in eine gleichseitige Hyperbel nnd die G' zerfällt, wenn die vier 
^nadtugeoten der Schar ein Faralluloftraumi bestimmeü. Salmon - Fiedler, 
H^Bpltchnitte", Bd. II. Leipzig IS8S. 8. 62i. 
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Stahislaüs Hallmb! 




Fig. 86. 



Nr. 23. Existiert unter den Individuen des vorigen Büschels auch 
ein Kreis, was dann eintrifft, wenn der Schnittpunkt der Tangenten mit 
den daraufliegenden Berührpunkten ein gleichschenkliges Dreieck bildet, 
so ergibt sich als Bpk. der durch die eben genannten Punkte bestimmte 
Kreis. (Fig. 37.) Als Kurve III. Ordnung hätte sie mit der Winkel- 
halbierenden X der Grundtangenten vier Punkte gemeinsam: 1) den 
Doppelpunkt v, 2) die beiden Brennpunkte der Büschelparabel. Daher 
die Zerf äUung der Bpk. in eine 
zirkuläre Kurve U. Ordnung: den 
Kreis und die genannte Gerade (X). 

Auf G*; J*, J^\ 





Flg. 87. 



Fig. 88. 



Nr. 24. Wenn in Nr. 22 die beiden Grundtangenten paraUd werden 
(Fig. 38); so hätte die Bpk. auf 6r*": Jj*, J^* als einfache Punkte und 
im Schnittpunkt der beiden Grundtangenten t;* einen Doppelpunkt. 
Daher die Zerfällung der zirkulären Kurve III. Ordnung in eine nichi- 
isirktdare Kurve 11. Ordnung: eine gleichseitige Hyperbel und in Cr*. 

Büschel: (y - xx)* + X(jf^ - V) = 0. 
Gleichung der Bpk.: | . ly = — . 



Üntemehung der Brenn pnnktBknrv 
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T. Ton den vier GmndpDnkteu rücken swei ins Unendliolifl. 

Nr. 25. Rücken von den vier ÖnindpuiikteD dee BÜHchelH i^tcei nach 
versckiedetten Riditungen in das üttendlicfte'), so hat man damit ein Kegel- 
sehnittbÖBchel, dessen Individuen die beiden Richtungen J/ = ^tg9> 
und y = X ■ t^ i/' als Äsymptotenriehtungen haben. (Fig. 39.) 

AJs Koordinaten nehmen wir: P,((i,0); P^{-a,0); P,(af, Jlftg^); 
Pi (N, N tg !(•); für lim Jlf = oo und lim A' - oc. 

Setzt man dieae Werte in die Gleichung nach Möbius ein, be- 
rücksichtigt lim M und lim N = •xj und reduziert endlich den Äua- 
dmck, 80 bekommt man als , 

Bpk. ein Paar konfokaler 
Kegelschnitte. 




Die dadurch bestimmten zwei 
konfokalen Kegelschnitte, für 
welche augenscheinlich P, und P^ die gemeinsamen Brennpunkte sind, 
durchschneiden sich gegenseitig in den vier Pimkten v, w, ß, y, wobei 
iliese genau die frühere Bedeutung haben. Die 
früheren Doppelpunkte </,*, J^*, u und a fallen 
auf G", welcher Umstand bedingt, daß die Kurve 
VI. Ordnung in eine nicht zirkuläre Kurve IV. Ord- 
nung und die doppelt zählende G" zerfällt. 
Eine Kurve IV. Ordnung kann aber nicht vier 
Doppelpunkte (c. tc, ß,y} besitzen, daher zerfällt 
sie in zwei (konfokale) Kurven IL Ordnung. 

Die Figur zeigt recht hQbsch unmittel- 
bar einleuchtende Eigenschaften der Bpk. im rig m 
allgemeinen. 

Nr. 26. Wenn die beiden Richtungen y = x tg 91 und y = j; tg tf^ 
parallel werden, d. h. wenn ?> = (', dann hat man das Bfischel ailer 

1) Dieser FaU uotencheidet eicb wenentHch vod dem auf Seite 66ff., wo die 
Verbindtitigditiie der beiden unendlich fernen Gnindpunkte die im Endlidien 
verlaufende Gerade T=-^X ist. Hier fäUt aber ihre Verbind uogsUiiie mit der 
C zosajnmen. 
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P. Eokmt; 



Parabeln, die bei vorgegebener Ächsenriclitiuig durch zwei Punkte P, 
lind P, gehen. (Fig. 40.) 

Die beiden Gleichungen sind dann: ' 

I. Pi + Ci = oo, 

II. e, — Pj = 2a ■ coB ip. 

Die erste Kurve ist die G" , während die zweite eine Hyperbel dar- 
stellt, welche als Brennpunkte P, und P, und als Asyiiiptotenrichtung 
die Richtung y = x ■ igtp besitzt. 





V 



Nr. 25a. und Nr. 26a. Röcken in Nr. 25 und 26 die beiden 
Grundpunkte P, und Pj unter Festlegung einer Gruudtangente samt 
Berührpunkt zusammen, so degenerieren die dortigen Kegelschnitte in 
Geradenpaare, deren Gleichungen sich aus den auf Seite 63 gewonnenen 
Darstellungen för j ergeben. {Fig. 41 n. 42.) 



Eine geometrische Herleitnng der linearen Transformation 
der elliptischen Funktionen, 

Von P. Kokott in Sagan. 

Die Beziehungen, welche zwischen den elliptischen Funktionen mit 
dem Modul x und denselben Funktionen mit einem linear trans- 
formierten Modul bestehen, werden ausnahmslos algebraisch hergeleitet. 
Es dürfte von Interesse sein, die rechnerischen Operationen teilweise 
geometrisch zu veranschaulichen. 

1. VerwanfUtinff von x in —. — Wir setzen nach Jacobi 



/ 



V-,- 



Rine geometriiofae Herleitnn^ der linearen Transfonnatimi etc. 
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4 + K. Der Modul 



dann ist a-(fe + c)dnw, BC=2haQu und i:C=26cn«. Die 
Tariable « beginnt bei D mit dem Werte und endigt nach einem 
Tollen Umlaufe mit 2K\ der 
Oegenpunkt F des beliebigen 
Punktes C bat die Koordinate 
8]/Fö 
= 6 + 
hängt von dem GröBenverbältniB 
6:c ab. Setzen wir jetzt — c 
statte, so gebtx über in— , und wir 
erhalten B' C' — (6 - c) dn U, ^V 
DC = 26 an {^v, ^) und 



£C'-2ftcn(i 



1. Die Variable« 




hat bei D ebenfalls den Wert 
und erlangt nach einem vollen Umlaufe den Wert 2L, wo L für den 
trangformierten Modul dieselbe Bedeutung hat, wie K für x. Wir 
denken uns nun durch B und B' zwei parallele Sehnen CF und 
C F' gezeichnet; dreht man beide um dieselben unendlich kleinen 
Winkel, 80 folgt ans der Ähnlichkeit der Dreieck« (BG und C'B'G': 
CG CG- , 
»75 = n^TT- oder 



hOl^ 



,]/r 



oder weil 



ft + c 



' ist t; 



{6-c)l/l + 



t'u. Damit ist der Multiplikator bestimmt; 



der Zasammeuhang der elliptischen Funktionen ist aus der Figur so- 
fort erkennbar. Da C'B' = BF ist, so erhält man [h — c) dn Ix'm, "I 
= (fc + c) dn (« + X) oder 

Femer ist EF: DC = BE -.BC oder 2b en (x'u,'^) :2b sa [u, ») 
-{b- c): (6 + c) dn (w, x), d. h. 



sn (X 



'■"■r)-T?s^* 



Endlich liefert die Gleichheit tou ßjf und -EC: 




P. H. SohODTH; 

2. Vencatidlwu) von x in x'. — Wir vergleichen die Jacobische 
Daratellimg mit derjenigen, die ich in diesem Archiv eingehend ge- 
schildert und mehrfach benutzt habe. Der Winkel CAB ^ a ist im 
ersten Falle bestimmt durch tg- = — -J-' ^, im zweiten Falle durch 
tg 1^ = ii an (2i + ix, A) = — iX sn {ix, Ji). 

Nun ist beachten, daß x alle Werte von bis L' durchläuft, wenn 
C von E aus links herum nach ß wandert, während w in umgekehrter 
Reihenfolge die Werte bis K erlangt, und daß L' = K ist, da die 
Moduln komplementär sind; also ist wegen x ^ K' ~ u 

b¥(55 ^ " *"' ^° ^'^' ~ "*' ""^ '^ an(tw,«') ' 
woraus sofort die wichtige Beziehung folgt Bn(iM, x') = i tn(M, x). 

Bezeichnet man femer die Zentriwinkel nach dem Qegenpunkte 
F im Sinne beider Darstellungen mit ^' und a', so ergibt die Gleichung 
i>' + a' = 3}( die Beziehung cn(iw,x') = — 7~^' -^ ähnlicher Weise 
erhält mau du (jm, x") = --~- ■ 

3. Verteandha^ von x in -■ — Setzt man in der Figur — c für c, bo 



geht X = 



über. Die Beziehungen der eUiptischen 



Funktionen sind dann ohne weiteres geometrisch erkennbar. Übrigi 
ist diese Trane form ation algebraisch so durchsichtig, dafi sie durch 
geometrische Verhältnisse an Klarheit kanm gewinnt. 
Sagan, 24. Juni 1903. 
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über die nach IsomorpMsmuB verschiedenen Typen 

der von « + 2 Räumen ü,_, eingeschlossenen Polytope 

des Ranmes B„. 

Von P. H. ScnOüTE in Groningen. 

Wenn man von einem durch m + 2 Räume -ß„_, begrenzten Poly- 
tope des H, irgend einen Grenzraum Ä,_i unterdrückt und die um- 
li^enden Grenzräume ausbreitet, bis wieder ein Teil des R^ ein- 
geschlossen wird, so erhält man ein Simples. Also kann jedes von n + 2 
Bäumen Ji„_i begrenzte M-dimensionale Polytop durch Schneidung J 
eines Simplex S(m+ 1) erhalten werden. Deshalb betrachten wir der! 
Reihe nach 1. den Schnitt des Simplex, 2. die dabei entstehenden 1 




Schnitteile und 3. eine besondere Gattung von Polytopen, welche diese 
von n + 2 Räumen B„_, eingeBchlosaenen Stücke des Raomes B, in 
übersichtlicher Weise in bezug auf Isomorphismus kennzeichnen. 

1. Schneidet man das Simplex S(4) des Raumes durch eine Ebene, 
ao erhält man wesentlich verschiedene Resultate, je nachdem man die 
Ebenen dieses Tetraeders als unendlich ausgebreitet oder als endliche 
Dreiecke betrachtet. Im ersten Falle (Fig. 1 und 2) findet mau im 




allgemeinen vier Geraden p- und ihre sechs Schnittpnnkte P^ i,, d. h. 
ein ToUständiges Vierseit mit seinen sechs Ecken; im zweiten Falle ist 
der Schnitt entweder ein einfaches Vierseit (Fig. 1) oder ein Dreiseit 
(Fig. 3), je nachdem auf jeder Seite der schneidenden Ebene zwei der 
rier Ecken des Vierflachs liegen oder nicht. Und dieser Unterschied 
in der Deutung tritt auch im allgemeinen Falle des Schnittes eines 
8(n -\- 1} mit einem Ji„_i auf. Bei der ersten Anschauungsweise hat 
man m immer mit einer Figur zn tun, welche aus n+ 1 Räumen ^,_, 
and iliren (n 4- l)i Schnitträumen ß„_j, ihren (» + l\ Schnitträumen 
-^-*j - ■ -( ihren (« + 1), _) = (« + l)j Schnittgeraden und ihren 
(n + 1)^_, — (m + l)j Schnittpunkten besteht and deshalb ein voll- 
stüidiger (n + 1)-B,_, ist; bei der zweiten Änschauangs weise, welche 
wir hier weiter verfolgen müssen, ändert sich hingegen das Resultat 
je nach der Verteilung der n + l Ecken in zwei zu verschiedenen Seiten 
dea Schnittraumes li,_, liegenden Gruppen. So gibt fönende Tabelle 
die Zahlen der Ecken, Kanten . . . und Grenzräume Tt, der Schnitte eines 
5(10) mit einem in dem durch dieses ä'(10J bestimmten 7f, liegenden 




üg an für die füni' verscliiedeiien Fälle, wo die Zerlegung von 10 in zwei 
Summanden durch (1, 9), (2, 8), (3, 7), (4, 6), (5, 5) angedeutet wird 





X. 


s. 


K. 


s. 


Ä, 


t. 


-R. 


s, 


(1>9). 


9 


36 


84 


126 


126 


34 


36 


9 


f2, 81. 


16 


64 


140 


196 


182 


112 


44 


10 


(3, '). 


21 


84 


175 


231 


203 


119 


45 


10 


(*, 6). 


24 


96 


194 


246 


209 


120 


45 


10 


(S, 5). 


25 


100 


200 


250 


210 


120 


45 


10. 



Die Ableitung dieser Tabelle wird wesentlich erleichtert mit Hilfe 
einiger brucbähnlicher Symbole 



welche man bei Ersetzung der Zahlen durch ebeusoviele Punkte als 
senkrechte Projektion der Eckpunkte dea Simplex 5(10) und des 
Schnittraumea Rg auf irgend eine zu lig normale Ebene betrachten 
kann. So findet mau z. B. im dritten Falle: 

21 Ecken, denn die drei Punkte oben lassen sich durch (ß\- (1\ 
Geraden mit den sieben Punkten unten verbinden; 

84 Kauten, denn von jeder den Schnittraum begegnenden drei- 
eckigen Seitenfläche liegen entweder eine Ecke oben und zwei nnten 
oder umgekehrt zwei oben und eine nnten, d. h. man findet 

(3). -(7), + (3). -(7).; 

175 Flächen, denn man findet (3), • (7), + (3), ■ (7), + {3}j, ■ (1\, 
nsw. Die Hinzufügimg der NuU zu den Symbolen (1,9), (2,8), ... 
linke in der Tabelle wird sich sofort nützlich zeigen. 



Es läßt sich die Anzahl 

ta) («).+■ + (p).(3).+ ■ 



■ + W.(9). + ((>).♦.(«)■ 



der Grenzräume Bj des Schnittes (j>, q)^ des Simples S(j) + q) be- 
deutend vereinfachen. Denn die Bestimmung der Koeffizienten von 
!*+* auf beiden Seiten der selbstverständlichen Beziehung 

(i + x^ii + xy^ii + xy^^ 

gibt die bekannte Identität 

(AW.+, + W,(s).« + ■ ■■ + (!>),+,(?), + 0).«(«). -(!> + ?).t.- 
Deshalb kann die gesuchte Zahl der ßänme R^ aof die Form 
(1) (l' + «).t.-(!').«-(3).t. 



über die aikob Itomorphitmas venehiedenen TTpen etc. 
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gebracht werden, welche eich aogar auf (p + g)^^., reduziert, {alls 
k + 2 größer ist als jeder der beiden Sommanden p, q. 

Von den fünf im vorhergehenden Beispiel erhaltenen Schul tt- 
figuren ist nur die erat« ein Simplex S{9), die vier anderen sind 
niemals Simplexe. Schneidet man z. B. ein S(5) durch irgend einen R^ 
welcher im R^ des S(5) in Bezug auf 5(5) die durch das Symbol (2, S),, 
gekennzeichnete Lage hat, so hat der Schnittkörper eechs Ecken, neun 
Kanten imd fünf Flächen, und er wird also entweder mit einem der 
zwei fünffiächigen Teile des Tetraeders von Fig. 1 oder mit dem fllnf- 
flächigen Teile des Tetraeders von Fig. 2 der Form nach übereinstimmen, 
d. h. immer von dreieckigen und viereckigen Seitenflächen begrenzt sein. 
Beiläuäg sei hier BchoQ bemerkt, daß — wie ein sogleich abzuleitendes 
Gesetz dies fordert — diese drei Teile, mit welchen der betrachtete 
Schnitt vonS(5) derForm nach übereinstimmt, insofern vollkommen gleich- 
wertig sind, als jeder dieser Teile sowohl mittels eines Sclinittes (3, 1)^ 
als mittels eines Schnittes (2, 2)^ des Tetraeders erzeugt werden kann. 
So ist {Fig. 3) der schraffierte Teil des Tetraeders A,A^A^A^ zugleich 





[ 

L 



ein Stück des von der Ebene C, C^Ag geschnittenen Tetraeders B^B^B^A^^ 
der nicht schraffierte Teil des Tetraeders A^A^A^A^ zugleich ein Stück 
des Yon der Ebene A^B^C^ geaehnittenen Tetraeders A^B^C^D^\ so ist 
umgekehrt (Tig. 4) der schraffierte Teil des Tetraeders A^ A^ Ag A^ 
zugleich ein Stück des von der Ebene A^B^B^A^ geschnittenen Tetra- 
eders A^B^CfCs. 

2. Wir gehen jetzt zur Betrachtung der beiden Teile über, in welche 
der SchDittraum Ii„_, das Simplex S{n + 1) zerlegt, und heben nun 
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sogleich 



P H, Stmcvn: 



rvor, daß das Studium dieser Teile sich auf je 
Hchnitttigar eines S(n -f 2) zurückfähren läßt. Stellt man iiäinlich 
durch die Symbole (p, q\ = {5, p\ auch die Reihe der kennzeich- 
nenden Zahlen der Schnittfigur eines S{j} + q) mit einem im Räume 
Bp+,_i dieses S{j>-^q) liegenden Räume -B,+,_s dar, welcher dM 
System der p + ? Eckpunkte in zwei Gruppen von p und q Punkten 
und daa S{^p-\-q) selbst in die Teile T^ und T,^ zerlegt, und deuten 
{%>, q) und {q, p) ohne Null in derselben Weise die diesen beid^La 
Polytopen entsprechenden Zahlenreihen an, so gilt allgemein die Be- t 
Ziehung 

(2) (P, g)o={P, 2-l) = (3,J'-l)- 

So ergab sich schon (2, 2)^ = (2, 1) in Fig. 3, (3, 1)^ = (3, 0) = {1, 2) ' 
in Fig. 4, wobei man zuerst 6'j Cj C^ als Schnittlinie des Dreiecks 
B^B^B^ und nachher 
^jBjQ als Schnittlinie 
des Dreiecks C^C^B^ be- 
trachtet, und namentlich 
auch (2, 2) = (3,1). Der 
Beweis des spezielleo 
FaUes (2, Z\ = (3, 1) 
wird leicht aus der vier- 
dimensionalen Figor ab- 
gelesen. Wird nämlich 
(Fig. 5) das Vierflach 
P„P,P,§ = S(4)duich 
eine Ebene ABC in ein 
Fünfflach 
ABCP,F^P^= 7; 

Fig. ',. mit dem Symbole (3, 1) 

und in ein Vierflach 
ABCQ = T'^ mit dem Symbole (1, 3) zerlegt, so konstruiert man 
folgend erweise ein S(5), von welchem der Körper T^ ein Schnitt iatJ 
Man nimmt in irgend einem durch S(4) gehenden Räume Ü, einoiJ 
Punkt beliebig und im Geraden segmente OQ einen nicht zu weUfl 
Ton Q entfernten Punkt Q' an, damit die drei Schnittpunkte 

{0P„, Q'A) = F:, {0P„Q'B) = P^, {0P^,Q'C) = P: 

jedesmal an dem von verschiedenen Endpunkte auBerhalb der I 
Segmente 0P„, OP^, OP^ liegen. Es hat dann das Simplex 1 
jS(ö) = OQ'P^PiPc im B^ in bezug auf den Raum R^ des gegebenoi ] 
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Ober die nach laomorpIitBraTiB verschiedenen T^en etc. 83 

S(4) eine solche Lage, daß die zwei Ecken 0, Q' sich auf der einen, 
die drei Ecken Pi, Pe, Pc sich auf der andern Seite dieses Raumes B, 
befinden; d. h. der Schnitt {2, 3)^ des S(5) mit diesem Räume Bj ist 
eben das durch das Symbol (3, 1) gekennzeichnete Polytop T^. 

Ana obigen Betrachtungen leitet man unmittelbar folgenden all- 
gemeijien Beweis her. Sind in einem Iip^.^_i ein S{p-i-q) und ein 
Schnittraum ü ^ j so gegeben, daß von den p-^-q Ecken des Simplex 
die p Ecken f auf der einen, die q Ecken Q auf der andern Seite von 
^p-t-g-3 liegen und dieser Raum deshalb das S{j> + 3) in zwei Poly- 
tope Ty, T^ mit den Symbolen {p, q), (q, p) teilt, so kann man außer- 
halb Ä ^ , einen Punkt ganz beliebig wählen und im Räume 
Itg^^ = {Itp^^_i, 0) durch Bj,^.j_, einen neuen Raum Ji^+,_i der- 
art legen, daß jede der q Geraden OQ^ in einem Punkte Ql des 
Segmentes OQ^, hingegen jede der p Geraden OP^ in einem auf der 
Seite von Pf außerhalb des Segmentes OPj liegenden Punkte PI ge- 
schnitten wird, was offenbar der Fall sein wird, wenn man dafür 
soi^, daß der neue Raum R^^^—i mit B ^ , auf einer bestimmten 
der beiden Seiten einen genügend kleinen Winkel bildet. Dann bilden 
die Projektionen P', Q' der p + q Ecken des S{p + q) aus auf 
Rf+,—i mit die Ecken eines S(p + q + l) und liegen p von diesen 
Ecken, die Punkte P', auf der einen und die 3 + 1 übrigen, die Punkte 
Q' und 0, auf der andern Seite von Ä ^ ,; woraus hervorgeht, daß 
die Schnittfigur dieses S{p + q + 1) mit Bp+,_i ein (Pi 9 + l}o 
ist, u. s. w. 

Mittels der Beziehung (2) wird aus der Anzahl (1) der Räume Rf, 
welche den Schnitt (p, q)^ begrenzen, die Anzahl 

(3) (j" + ?+l).«-W.-K-(9+l).+, 

der Grenzniome Üj des Schnittteiles (p, q) abgeleitet. Dieses Resultat 
wird leicht auf andere Weise bestätigt. Es wird nämlich die Zahl der 
Orenzräume R^ des Teües {p, g) erhalten, wenn man die Zahl (IJ der 
Grenzräume R^ des Schnittes (p, q)g um die Zahl der ganz oder teil- 
weise mit [p, q) auf der nämlichen Seite des Schnittraumes P^^.^_, 
liegenden Grenzräume R^ von 8 {p + q) vermehrt. Und diese Zahl 
der ganz oder teilweise auf der Seite des Stückes T^ = (p, q) liegenden 
Grenzräume R^ von S(j) -\- q) wird offenbar gefunden, indem man die 
ganze Zahl {p -\- q)^^^ der Grenzräume Pj von S(j) + q) um die Zahl 
(s)n-i der jenseits des Schnittraumes Pj,^ , liegenden aus den q Punkten 
Q xa bildenden Grenzräume R^ verringert. Also ergibt sich für die 
gesachte Zahl 

Cp + <l\*, - (P)*+. - (9)*+3 + (P + 9).+i - (9)*+i . 
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was sich unmittelbar auf den Äuadrack (3) reduziert. So enthält dis 
TabeUe 





Ä. 


■B, 


», 


«. 


». 


s. 


K, 


s, 


s. 


(1.9) 


10 


46 


120 


210 


262 


210 


120 


46 


10 


(2.81 


18 


81 


204 


336 


378 


294 


166 


54 




(3, ') 


24 


108 


260 


406 


434 


322 


164 


55 




(4,6) 


28 


126 


294 


441 


461 


329 


166 


55 




(b.b) 


30 


136 


310 


456 


461 
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166 


65 
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165 


55 




(',3) 
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441 


461 


329 


165 
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(8,2) 


24 


108 


260 


406 


434 


322 


164 


55 




(9, 1) 


18 


81 


204 


336 


378 


294 


166 


54 





die beim 5(10) von Bg überhaupt möglichen Fälle, wobei nun Belbst^ 

verständlich die Beziehungen 

(2, 8)_(9, 1), (3, 7)-(8, 2). (4, 6)-(7. 3), (5, 5) - (6, 4) 

obwalten. Und allgemein gilt der Satz: 

IHe Anzahl der nacJi Isomorphismus verschiedenen Typen der »o» 

n -)- 2 Bäumen B,_, hegretvsten aUg&tieinen Polytope des Raumes B^ 

beträgt - für gerades n und — - für ungerades n. 

3. Es ist das dreiseitige dreidimensionale Prisma (Fig. 6) mit dem 

Dreiecke ÄOB als Basis und OC als aufstehender Kante sowohl dar; 

^ Ort dea sich parallel zu sich selbst bewegendi 

Dreiecks Ä OB, dessen Eckpunkt das Segment OC, 
beschreibt, als der Ort des sich parallel zu sich 
selbst bewegenden Segmentes OC, dessen End- 
punkt der Reihe nach mit allen Funkten det 
Dreiecks ÄOB zusammenfällt. Ersetzt man nwt 
das Simplex 0{ÄBC) des dreidimenflionali 
Raumes durch das Simplex 0(A,A^...AJ d 
Kaumes R^, so kann man aus diesem S(n -\- 1) zwä- 
Pig. s. Simplexe 0{ÄjA^...Ä^) und 0(Ä^^^Ap^j...A^ 

mit dem gemeinschaftlichen Eckpunkte bildeoit. 

deren Räume R und R^^p zusammen R^ bestimmen und also nur deaj 

Punkt gemein haben, und nun weiter das Polytop betrachten, welchas) 

erzeugt wird, wenn das Simplex S(p + 1) mit den Ecken 0, Äi, A^, ... A; 

sich im R^ derart parallel zu sich selbst bewegt, daß nach und nacli< 

mit allen Punkten des Simplex ^(m ~ p + 1) mit den Eckeu 0, A ^^f. 

^m^si ■•■ -^n zusammenfällt. Das so erzeugte Polytop möge, weU ea 
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auf einische Weise mit dem Simplex S(ii+ 1) zusammenliängt, ein 
Simplolop heißen und durch das Symbol S,(j), « — p) bezeichnet 
Verden. Die kennzeichnenden Zahlen der Ecken, Kanten, Flächen, .. . des 
S,(p, tf) im -fip^.^ werden unmittelbar aus dem selbstverständlichen Schema 



(p+i),(« + i), 






-1), +(!■+ !).(?+ 1), ■•• 
I + (P+1).(!+1X 
abgelesen. Deshalb erhält man, in Verbindung mit der oben schon 
angewendeten Identität filr die Zahl der GrenxrSimie R^ des iS,(p, q) 
den Ä.asdmck 

(4) {p + S + 2).„-(i'+l).t.-(«+l).t., 

iL mit HinBicht auf die Zahlen der Grenzelemente ist — vergleiche 
Jen Ausdruck (3) — das S,(p, q) als ein Schnittteil (p + 1, q) des 
Simplex SO + 3 + 1) 

m betrachten. Wirklich /«**»*,/«,«->) 

wird leicht bewiesen, daB / 

Jm Simplotop S,(p, q) ^ /- -T^' 

nicht nur mit einem 

[p + I, 2) isomorph, 

«indem sogar selbst ein 

solches Siniplexstfick 

ist Ist nämlich Ä^ 

der uneigentliche Punkt 

der Geraden OA, für " pig , " 

^='\,'2, ... p -\- q, so 

ist &(p, y) sowohl das auf der Seite von liegende endliche Stück des 

vom Räume {Ai At ■ ■ . ApA^_^_iA^i . . . A^^ ) geschnittenen gemischten 

Simplex (0 vi, J, ... A^Ap+iA^+t... A^+^) als das auf der Seite von 

li^ende endliche Stück des vom Räume (A^A^ ... A^Ap + iAp.^.t...A^+j) 

gewlinitteneu gemischten Simples. (OA' A'^ ... Ap A^_^,A^^^ ... A^^^), 

woraus dann wieder die doppelte Erzeugung dea S,{p, g) und ein Teil 

der Gleichung (2) in der Form {ji +1, q) ='(q-\- 1, p) hervorgeht. 

Aiso ergibt sich: 

Die mit den verscJitedetten Zerlegungen der Zahl n in ncä Sum- 
"""xfcn p. q zusammenhängenden Simplolope S,(l, n — 1), S,(2, « — 2), 
"■ s. IC. eersintüichen auf' ganz übersicktliciie Weise die nach Isontor- 
Mwnws verschiedenen Typen der von » + 2 Rawmcn Ji,_, begrenxte>t 
Pö^ope des Raumes B,. 
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Die Abbildung der von w + 2 Räumen Ä^^i b^renzten Poly- 
tope als Simplotope in ebener Projektion ist sehr geeignet zur be- 
quemen Bestimmung der 
von w + 3 miumen l?»_i 
begrenzten Polytope. So 
sind in den Figuren 7 und 8 
die beiden vierdimensionalen 
Sechszellen 5/(2, 4) und 
5/(3,3) abgebildet, und man 
erblickt beim (8, 16, 14, 6) 
die 2ierlegung in zwei Teile 
(12, 24, 19, 7X durch den 
Raum a und in die zwei 
Teüe (8, 16, 14, 6) und 
(12, 24, 19, 7), durch den 
Raum 6, beim (9, 18, 15, 6) 
die Zerlegung in (5, 10, 10, 5) 
und (12, 24, 19, 1\ durch a, 
in (11, 22, 18, 7) und (14, 
28, 21, 7) durch 6, in (13, 
26, 20, 7) und (12, 24, 19, 1\ durch c, u. s. w., und man erhält also die fünf 
von M. Brückner angegebenen vierdimensionalen Siebenzellen, usw. 
4. Eine kurze Bemerkung über den Inhalt des Simplotopes 8t(jPj q) 
möge diese Mitteilung beschließen. 

Wird die Länge des Segmentes OÄ^ durch a^, der Winkel A^OÄ^ 
zwischen den Segmenten 0^,., OA^ durch a. ^ bezeichnet, so wird der 
Inhalt J^ der n-dimensionalen Kiste mit den in zusammenstoßenden 
Kanten 0-4^, OA^, . . ., OA^ durch die Formel 




(13^,20,7) 
(p,K.2l>,7) 



Fig. a 
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gegeben. Und nun ist der Inhalt J, des Simplotops St(jp + q) mit 
jenem der (p + g)-dimensionalen Kiste durch die Beziehung 
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Groningen, den 8. November 1902. 
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Ableitung der Realitätsbedingungen für die Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung ohne Auflösung der Gleichung. 

Von E. Eckhardt in Homburg v. d. H. 

Die Untenmchnng der Wurzeln der biquadratiBchen Gleichungen 
kn&pfl;, wenn nicht die in dieses Gebiet gehörenden Sätze der heberen 
Algebra herangezogen werden sollen, an die Auflösung der genannten 
Gleichungen an. Diese wird für die Gleichung jr* + «a-* -f fej + c = 
dnrch die Besolvento y* + 2(iy* + {a* — 4c)y' — fc* = bewirkt. Die 
Untersuchung der Wurzeln dieser Gleichung in Bezug auf ihre Realität 
und ihre VnreeidiPti läßt dann erat einen S[;hlaß auf die Wurzeln der 
biquadratischen Gleichungen zu. 

Es ist nun wünschenswert, eine Methode zur Verfügung zu haben, 
ilie ohne die Auflösung der biquadratischen Gleichungen und unabhängig 
von den Gleichungen dritten Grades direkt zum Ziele führt. 

Eine aolche Methode soll im folgenden gegeben werden. 

I. Betrachtung einiger für die Hauptuntersuchung wichtiger AuS' 
ilriicke. — Die reduzierte Gleichung vierten Grades mit reellen EoeK- 
zienten habe die Form 

j:* + «j' 4- 6x + c = 0. 

Ihre Wurzeln seien «, ß, y, 6. Diese vier Wurzeln drücke man durch 
vier andere Größen aus, indem man setzt: 

a = H-\- V, ß = u — V, y = s -\- w, S = z ~ w. 

'Ds. a -^ ß -\- y -\- Ö = % Bo istr = — w; man hat hat also: 

« = M + U, ß = V,~V, }' — —« + «', S ~ — u — w. 

Beachtet man, daß komplexe Wurzeln nnr paarweise und in kon- 
jugierter Form auftreten, so ist, wenn man vorkommenden Falls a 
and ß, bez. y und S als die konjugierten Wurzeln wählt, « feeS, 
während v und w reeU oder rein iinagitiär sein können. 

Durch diese Feststellungen gelangt man nun in einfacher Weise 
zur Erkenntnis der Beschaffenheit folgender Auadröcke; 

Für den Koeffizienten a von x* gÜt: 
(1) a = aß + ay + tt« + ßy + ßd + y6, 

2a = (« + ^ + y + d)» -- («» + |3» + / + -T^ = - («» + ß' + y' + d') 

folglich a = -(2«> + „' + „.). 



88 E. Eckhabdt: 

Sind Uy v, w reell, also aUe vier Wwrzdn a, /J, y, d reeU, so muß 
a negativ sein. 

Sind zwei oder vier Wurzeln imaginär, also t? = iv^, oder t? = ivi 

und t«; == tu^i, so kann a ^ sein. 

Der Fall ti = 0, t; = 0, m; = 0, in dem alle vier Wurzeln und also 
auch a, b, c zugleich verschwinden, kann ausgeschlossen werden. 

(2) g^ - 4c; c>0. 

Da c = a-ß-y-d = (u^ — v^-(u^ — w^), so wird 

a« - 4c - (2u^ + v^ + w^^ - 4(u> - t;«)(ti« - tc;«) 
= v* + w* - 2t?««;» + 8ti*t;* + iu^w^ 
= (t;* - m;*)« + 8ti»(t;» + w«).^) 

Diese Darstellung läßt erkennen, daß fOr reelle u, v, ter, also für 

vier reelle Wurzeln, , j ^ r. 

a* — 4c ^ 

ist. Es wird gleich Null, wenn t? = und w; = 0. 

Bei dem Vorhandensein imaginärer Wurzeln kann a* — 4c^0 sein. 

Ist aber a* — 4c < 0, so kann dies nur durch das Glied 8ti*(t?* + «?*) 
bewirkt werden, indem dasselbe durch v = iv^y oder v = iv^ und M? = f«?i 
negativ wird. Im Falle a* — 4c<0 müssen also zwei oder vier ima- 
ginäre Wurzeln vorhanden sein. 

(3) a" + 12c. 

a« + 12c = (2tt« + v« + w^^ + 12(ti« - i;^(t<« - w^ 

= 16 w* + t;* + «7* - Sti^t;* - 8m«m;« + 14t;*w* 
= (4ti« - r« - w;«)« + 12 vV«. 

Für vier reelle Wurzeln ist demnach a* + 12 c ^ 0. Es wird gleich 
Null z. B. für m; = und 4w* = v^ oder v = ± 2m. 

Bei wer imaginären Wurzeln muß immer a* + 12c > sein. Dies 
leuchtet ein, wenn man bedenkt, daß bei vier imaginären Wurzehi 
stets c > 0. 

Ist nur ein Wurzelpaar imaginär ^ so kann a» + 12c ^ sein. 

Wenn aber umgekehrt a* + 12c < ist, so kann dies nur durch 

ein komplexes Wurzelpaar bewirkt werden, denn a* + 12c wird nur 
dann negativ, wenn 12t;*M?* < ist; das letztere ist aber nur möglich, 
wenn entweder v = iv^ oder w = iw^ . 

1) Für 117 bQ erhält man die von H. Weber in seinem Lehrbuch der 
Algebra, 2. Aufl., Bd. 1, S. 277 angeführte Formel für a« — 4c. 
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3. Die Gleickungm mit vier reeUeii Wurzdn. — Den Änsganga- 
pnnkt der Untorsnchimg bilden die reduzierten Gleichungen vierten 
ßndes mit zwei gleiclien reellen Wurzeln r. 

Da der Koeffizient Yon j^ Null ist, ao mfissen die Wurzeln die 
Form haben 

r, r, — r + e, — r — c. 

Die Gleichung mit diesen Wnrzeln lautet: 

(x - r)-(x ~ r)-(x + r - e)-{x + r + e) = 
oder 

X* - (2r» + e*) ■ ar" + 2»-«« ■ x + r*(r' - e») = 0. 

Dieser Gleichung stelle man die zu untersuchende Gleichung mit 
reellen EoeMzienten 

X^ + ax' + bx + c = 

gegenüber und bestimme r nnd e so, daß 2r^ + e^ ^ — a, r'(r* — c*) =c 
■wird, b kann dann = 2re' sein. 

Mao erhält hierdurch aclit Wertepaare r und e: 

,^_, = l (_ a + Va» + i2c), ^,, = ^(- 2a - yä» + 12c) ; 

d* = i(-«-ya*+12f), t^.4 = i(-2a + l/^N^i2^. 

Von ihnen braucht man bloß die Verbindungen r^, e,; r,, e, u. s. f. 
an betrachten, da z. B. die Verbindung r, , c, sich von der Verbindung 
►", , ßj nur durch eine andere Anordnung der dritten und vierten Wurzel 
Unterscheidet, wie man aus c, = — p, sofort erkennt. 

Für den weiteren Gang der TJnterauehung kommt es nun darauf 
an, ob c = 0. 

a) c> 0. Da die reellen Koeffizienten von j^ -f «a:' + bx + c ^0 
tnit den Koeffizienten von z* — (2r* + e*)3:' -|- 2re*x + r*(r' — e*) = 
verglichen werden, so kann zwar e*$0 sein, von den Werten för r* 
in Nr. 2 ist dagegen nur der positive Wert zu wählen. 

Im Falle c > kommen daher nur die Wertepaare r^, e, und 
r,, e, in Betracht; denn nur bei ihnen sind r, und r, rceü. Da nach 
Nr. 1 beim Vorhandensein von vier reellen Wurzeln a < und 
a' — 4c>0, so sind auch e^ und e, reell. 

Die Wertepaare r^, e^ und r^, c, sind auszuscheiden, da r^ und r^ 
im agiler sind. 

Im Falle c > und a' — 4c > gibt es also für dieselben Werte 
von a nnd c immer nur zwei von einander verschiedene Gleichangen 
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Tierten Grades mit je einem gleichen und reellen Wonelpftare. Sie 

lauten: 

^ - (2f? + ej)x* + 2r,eix + ii(rj - ef) = 
und 

^ _ (2r| + ej)x» + 2r,^,x + r*(f^ - 4) =^ 0, 

oder mit Rüduicht auf Nr. 2: 

(1) jc^ + ax^ + 2r^^^z + c = 0; 

(2) a:* + ax* + 2r,4a: + c = 0. 

ffierin i«t 2rie« > 2r,4, da ej = 4, r, > und r, < 0. Die Gl. (1) 
wird ihrer Bildung gemäß befriedigt durch r^, r^, -" ^i + ^; ~ ^j + ^5 
die Gl. (2) durch r,, r,, — r, + 6^, ~" ''i ~ ^• 

Solange 2r^f\ <h < 2r^^^ ist und außerdem a < und a* — 4c>0, 
Aa/ d«€ Gl. 7^ + aa;* + 6a; + c = vier reeUe Wurzeln. 

Beweis: Infolge der Ungleichungen 2r^^<.b <.2r^e^ kann man, 
wenn A und ft positive reelle Größen sind, 

und auch 

b ^ 2r^e\ + /t 
setzen. 

Dadurch nimmt die linke Seite der 61. s^ + ax^ + hx + c^O die 

zwei identischen Formen an: 

f{x) = [ar* + ax^ + 2r^^x + c] — X-x, 
f{x) = [ic* + aa;* + 2r^(\x + c] + ft • a:. 

Die eckigen Klammem stellen die linken Seiten der Gl. (1) u. (2) 
dar, mit den Wurzeln r^, r^, — ^i + ^i, — ^i — ^i und r,, r,, —^2 + ^? 
— Tj — e,. Da r, negativ ^ r^ positiv ist, so gilt: 

m) = c ••• + 

/•(+oo)= ...+ 

Im reellen Intervall — 00 • — \- 00 hat also die linke Seite der 
biquadratischen Gleichung vier Zeichenwechsel, und folglich hat die 
Gleichung selbst vier reelle Wurzeln. 

b) c < 0, a < 0. — Da die Bedingung a* — 4c > jetzt immer 

erfüllt ist, so sind, wenn noch 

a* + 12c > 0, 
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alle vier Wertepaare ri, e,; r„ c,; r,, ^; r,, e^ rceü. Daß d* + 12c 
bei vier reellen Wnrzeln immer positiv sein muß, ist in Nr. 1 gezeigt. 
Im Falle c < Ü gibt es also vier von einander verchiedene 
Gleichungen vierten Gradee mit je einem reellen imd gleichen Wurzel- 
paare. Sie lanten: 



(1,) 


i" 


(!.■) 


if 


ond 




(ä.) 


!< 


(2.) 


X^ 



- (2rJ + ej)j;» + 2riej3: + rj(r» - 



-0, 



- (2^ + <1)-c* + 2r,e»jr + »-»{rä - 4) = 

Die Gleichungen (2,) nnd {2^ unter scheiden aich von (1,) mid 
(1,) Dur durch das entgegengesetzte Zeichen des Koeffizienten von x. 

Die Wnrzeln von {2j) und (2j) sind also gleich denen von (Ij) 
und (Ij) mit entgegengesetztem Zeichen; denn (2j) nnd (2j) gehen in 
(1,) und (lg) über, wenn man x durch ~x ersetzt. Man braucht 
demnach nur die Gl. (1,) und (Ij) zu betrachten. Da die Koeffizienten 
von x^ und das absolute Glied nach Nr. 3 ihrer Bestimmung gemäß 
gleich a bez. c sind, so kann man schreiben; 

(1,) x' + ax*+ 2rjef=c + c - 0, I 

(Ij) X* + «x' + 2r^4x + c = 0. 

In diesen Gleichungen sind r, und r^ größer als Null. 

Durch wirkliches Ausrechnen von (2rje*)* und {Sr^^* findet man: 

27 ■ (2r,e;)* = - 2o» + 72ac + 2(]/a» + 12c)', 
27 ■ {2r,4)* = - 2a* + 72oc - 2(l/a»+ 12c)*. 

Da Ya* + 12c nur mit seinem absoluten Werte auftritt (s. Nr. 2), so 
ei^bt sich ans den vorstehenden Ausdrücken, daß zwischen den positiven 
Größen 2r,^^ und 2rje| die Beziehung besteht: 
2r,eJ>2r3^. 
Wie unter Nr. 2, a) kann man nun sagen: 

Die Gleichung x^ + ax^ + 6a: -|- c = hat bei negativem a and c 
so lange vier verschiedene reelle Wurzeln, als 
2r,e|<6<2ri^ 



ist. 



In der letzten Bedingung ist die Forderung a' + 
Nr, 1 einbegriffen. 

Der Beweis der Behauptung ist derselbe wie bei 
Nr. 2, a). 



12c >0 aus 

c > unter 



Die Intervalle für die Zeichen Wechsel eind: 

- oo ■ ■ . [- r, \-r^ 1- oc- 

Ih'e hwrher gehörigen vier GleickutigeK mit moei gleichen Warzdn: 
Ordnet man die Wurzeln der Gleichungen (1,) und (Ij) der GröB» 
nach, ao findet man, daß die Wurzeln von (l^) mit denen von (1^) ab- 
wechseln, und zwar ist: 



s + e, > r, > fj > - 



, + e 



-h>- 



-- -t- 2rtfif, Bo bat die Gleichung (1,) oder 



I zu G] 



+ 
Iflt nun c < 0, a < 0, ft 
3^ + ax* + 2r^^z + c = die vier reellen Wurzeln 

+ »-.- +'-1, +(-*-i + Ci)i -('■t + '-iJ- 
Wenn dagegen e<0, «< 0,6=4' Sfjt^ , so sind die Wurzeln von 
(Ij) oder x* + ax' + 2rje» + c - 0: 

-i-(-r, + e^), +r„ + r,; -(n + e,). 

Die Verschiedenheit in den Wurzeln der zwei Gleichungen (Ij) 
und (Ij) tritt unmittelbar hervor: 

In der Gleichung {\^) sind die gleichen posiüven Wttreeln eitudm 
größer als die dritte positive Wxtred, hei der Ghtchimg (Ij) ist diet 
umgekehrt. 

Analog findet man, daß in der Gleichung (2,) die zwei gleichen 
negativen Wurzeln einzeln kleiner sind als die dritte negative WurzaL 

Bei (2j) ist es wieder uiugekehrt. 

Der Fall, in dem die Gleichungen (1,) und (1,) bez. (2,) und (2,) 
je in «>i£ Gleichung zusammenfallen, liefert die zwei Gleichungen mit 
je drei gleichen Wurzeln. Er wird in Nr. 5 erledigt. 

Zu Nr. 2, a); c> 0, g<0, <t'-4c>0. 

Ist 6 — Sr^eJ, so hat die Gleichung (1) die Wurzeln: 

— r^ + e,, — »"i — e,. Die zwei ersten sind positiv, die zwei letzten 
negativ. 

Ist b = 2rjt^, so ist das gleiche Wurzelpaar r, negativ, die anderen 
zwei Wnrzeln sind positiv. 

Der GrenzfaU c =» ist in Nr. 9 behandelt. 

3. Die Gleichungen vierten Grades mit vier imaginären WurMtkL 

— Auch der Untersuchung dieser Gleichungen werden wie in Nr. 8' 
die Gleichungen vierten Grades mit zwei gleichen reellen Wurzela 
zu Grunde gelegt. Sie sind in der Form 

£^-(21^+ e')x'- + 2re*z + r»(r* - e*} = 
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enthalten. Durch die Yergleichung der Koeffizienten dieser Gleichung 
mit den reeUen Koeffizienten von 

X*' + ax^ + bx + c = 

ergibt sich wieder wie in Nr. 2, daß r immer reell sein muß. Sind 
nun yier imaginäre Wurzeln Yorhanden, so sind je zwei derselben kon- 
jugiert imaginär, ihr Produkt a- ß-y-S ^ c ist also größer als Null. 
Demnach sind die Wertepaare r^ und r^ imaginär. Von den Ghrößen r 
dürfen also nur die Werte r^ und r, genommen werden. 

Wahrend nun bei vier reellen Wurzeln infolge der Beziehungen 
a < und a* — 4c > notwendig Ci,2 > ist, muß bei vier imaginären 

Wurzeln , ^ ^ 

gi,«<0 

sein. Dies ist nach dem Werte von f^^ m Nr. 3 sofort klar, wenn 

a ^ 0. Ist aber a< 0, so ist zu zeigen, daß — 2a — • l/a* + 12c < 0, 

oder auch a* — 4c < 0. 

Zum Beweise setze man in den Ausdrücken f&r a und a' — 4c in 
Nr. 1 17 » iv^ und w = iw^. Dann folgt aus 

a < 0, daß %\ + w\< 2u^ oder 4(t;f + wj) < 8mI 

Mit Rücksicht hierauf ergibt sich dann: 
a* - 4c = (- t;f + «;«)* - ^u\v[ + wX) < (- vJ + «^)*-4(t;J + «7f)«<0. 
Bei vier imaginären Wurzeln ist also jetzt im Gegensatz zu 

da r^ > 0, r, < 0, cf = 4 < 0. 

Die in Nr. 2, a) aufgeführten Gleichungen wechseln also gleichsam 
ihre Stelle, und man hat 

(2) oi^ + ax^ + 2rjC|a: + c = 0, 

(1) a:* + aa:* + 2riCfa: + c=-0. 

Solange nun a > 0, oder a < und dann eugleick a* — 4c < 0, 
und femer 2r^ ^ < 6 < 2r, c| ist^ hat die Gleichung 

f{x) ^a^ + ax* + bx + c^O 

vier imaginäre Wurzdn. 

Analog dem Beweise in Nr. 2, a) ist nämlich jetzt: 

f{x) = [a:* + ax^ + 2r^^^x + c\ + lx 
und auch 

f{x) = [a?* + öiP* + 2r, 4 + c] — ybx. 



Nach den in dem erwähnten Beweise gegebenen Wurzeln der gleicb i 

Null gesetzten Klamm ereoBdrücke gilt mithin: 



«-■») - 


■■+. 


f(r,<0)--i,r. 


••+, 


t(0) -c 


■■+, 


l(r,>0)-ir 


■■+, 


/■(+«>) - 


■•+. 



Durch die Umstellung der Gl, (1) und (2), hervorgerufen durch ef, s < 0^ 
fallen also die Zeichenwechsel in Nr. 2, ä) fort. 
Daß auch innerhalb der Intervalle 

— oo . . . r, . . . . 



nicht etwa ein doppelter Zeichen Wechsel 

zeigt werden: 

Da ^i'= — \fi\ luid e| = 
schreiben: 



d 



irkommt^ kann wie folgt g6~ 
, BD läßt sich die Bedingung für k 

oder, wenn 

_l<f<+l, J = £-|2r,ef|. 

Die zu untersuchende Funktion lautet dann: 

/" («) = a:* + aa* -I- E - 1 2 f , ^ I ■ a; + c. 

Für £ — + 1 stellt f(x) = die GL (1) dar, also nach Nr. 2, a) eine 
Gleichung 4. Grades f^ (z) ^ mit zwei gleichen reellen Wurzeln r^. 
Die anderen Wurzeln — r^-i- e^ und — »"i — e, sind hier im^inar, 
da ej < 0. Man hat also: 

f,ix)^a^ + ax* + \2r^e\\-x + c-(x- r,)' ■ [(x + r,)' + | e, j»] . 

Ebenso ist fQr £ 1 

Drückt man f(x) durch f,{x) und [^{x) aus, so erhält man f&r 
f{x) die beiden Formen: 

(3) f(')'fd') + \^',<l-i'-l)-':, 

(4) a,) = f,{^) + \2r,e;\.li + l)-z. 

Nun ist aber aus der Darstellung von fi(x) und (^{x) zu ersehen, 
daß diese zwei Funktionen für aUe reeUen Werte von x größer als 2fuU 
sind, und daß sie nur fUr x — r^ bezw. — r^ verschwinden. 



4 




iden. ■ 






Ableitang der Realitötabedingnngen ete, 

Ana der Form (3) yon f(x) folgt daher, daß f{x) > sein muß 
f3r oKf n^gaüven reellen x, solange £ < + 1 , und aus der Form (4) 
ist erBichtlich, daß f{x) anch för aUe positiven reellen x größer als 
Kttll ist, wenn , , , , 

— 1 <£ <+ 1. 

Unter den lur vier ima^rtäre Wurzdn gegebenen Bedingungen, 
deren letztere in der Form 

fc = f|2rie»|, -1<E<+1 

gescbzieben wnrde, bleibt also f{x) im ganzen reellen Intervall der x 
größer ais NvU. Die Gleidrang f{x) = hat mithin keine reelle 
ffnrzel. 

Es möge noch darauf hingewiesen werden, daß b nicht mit den 
Grenzwerten 2r^el, * = -(- 1, und 2r,cf, e — ~\, zusammenfallen darf, 
iJa diesen Werten ja die Gleichungen (1) und (2) mit den zwei reellen 
'^'««»■/rfn r, , r, nnd r^, r, entsprechen. Man vergleiche hierzu die 
Ta.l>«Ue in Nr. 10. 

4. Die Gleiehuvgai vierten Grades mit zwei reellen und ewei tma- 
jn'w«freH Wurieln. — Die Gleichung X^ + ax^ + 6i + f = hat zwei 
reelle und zwei imaginäre Wurzeln in allen den Fällen, wo h außerlialb 
il^'" in Nr. 2, a) und b) nnd in Nr. 3 angegebenen Intervalle liegt 
ond die übrigen Bedingungen für a, c und o' — 4c dicsdben sind. 
Hierbei zahlen in Nr. 3 die Grenzwerte 2rj^e\ und 2r, ^ zu dem Ge- 
biete außerhalb. 

Der Beweis für die eben aufgestellte Behauptung wird ebenso ge- 
fäiu-t wie in Nr. 2 und Nr. 3. Die Größen A und (i haben jetzt das- 
^dhc Zeichen. Hierdurch verschwinden in Nr. 2, a) und b) ewei Zeichen- 
wecliBel, während in Nr. 3 zwei hinzukommen. 

Daß auch innerhalb der einzelnen Intervalle nicht etwa noch ein 
doppelter Zeichenwechsel vorkommt, läßt sich wie in Nr. S zeigen. 

Betrachtet man z. B. den hierher gehörenden Fall aus Nr. 3, in 
nena 6^2r(^ oder b = e ■ \2r,e\\, «^1, so folgt aas der dort ge- 
geoenen Darstellung von 

nx)^f,{x)-i-i2r,^,\-ie + l)x, 
^aß f{x)>0 für x = h oo. f{x) = hat also keine positive 

Da /",(+ r,) = /"s(— Ti) — 0, so ergibt sich weiter 
/■(-'■.)=-|2»-,^|-(« + l)-r,<0, 
und da /■(— oo) > 0, 80 muß die negative Achse der x zwei- oder 
viermal von f(x) geschnitten sein. Das letztere ist aber nicht möglich, 



da wegen a + ß-\-y + ö~(i niclit vier negative Wurzeln Torhanden 
Hein können. f{x) = hat demnach nur zwei reelle negative Wnrzeht 

Ist C>0 und a' + 12c <0, so wurde schon in Nr, 1 gezeigt 
daß dann imfner zwei reelle und zwei kompleie Wurzeln existieret. 

5. Gremfall a < und a? + 12<- = 0. — Da wegen a' + 12c =■ 
die Größe c < sein muß, so gehört der vorstehende Grenzfall 
Nr. 2, h). Aus den Werten für r und e in Nr. 2 folgt, daß jetzt 
i\ = r^ und ej = e| , mithin Sr^ cj — 2rj ^ . 

Das Intervall fiir positive b in Nr. 2, b), för welches vier ree 
Wurzeln vorhanden sind, reduziert sich also auf den einett Wert 

Da dassdhe für negative b gilt, so gibt es in dem vorUegendea 
Grenzfalle nur zwei Gleichungen mit vier reeßen Wurzeln. Sie lautem.' 

a^ + ax*+'2c, ef;r + c = 0, X* + ax^ + Sr^ejar + 6 = 0. 
Ihre Wurzeln sind nach Nr. 2 

r, , rj , — »■] + e, , — J"i ^ Ci ; r, , r, , — »"j + ^i , — *"» — «i 



80 nehmen sie die 



■-V- 



-.^y- 



Da ; 

Werte an 

±y^, ±1/^, ±1^1; ^l/~f- 

Ist also a'+12c = 0, o<0 wnrf 

& = ±2rieJ = ^2]/- |.^ oder 8a'' + 276' = 0, 

so Aai die Gleichung drei gleiche reelle Wurzeln.') 

Fällt b nicht mit ± 2r, ßj zusammen, oder ist a> 0, so wird di< 

Gleichung durch zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln be&iedigfc. 

Siehe Nr. 8, a). 

6. Grenefaü o' — 4c = und a < 0. — Man betrachte Um aJit 

zu Nr. 2, a) gehörig. Da cj = »^ = 0, so reduziert sich wie in 6 dat 

Intervall ffir h mit vier reellen Wurzeln auf den eineti Punkt 6 = 0. 

Es ist also bei gegebenem u und c nur eine einsige Gleichung mit vier 

reellen Wurzeln vorhanden: 

a:* + «J;* + c = 0. 

Ihre Wurzeb sind wegen 6 = 2r, cj = 0, ßj = nach Nr. 2, a) 

fi, j-, , — r, + 0, — rj~0. 
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/ und 

.iiiuäre 

'1 die 



iid zwei 

urzel nach 
st. Ebenso 

- 2a -T (i '. 



fl) oder ?'« zu 

= d;is$elbe 

man von der 

7 AJ liJfHft iiVfi" 
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Weim man a ^ — a^ setzt, ao wird rf, a = - 
Bedingungen lauten dann: 



fl < nnd 



-'-fVli 



(2) 



i < und 6 > V 



''Y^, oder 4o»-27t". 



oder fe< 



a^ + 03: + 6 = hat nnr eine reelle Wurzel. 

(3) a — 0, ft ^ 0. — Die Großen r und e verschwinden. Da» 
Interrall für vier reelle Wnraeln in Nr, 2, a) reduziert sieh alao anf 
den einen Wert b ^0. Da mm hier h^O, so muß die Gleichung 
X* + bx — zwei reelle Wurzeln haben, oder die Gleichung z' -\- b = 
hat eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln, 

(4) o>0 . — Die Ableitung erfolgt aus Nr. 3. Wegen 

rU-l{-a + \a\)^0 

fällt das Intervall für vier imaginäre Wurzeln fort, denn die Grenz- I 
werte 2ri,9-Ci,s sind auszuschließen. Die Gleichung x^ -i- ax^ -{- bx ^-0 ' 
hat also immer zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln und folglich 
die Gleichung x' 4- aa; -(- fc = bei m > nur eine reelle Wurzel. 

10. UlierstpJU über die gewomtetien Eesultate. — ■ Durch die bei- 
gefügte Tabelle für ein beliebiges a nnd c und ein von — iX) bis + co 
gehendes 6 erhält man einen klaren Überblick über die jeweilige Be- 
schaffenheit der Wurzeln der vorliegenden biquadratischen Gleichung, 
in ihr ist nach Nr. 2, wenn zur Abkürzung w = j/u' -f 12c gesetzt 

wird: , 

n, i — ± y\{-a-\- w) , el, i — J ■ (- 2a — w) ; 

»■«.« = ±141^ «-«■)> 4* = i(-2« + «^)- 
Die Querstriche deuten Gleichui^en mit zwei gleichen reellen Wurzeln an. 

Zu I. Zieht sich die ausgezogene Strecke in einen Punkt zn- 
sammen, so ist nur noch eine Gleichung mit vier reellen Wurzeln vor- 
handen. Sie hat zwei Paare gleicher Wurzeln, 

Zu n. 1) Ziehen sich die zwei ausgezogenen Strecken in je einm 
Punkt zusammen, so entsprechen diese zwei Punkte je einer Gleichung 
mit drei gleichen Wurzeln. 

2) Ziehen sich die eben erwähnten zwei Punkte zu einem einziges 
zusammen, so stellt dieser Punkt eine Gleichung mit vier gldchetl j 
Wurzeln Null dar. Dieser Fall tritt ein für a = 0, 6=-0, «-=0. 

Zu III. 1) Die Querstriche gehören nach Nr. 3 zu dem Gebiet 
mit nur zwei reellen Wurzeln. 




Ableitung der Bealitätsbedingungen etc. 
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2) Die Mitte der ausgezogenen Strecke entspricht einer Gleichung 
mit zwei Paaren gleicher rein imaginärer Wurzeln. 

3) Ziehen sich die zwei Querstriche in einen zusammen^ so fällt 
das Intervall für vier imaginäre Wurzeln weg. Dieser Fall tritt ein 
f&r a* — 4c = 0, a<0 und 6 = 0. Der Gleichung genügen zwei Paare 
gleicher und reeller Wurzeln. 



I. 


n. 


m. 

c>0 und 1) a>0 


IV. 


a<0, c>0, 
0»— 4c>0. 


, a<0, c<0, 
a*+12c>0. 

1 


und a' — 4c^0, 

oder 2) a<;0 und 
a»— 4c<0. 


a*+12c<0. 


+ oot 


= 2 reelle 

* w. 


+ c»t 


+ oot 


,2 reelle 


,2 reelle 
* W. 




* W. 


■ 






+ 2r,4- 


4 reelle 






1 
1 




b 


w. 


+ 2r,4- 


« 




1 










\ 2 reelle 


b 


4 reelle 

w. 


■ 2 reelle 

t W. 

j 


6 


4 imag. 

w. 


und 

2 imag. 

W. 






1 










- s»-.«! - 




i 
b 


4 reelle 
W. 


- 2r,cf - 






: 
1 

' 2 reelle 
^ W. 


- ^r,i» - 




[ 2 reelle 




^ 2 reelle 
] W. 


* W. 

i 
j 


i 


•-oo| 








— oo 
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Homburg v. d. H., im August 1902. 
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über die Einfüliruiig des Imaginären. 

Von M. Pasch in Gießen. 

Um das Rechnen mit den sogenannten imaginären Zahlen ; 
gründen, geht man mit W. R. Hamilton von Panren reeller Zahlen! 
anB.') Dabei sind aber, soviel ich sehen kann, einzelne Punkt« noch! 
nicht mit der wünschenswerten Schärfe zur Geltung gebracht wordem. 1 
Diese Punkte hervortreten zu lassen, ist die Absiebt der folgenden | 
Darstellung. 

1, — Vorauszusetzen sind die endlichen reellen Zahlen and diel 
Sätze über den Gegensatz von „kleiner" und „größer", über Summe uiidl 
Differenz, über Produkt und Quotient. Die Sätze über Summe uud'l 
Produkt kann man, soweit sie von jenem Gegensatz frei sind, in die 1 
nachstehenden zusammenfassen, wenn man mit p, q, r beliebige Zahlen 1 
bezeichnet. 

1. Jede Zahl kann man zu jeder Zahl addieren. 

2. Es ist p-\- q-^q + p, 

3. Es ist jj + 2 + r = jj + (2 + r). 

4. Es ist p + = p. 
f>. Ist p + 5 = p, SO ist s = 0. 

6. Es gibt eine Zahl s derart, i 

7. Jede Zahl kann man mit jeder 

5. Es ist pq = qp. 
9. Es ist pqr = p(gr). 

10. Es ist (p + <l)*' = pr + '/»"■ 

11. Es ist j) ■ 1 =p. 

12. Ist ps == 0, p + 0, so ist : 

13. Ist p 4= 0, so gibt es eine Zahl s derart, daß ps = g wird. 
Aus diesen Sätzen ergeben sich die über Differenz und Quotient, wob^l 

die Division mit Null ausgeschlossen bleibt. Nimmt man die Sätsef 
hinzu, in denen der Gegensatz von „kleiner" und „größer" eine Rolh 
spielt, so ergibt sich weiter die Möglichkeit der Quadratwurzel ; 
jeder positiven Zahl, sowie die Tatsache, daß Summe, Differenz, Produ] 
und Quotient zweier Zahlen sich beliebig wenig ändern, wenn i 
diese beide Zahlen durch beliebige, ihnen hinreichend nahe gelegonsj 
ersetzt. 



i p -\- s — q wird. !'■ 

- Zahl multiplizieren. 



= 0. 



1) Wogen der Literatur darf auf den Artikel von Herrn Stndj über di*l 
komplexen GiSSea in der Encjklopädie der mathematiachen Wisaenechaften, Band 1 M 
Heft a (IB99), Terwiesen werden. 




2. — Wir erweitern die Anwendung des Wortes „Zahl" über das 
bisherige Gebiet hinaus, indem wir auch jede Folge a b von zwei un- 
gleichen oder gleichen Zahlen des bisherigen Gebietes, deren zweite von 
Null Terschieden ist, eine Zahl nennen, und zwar eine binäre Zahl 
im Gegensatz zu den bisherigen, die primäre Zahlen heißen mögen, 
Znr Erleichterung der Darstellung beatininien wir, daß jede primäre 
Zahl a auch in der Form «0 als „uneigentlich binäre Zahl" ge- 
Bchrieben werden darf, und haben alsdann eigentlich und uneigentlich 
binäre Zahlen zu nnterscheiden. 

Jede — eigentlich oder uneigentlich — binäre Zahl a\b hat eine 
„erste Koordinate" a und eine „zweite Koordinate" b. 

Im Gebiet der binären Zahlen sollen nun unter den Namen: Summe, 
Differenz, Produkt und Quotieut, Begriffe eingeführt werden, die sich 
Heu im primären Gebiet bestehenden anschließen, und zwar fordern wir: 

A. Die vier Grundrechnungen sollen, auf primäre Zahlen ange- 
wendet, mit den fiir diese bestehenden zusammenfallen. 

B. Die in § 1 aufgeführten Sätze 1 — 13 sollen gültig bleiben. 

C. Die Koortünaten von Summe, Differenz, Produkt und Quotient 
zweier Zahlen sollen sich beliebig wenig ändern, wenn mau die Koor- 
dinaten dieser beiden Zahlen durch beliebige, ihnen hinreichend nahe 
gelegene ersetzt. 

3. — Das Gebiet der binären Zahlen ab kann durch eine lineare 
ganze Substitution auf sich -selbst abgebildet werden. Um zu bewirken, 
daß Null und Eins in sich selbst übergehen, muß man sich auf Sub- 
stitutionen von der Form 

a' = a + ab, i' = /Jd mit j! 4- 
beschränken, so daß alsdann überhaupt jede primäre Zahl in sich selbst 
übergeht. Die eigentlich binäre Zahl Ol geht in «|^ über. 

Die für die Grundrechnungen aufgestellte Gruppe von Forderungen 
ist gegenüber einer solchen Substitution invariant, d. h.: Wenn u als 
Summe nnd v als Produkt der Zahlen p und n den Forderungen 
gemäß eingeführt sind und die den Zahlen p, q, u, v durch die 
Substitution zugeordneten Zahlen mit p' , q' , u' , v' bezeichnet 
werden, so hängen u' und v' von p' und q' derart ab, daß sie jenen 
Forderungen gemäß als Summe und Produkt von p' und q' eingeführt 
werden dürfen. 

4. — Man kann sich zunächst darauf beschränken, die in § 3 aof- 
gestellten Forderungen nur insoweit zu erfüllen, als sie sich auf die 
Summe beziehen, so daß die Sätze 7—13 in § 1 noch außer Betracht 
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104 M. Pasch; 

Daim liegt es nahe, die Summe in der üblichen Weise durch die 
Formel 

oji + c|d = a + c I b + d 

zu definieren. Diese fahrt zu der Zerlegung: 

a]b^a + 0\b, 
sowie zu der Definition 

a\b-c\d = a-c \ b-d 
fiir die Differenz. Insbesondere wird 

— (i|J = — a|— fc. 
Man bezeichnet die Zahlen «|fe und — a|— b auch mit 

+ (o|6), -(«|6) 
und nennt sie entgegengesetzte Zahlen, wie im primären Qebiet. 

Hiermit ist aber die Aufgabe nicht erschöpft, vielmehr muB man 
fragen, ob es nicht noch andre Definitionen der Summe gibt, die unsre 
Forderungen erfüllen. Diese wichtige Frage ist meines Wissens nur 
in der Äbhandlimg des Herrn Schur: Zur Theorie der aus n Hanpt- 
einheiteu gebildeten komplexen Zahlen, Math. Annalen 33, 1887 be- 
handelt worden. Herr Wellstein hatte die Güte, mich auf diese Ab- 
handlung, sowie auf die ebenfalls hier in Betracht kommende von 
Herrn H. We b er: Die allgemeinen Grundlagen der Galoisaehen Gleichungs- 
theorie, Math. Annaleu 43, 1S93 aufmerksam zu machen. 

5. — Bleibt man bei der obigen Definition der Summe stehen, , 
so ist über das Produkt aus einer primären und einer binären Zahl _ 
entschieden. Denn zunächst ergibt sich für jede natürliche Zahl m: 

m-a\b = (1 -i-l + ---)-a\b = a\b + a\b + ma\mb . 

Ist auch n eine natürliche Zahl und 

j^-a\h = a\ß, 
so muß werden: 

nu\}iß = n- aß = n\— ■ ajfcl = m • a\b = nia\mb , 

na = MO, nß = mb, - ■a\h = —a\—b, 

(-^).«i),_(o-g-ä|!, — {i-«]i)--y\~ 

Wird hiernach für jede rationale Zahl c, auch die Null: 

«|6 ■ c = ac\bc, 

BD folgt die Gültigkeit dieser Formel für irrationale c aas der in § 3 aiitear~ 
C ausgesprochenen Forderung. 
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Nanmehr kann jede binäre Zahl, deren erste Koordinate verschwindet, 
etwa Ob, als das Produkt aus der primären Zahl 6 in die eigentlich 
binäre Zahl 0|1 dargestellt werden. Bezeichnet man 0|1 mit i, so 
wird 

0\b =^ hl und allgemein: fl.|fc = a + hi . 

6. — Für das Weitere wichtig ist das Quadrat der Zahl /. Die 
noch zu suchende Definition des Produkte soll auf beliebige Faktoren 
anwendbar sein, also auch auf zwei Faktoren, die gleich t sind; das 
Ergebnis für diesen Fall werde mit l\m bezeichnet, also: 

Die Zahlen l, m sind der bekannten Bedingong 

unterworfen. Wäre nämlich ( 4- -j- ^ 0, so ^be es (siehe g 1 am 
SäsIiIuB) eine primäre Zahl ;* derart, daß ^' = Z -f und mithin 

fol^hch müßte dann die eigentlich binäre Zahl i einer der primären 
ZÄlilen ^±fi gleich sein. 

7. — Wenn es möglich ist, immer unter Festhaltung der in § 4 
g^^ihlten Definition der Summe, das Produkt beliebiger binärer Zahlen 
^vi definieren, so muB werden: 

a\h ■ c\d = (b + 6)) (c + di) = nc + {ad + fec) j" + hdi* 

= ac + hdl + {ad + ic + bdm)i . 

umgekehrt: Definiert man Summe und Produkt durch die Formeln: 

dp + c\d = a + c I b + d 

a\b ■ c\d = ac+ bdl\ad -\-bc + hdm, 

■""•^ l und m beliebige, nur der Bedingung 

l + ^-<0 

Unterworfene Konstanten sind, so werden dadurch die in § 2 aufgestellten 
Forderungen sämtlich erfüllt. 

Von den zur Prüfung dieser Behauptung erforderlichen Beweisen 
^5gen nur die für die Sätze 12 und 13 des § 1 hier ausgeführt werden. 
Schreibt man: 

a\b ■ c\d = c\f, 



106 M. Pasch: 

80 wird: 

ac + hdl = 6, arf + 6c + 6dm = /*, 

a (c* + cdm — cPl) = C6 + dem — dß, 

6(c* + crfw — d^t) =» c/*— de, 

c« + cdm - d«Z = (c + d J)* - ^ (^ + x) • 
Hieraus folgt für den Fall, daß e\f^O und al6 + ist: 

(«+■'?)'-''('+"-)-». 

und mithin 

c = d = , d. i.: c|d = 0. 

Für den Fall, daß Cjd4=0 ist, folgt dagegen: 

{c+d^y-d>(i+^>o, 

ce-\-dem — dfl , cf — de 

" — c^^cdm — dU ^ ^ " c^-fcdm^^d^l ' 

8. — Wendet man die in § 3 aufgestellte lineare Substitution 

a' = a + a6, 6' = /36 mit ß + 0, 

durch die — wenn man die eigentlich binäre, Ton t yerschiedene Zahl 
aß mit j bezeichnet — die Zahlen 0, 1, i in 0, 1, j übergehen, auf 
die in § 7 definierten Rechnungen an, so ergibt sich zunächst, daß die 
Definition der Summe sich nicht ändert, ebensowenig die des Produkts 
aus einer primären und einer binären Zahl. Dagegen ändert sich im 
allgemeinen das Produkt aus beliebigen Zahlen. 

Die neue Multiplikation werde von der bisherigen durch Anwendung 
des Zeichens X unterschieden und für i X i die Bezeichnung L\M ein- 
geführt. Dann ist 

j =* « + /3i = a + /} X i, a + 6j = rt' + 6'*, 

a\b' X cY = («' + b'x X (c' + d' X /) 

= ac' + 6'd'i + {ad' + 6V + h'd'M)i, 

j Xj = «^ + ß'L + (2«/3 + ß^M)L 

Da j X / nach § 3 die der Zahl i^ = l m durch die Substitution zuge- 
ordnete Zahl bedeutet, so folgt: 

a^+ß^L^t + am, :2aß + ß^M = ßm 
zur Bestimmung Ton L und M, wodurch 



^b«r die EinfQhroB^ äet loMgin&mi, 
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wini Soll nan ^ X i mit t ■ i, A. i. L\M mit l\m zueammenfalleii, 
80 mnß /S* = 1, K* = ff r» werden, mithin ^ =- — 1, a — m, oder j = «i — i. 
Knr für eine solche Substitution bleibt die Definition des Prodakts aus 
beliebigen Zahlen ungeändert. 

Die Definition des Produkts wird am einfachsten, wenn man 



^0, U 



- 1 , also i 



- 1 



uuiimmt. Um den allgemeinen Fall auf diesen durch lineare Sub- 
RÜtntion zurückzuführen, d. h. i x i ^ — 1 zu machen, mnB man 
irnUen : 

In jedem Falle wird für diese Werte von a und ß; 

Sa = m, a* + ß* = -l, (i — a)» + /3* = 0, (^ " 



-1. 



9. — Wir haben im primären Gebiet die rationalen und die 
irrationalen Zahlen vorausgesetzt. WiU man sich auf die rationaJen 
Zahlen beschränken, so kann man ebenfalls zu dem in § 7 ausge- 
sprochenen Ergebnis gelangen. Die Betrachtimg muß jedoch dann teil- 
weise geändert werden, weil die in § 6 benutzte Zahl /t nicht rational 
'^ sein braucht. Unter den sonst in § 6 und 7 geltenden Voraus- 
setzuBgen ist für jedes a: 

(»-" + 0(« + f-4 = «--('-O' = "'-(' + ?)^ 

''»re / + "7" ä 0, Bo könnte man durch Variieren von o die rechte Seite 
der Null beliebig nahe bringen, während links in keinem der Faktoren 
™*de Koordinaten der Null beliebig nahe kommen. 

1(1. — Unter den eben erwähnten Voraussetsiungen gibt es (§ 8 
•"^ Schluß) im biuären Gebiet Zahlen, deren Quadrat eine negative 
primäre Zahl ist. 

Man könnte nun zu den in g 3 mit A, B, C bezeichneten For- 
"^•"migen die folgende hinzufügen: 

D. Ks soll eine Zahl geben, deren Quadrat eine negative primäre 

^M ist 

**Wj kann man bei Festhaltung der in § 4 gewählten Definition der 
^tnmo und der Bezeichnung »* = i + ini die Bedingimg 
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ohne Voraussetzung irrationaler Zahlen noch auf anderem Wege ab- 
leiten. Soll nämlich daß Quadrat von a + hi eine negative Zahl 
— l werden, so muß sein: 

6 + 0, a* + bH + X = 0, 2«6 + 6'»i==0, 

a = -^-^, 6=(i + '"4-) + A = 0, i + '^ = _l. 

11. — In § 4 wurde die Frage nach der Gesamtheit allw 
Definitionen der Summe, die den Forderungen A, B und C ge- 
nügen, dadurch eingeeclirünkt, daß die Sätze 7^13 in § 1 noch 
außer Betracht blieben. Man muß aber die Frage auch so etellen^ 
daß die Multiplikation mit berücksichtigt wird Endlich wäre zu unter- 
suchen, welchen Einfluß es hat, wenn man zu Ä, B, C die Forderung D 
hinzunimmt. 

Wenn man sich nicht auf rationale Zahlen beschränkt, so 1 
man die Forderung D dahin fassen, daß es eine Zahl J geben boU, 
deren Quadrat — 1 ist. Das binäre Gebiet muß dann alle (im gewöhn- 
lichen Sinn) komplexen Zahlen, d. h. die Zahlen von der Form a -f- &J[ 
wo a und b primäre Zahlen sind, enthalten, so daß wir etwa 

a + bJ=a'\b' 

setzen dUrfen; a und b sind dabei durch a -\- bj eindeutig bestimmfc. 
Daraus folgt aber noch nicht, daß umgekehrt zu jeder beliebiges 
binären Zahl a' \ b' eine ihr gleiche kompleie Zahl gehört. Vielmehr 
bleibt zu untersiichen, ob das Gebiet der binären Zahlen sich mit dem 
der komplexen Zahlen notwendig deckt. 

12. — Wie hier Folgen von je zwei primären Zahlen betrachtete 
wurden, können auch Folgen von je drei oder mehr primären Zahlen 
betrachtet werden. Für diese hat man bewiesen, daß den Forderungea 
des § 3 nicht vollständig genügt werden kann. Der Beweis setzt abet 
diejenige Summ ende finitiou voraus, bei der die Koordinaten der Summ« 
durch Addition der Koordinaten der Summanden erhalten werden. Auol 
hier würde erst durch eine erschöpfende Untersuchung über die Defi-K 
nition der Summe volle Allgemeinheit erreicht werden. 

Gießen, August 1903. 




Mai Brenn: Zur G««ehiehte äer refiiilBren Stempolyeder. 

Zar Geschichte der regulären Sternpolyeder. 

Von Max Simon in Straßburg. 

Poinsot liat in dem Memoire lu ä la prem. claaae Je l'Inatitut 
24 juillet 1809 die vier regulären Sternpolyeder angegeben, ohne zu 
wissen, daß das 20eckige Stern zwo Ifti ach und das I2eckige Stern- 
zwölfHach schon 7on Kepler in der Härmonia mimdi beschrieben und 
ihre Netze iind Bilder gezeichnet waren. Baltzer reklamiert sie dann 
Berlin. Monatsber. 1861, S, 1046 für Kopier; und H. Wiener be- 
schuldigt, Schlöm. 12, 1867 S. 174, PoiuBot fast des Plagiats, da dieser 
eine Stelle aus der Harmonia unmittelbar vor der entscheidenden Stelle 
wirklich zitiere, die sich auf die Archimedischen Körper bezieht. Siegm. 
Günther, Vermischte Untersuch, zur Gesch. der Math. Kap. I, 1876, 
greift Bodann den Bericht Terquems, Nouv. Ännal. 46 an. Günther 
hat Terqiiem nicht rerstandeu, der mit der ihm eigenen Loyalität 
sowohl Kepler als sogar Wentzel Jamitzer (1568) ihr Recht gibt. 
Hätte H. Wiener den Bericht Terquem« gelesen, so würde er ge- 
sehen haben, dafi das ZUat Poinsots selbst nn Zitat und zwar nach 
Lidonne ist. Dieser hat, wohl durch Kästners Arbeit Götting. 
comment. 1783 — 86 beeinflußt, über Archimedische Körper geschrieben. 
Die Arbeit ist zweiter Appendix zu der Schrift: Table de toua les 
diviseurs des nombres etc. (bis za 1021100). 

Es muß freilich gesagt werden, daß Bertrand, Note sur la th^orie 
des polyedres reguUers, Compt. rend. 46, 1858, p. 10, die beiden Eder 
Kepler abspricht, „der sie nur zufällig gezeichnet habe", d. b. Ber- 
irand hatte (vielleicht) die Abbildungen gesehen,' aber den Text der 
Harmonia nicht gelesen. 

Poinsot hat nach Modellen gearbeitet, die aber nicht erhalten 
sind. Herr Lampe machte mich auf die Einleitung Bertrands zur 
11. Aufl. Ton Poinsots Statique aufmerksam, abgedruckt im Bulletin des 
Bc. math. von 1873, S. 7 — 24, wo auf S. 18 und 19 Kepler erwähnt 
wird. Abgesehen davon, daß Bertrand auch hier Keplers Entdeckung 
der 2 Sternpolyeder verschweigt, ist zu bemerken, daß Chasles, der im 
Apercu historique von 1837 Kepler oft und mit Bewunderung erwähnt 
und auch die Harmonia mundi auf ö. 482 — 485 analysiert, immer nur 
von den Siempolpgoiutt redet, niemals von den Slernpolyeticm. Seine Be- 
lehrung Poinsots hat sich lediglich auf diese Polygone bezogen. An der 
Integrität Poiusota zweifelt niemand, der ihn kennt, und der Zweck dieser 
Zeilen war gerade, auch den Schatten eines Verdachts von ihm abzuwälzen. 

Straßburg i. E., September 1903. 
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Physiologische Mechanik.*) 

Von Otto Fischer in Leipzig. 

Die Physiologie hat von jeher der Mechanik die mannigfaltigsten 
Aufgaben gestellt. So hat sie beispielBweise die Anregung gegeben zn 
einer Mechanik des Kreislaufs, einer Mechanik der Atmung, einer 
Mechanik der Verdauung, einer Entwicklnngsmechanik, wobei allerdings 
der Begriff ,^echanik" nicht immer in der üblichen engen und präzisen 
Fassung, sondern zum Teil in einem aUgemeineren physiologischen Sinne 
verwendet worden ist. Die Physiologie hat weiterhin die Mechanik nicht 
nur zur Erk^rung der Körperfarm und von mancherlei Eiorichtungen 
im Bau bestimmter Abschnitte des pflanzlichen imd tierischen Orga- 
nismus, sondern auch für das Verständnis der Funktion und der Arbeits- 
leistungen derselben zu Rate gezogen. 

Das physiologische Hauptanwendungsgebiet für die Mechanik bildet 
jedoch die Lehre von den Gliederbewegungen des Menseben und der 
Tiere, sei es, daß dieselben zum Zwecke der Lokomotion, sei es, daB 
sie zur Verrichtung irgend einer anderen Arbeit ausgefilhrt werden. 
Man bezeichnet diesen Teil der Physiologie, auf den sich der Vortrag; 
ausschlieBIich bezieht, zweckmäßig als „physiologische Mechanik im' 
engeren Sinne". Da dieselbe sieb mit ganz eigentümlichen Problemen 
au die Mechanik wendet, so erscheint sie in besouderem Maße geeignet 
auch rückwärts befrachtend auf den abstrakten Ansbau der M< 
einzuwirken. 

In dem Vortrag ist nun ein Überblick über die sich darbietesdotj 
Probleme und ihre bisherigen Lösungen gegeben worden. 

Von einer physiologischen Mechanik, welche es sich zur Äufg&l 
stellt, die Gliederbewegungen des menschlichen und tierischen Körpers 
mit den exakten Mitteln der Mathematik und Mechanik zu untersuchen, 
kann man im Grunde erst reden, seitdem die Brüder Wilhelm und 
Eduard Weber durch ihre klassischen Untersuchungen über dis 
Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge den Beweis erbracht haben^, 
daß Bewegungen des Menschen, inabesondere solche, welche er beim 
Gehen nnd Laufen ausführt, einer exakt mechanischen Behandlung zu- 
gänglich sind. Es haben zwar schon die großen Naturforscher und 
Mediziner des Altertums, wie Aristoteles und Galen, auch den Bewegunj 
des Menschen, namentlich den Lokomotionsbewegungeo ihr 

*) Tortrag, gehalten am 24 Septei 
Naturforscher imd Är^te in Kasael. 
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zugewendet, und e^ sisd auch später, so im 17. Jalirliuodert, dem 
Zeitalter eines Huygens, Newton, Leibniz, Ton verBcLiedenen Nator- 
forscheru wie Fabricius ab Aquapendente, GaBseadi ond vor allen 
Dingen Borelli, femer im IB. Jahrhundert von Albrecht von Haller 
nnd Barthez, und im ersten Drittel des 19. Jahrhouderts von Magendie, 
Ronlin, Gerdy und Poisson Untersuchungen über das Gehen und 
Laufen angestellt worden. Bei allen diesen Unters uchun gen handelte es 
sich jedoch mehr um theoretische Spekulationen, welche der empirischen 
Qnindlagen ermangelten. Versuche zur Feststellung der bei der Loko- 
motion und anderen Gliederbewegungen des Menschen befolgten Be- 
wegungBge setze und der durch die Gelenkverbindungen zwischen den 
einzelnen Teilen des Körpers gesetzten Bedingungen für die Bewegungen 
und der Ursachen derselben sind mit Ausnahme einiger Messungen von 
Gassendi und Borelli nicht ai^estellt worden. 

Es ist daher nicht zu verwundem, daß man vor dem Erscheinen 
der Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge zu klaren Begriffen über 
die Bewegungen des menschlichen Körpers nicht gekommen ist. — 

Während die technische Mechanik sich zwar ihre Probleme nicht 
stellen kann, aber doch eine gewisse Freiheit in bezug auf Material, 
Gestalt, Mas Ben Verteilung und Gliederung bei der Herstellung ihrer 
Maschinen besitzt, findet die auf lebende Organismen angewandte 
Mechanik die Objekte ihrer Untersuchungen fertig in der Natur vor. 
Ein wesentlicher Teil ihrer Aufgaben hat sich daher mit der Fest- 
stellnng der rehi mechanischen Eigenschaften der lebenden Körper zu 
beschäftigen. Insbesondere hat sie eingehende Untersuchungen anzu- 
stellen über die Art der Gelenkverbindungen, über die Dimensionen 
und die Massenverteilung bei den einzelnen Körperteilen, so weit die 
letztere durch Schwerpimktslage und Größe der Trägheitsmomente 
för alle Schwerpunkteachsen charakterisiert wird, bevor sie die sich dar- 
bietenden kinetischen Probleme in Angriff nehmen kann. Da der 
menschliche und auch der tierische Körper in der Regel einen viel 
verwickeiteren Bau, insbesondere eine viel mannigfaltigere Gliederung 
aufweisen als die meisten Maschinen, so sieht sie sich mehr als sonst 
eine angewandte Wissenschaft zu vereinfachenden und zum Teil sche- 
matisierenden Annahmen über die Natur ihrer Unters uchungs ob jekte 
gezwungen, um das raechaniache Verhalten der Organismen überhaupt 
erst der mathematischen Behandlung zugänglich zu machen. 

Die Probleme der physiologischen Mechanik, welche man bis jetzt 
exakt gelöst hat, sind nicht sehr zahlreich. Der Grund für diese 
Tatsache ist zum Teil darin zu suchen, daß man mit unzureichenden 
Mitteln an die Untersuchungen herangegangen ist, zum Teil auch darin, 
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daß die hierzu notwendigen anatomischen Gmndlagen vor nicht all- 
zu langer Zeit erst gewonnen worden sind. Noch zur Zeit der Brüder 
Weber kannte man weder MaBse und Schwerpunktslage, noch Träg- 
heitsmomente der verschiedenen Abschnitt« des menschlichen Körpers, 
so daß sich die beiden Forschor für ihre Theorien der verachiedeneB 
Lokomotionsarten zu den weitgehendsten Sehern ati sieru ngeu , wie Steif- 
heit der ganzen unteren Extremitäten, Verleguog der Masse des Beins 
and der iMaase des ganzen Körpers nach je einem Funkte u. a. m. ge- 
zwungen sahen. Auch den Beispielen der Anwendung von Sätzen der 
Mechanik auf lebende Wesen, welche man gelegentlich in den Lehr- 
büchern der Mechanik findet, hat man ahuliche vereinfachende Annahmen 
zu Grunde legen müssen. Außerdem hat man in dem abstrakten Ausbaa 
der Mechanik bisher zu wenig den besonderen Bedüröussen der Biologis 
Rechnung getragen. 

Von anatomischer Seite ist bis jetzt hauptsächlich nur der mensch- 
liche Körper auf seine mechanischen Eigenschaften genauer untersucht 
worden, und zwar sind auch nur für die größeren Abschnitte desstlben 
Schwerpunktslage und Trägheitamomente bestimmt worden. Ea eratreckea 
sich daher die Anwendungen der Mechanik vor allen Dingen auf den 
menschlichen Körper. So weit sie kinetischer Natur sind, benieheu sie 
sich in letzter Linie auf die Tätigkeit der Muskeln und behandeln teils 
Fr^en der Muskelatatik , teils solche der Muskeldynamik; insofern sie 
dagegen nur rein kinematischen Verhältnissen gewidmet sind, haben 
sie entweder die Untersuchung der Gelenke dea menschlichen Körpers 
zum Gegenstand, oder sie beschäftigen sich mit der empirischen Feat- 
steUung und kinematischen Analyse bestimmter Bewegungsvorgälnge 
dea lebenden Körpers, wie z. B. der Lokomotiön. 

Was zunächst die Gelenke des Menschen und der Tiere anlangt, 
so unterscheiden sich dieselben von den in der Technik verwendeten 
Gelenken wesentlich durch den Umataud, daß die Flächen, mit welchen 
benachbarte Knochen in einem Gelenk in Berühmug kommeu, keine 
starre Form aufweisen. Alle Gelenkenden der Knochen sind mit einer, 
an größeren Gelenken des Mensche<i bis zu 5 mm dicken Knorpels chicht 
überzogen, die sich unter Druck deformieren läßt. Da im Leben die 
Gelenke stets unter einem durch verschiedene Ursachen, wie Muskel- 
Bpannung, Bänderspannung, Luftdruck u. a. hervorgerufenen veränder- 
lichen Druck stehen, so werden die in Betrauht kommenden genauen 
Formen der Gelenkflächen im Grunde erst während der Bewegung ge- 
bildet; dieselben lassen sich daher an anatomischen Präparaten nicht 
mit Sicherheit feststellen, sondern nur auf Grund der anatomischen 
Befunde theoretisch erschließen. Daraus erklärt sich auch zum Teil 



11(711 Z.UU1 mu _ 



große Formenreichtum ia den organisclieii Gelenken und die Tat- 
sache, daß an Präparaten niemals genaue Kongruenz der beiden Gelenk- 
Säcben nachzuweisen ist. 

Ks gibt im Organismus Gelenke, bei denen die Flüchen während 
der Bewegung in ausgedehntem Kontakt bleiben, und es gibt solche, 
bei denen die Berührung der Flächen verhältniBmäßig beschränkt ist. 
Während bei jenen die Bewegung in einem Gleiten der beiden tielenk- 
flächen gegen einander besteben muß, ist hei die.'^en mit dem Gleiten 
in der Regel gleichzeitig ein Rollen verbunden, wie es z, B, beim 
Kniegelenk der Fall ist. lu solchen Gelenken ist dann auch die Form 
der GelenkHächen in geringerem Muße bestimmenti für die Bewegui^ 
wie bei denen der erstereu Art. Untersuchungen über den Zusammen- 
hang zwiacUen Geleokform und Gelenkbewegung haben es daher in 
erster Linie mit den Gelenken zu tun, bei welchen während der Be- 
wegong ausgedehnte Berührung der beiden Flächen stattfindet. 

Während hei starrem Material nur wenige Flächenarten, nämlich 
nur die Schraub enflächen mit ihren speziellen Arten, den Rotationsflächen 
und Prismen- beziehungsweise Zj linderflächen fllr Gelenke mit Flächen- 
kontakt verwendet werden können, ist die Mannigfaltigkeit der mög- 
lichen Gelenkformen im Organismus an sich eine unbegrenzte. Da 
jedoch die Deformation der Gelenkknorpelschicht über eine gewisse 
Grenze nicht hinausgehen kann, so lehnen sieb die Formen der Gelenk- 
äächen immerhin im allgemeinen an die Schrüubeuäächen und ihre 
speziellen Arten an. So findet man bei zahlreichen Gelenken des 
menBchlicben nnd tierischen Körpers wenigstens annähernd den Typus 
der Rotationsflächen verwirklicht, hü z. B. beim Hüftgelenk, Scbulter- 
gelenk, Ellbogengeleuk, oberen äprunggeienk, den Fingei^elenken u. a. 
in diesen Fällen wird die Deform ierbarkeit des Knorpels in erster 
Linie dazu verwendet, die Abweichungen von der Form reiner Rotations- 
tläcben und die Inkongruenzen zwischen den zusammengehörenden 
Flächen eines Gelenks auszugleichen, ohne die Bewegungsfreiheit im 
Gelenk zu ändern. Es kommen aber auch Gelenke vor, in denen die 
Deform ierharkeit der Gelenkfiächen der Grund für eine Vergrößerung 
der Bewegungsfreiheit wird. Dies ist der Fall, wenn der bei starrem 
Material aus der Form der Gelenkflächen herrührende Zwang zur Unter- 
drückung gewisser Bewegungsarten für bestimmte Richtungen relativ so 
klein ist, daß er bei etwas deformier baren GelenkSächen nahezu ver- 
schwindet. 

Ein Betspiel hierfür liefern die Sattel- und Sphäroidflächen, welche 
man vielfach im menschlichen und tierischen Organismus vorfindet. 
Dieselben lassen sieb infolge der Deform ierbarkeit des Geleukknorpels 
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zwar in ihrer Form nicht streng geometriach definieren; man kann 
aber beBtimmte Grenzformen angeben, Kwiachen welchen die Gelenk- 
ÖHchen liegen müssen, wenn die Defonnierbarkeit des Knorpels aaft- 
reichen anll, um ein Gleiten der beiden Gelenkflächen aufeinander mit 
auBgedehntem Flächenkontakt zu ermöglichen. So schließen sich bei- 
spielsweise die Flächen der Sattel- und Sphäre idgelenke in iLrer Form 
eng an die hyperboÜBch, beziehungsweise elliptisch gekrümmten Teile 
einer Kreisringfläche 

Beide Flächenarten gestatten nun unter Inanspruchnahme der 
Defonnierbarkeit des Knorpel überzags innerhalb gewisser Grenzet 
Drehungen um alle Gelenkaehaen, welche auf der mittleren Flächea- 
normale senkrecht stehen, schließen dagegen eine Drehung um die 
Flächennormale selbst nahezu aus. Derartige Sattel- und SphaJ'oid-. 
gelenke besitzen daher mit großer Annäherung nur 3 Grade der Freiheit. 

Während man bei starrem Material nur eine einzige Fläche findd^. 
welche dem Gelenk zwei Grade von Bewegungsfreiheit verleihen wBrd^ 
nämlich die Kreis zylinderfläehe, lassen sich, wie die angeführten Bei- 
spiele lehren, bei Gelenken mit deformierbaren Flächen noch auf andere 
Weise 2 Grade der Freiheit erreichen. 

Daß überhaupt Gelenke von größerer Bewegungsfreiheit im Ot^ani»- 
mus vertreten sind, bedingt einen weiteren charakteristischen Unter-' 
schied von den in der Technik verwendeten Gelenken. 

Während die letzteren entweder schon durch die Form ihres' 
Flächen zwangläufig sind, oder doch nur mit 1 Grad von Bewegnng»- 
freiheit verwendet werden, besitzen viele Gelenke des menschlichen und 
tierischen Körpers nicht nur 2, sondern sogar 3 Grade der Freiheit. 

Während femer die Glieder einer Maschine nur zu zwangläofig 
geschlossenen kinematischen Ketten im Reuleauxschen Sinne vereinigt 
sein dürfen, kommen im menschlichen und tierischen Körper zwar 
auch geschlossene Ketten vor, wie z. B. am menachlichen Thorax, an 
den Kiefern einiger Giftschlangen, sowie am Schnabel und Vorderarm 
der Vögel. In den meisten Fällen bat mau es dagegen mit offenen 
kinematischen Ketten zu tun. Ich verweise in dieser Biinsicht nur auf 
die Extremitäten des Menschen und vieler Tiere, bei denen infolgedessen 
im allgemeinen die relative Bewegungs&eiheit mit der gegenseitigen 
Entfernung zweier Glieder der Extremitäten zunimmt 

Von besonderem Interesse für die physiologische Mechanik sind 
nun Untersuchimgen über die Art der Gelenkbewegungen. 

Handelt es sich um ein Gelenk von 1 Grad der Freiheit, sk^ 
empfiehlt es sich in dem Falle, daß man es nicht mit einer feattt-x 
Gelenkachse zu tun hat, die beiden windschiefen Flächen abzuleit^"^ 
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welche wä}iren<l der Bewegung im Gelenk nach dem von Reuleaux ein- 
gefQhrten Sprachgebrauch auf einander abschroten. Da die meisten 
Gelenke wenigstens annähernd einen festen Gelenimittelpunkt aufweisen, 
so vereinfacht sich die Aufgabe dabin, die zwei auf einander abrollenden 
E^el der in^itantanen Drehungsachsen zu bestimmen, von denen Jeder 
in einem der beiden duri:h das Gelenk mit einander verbundenen 
Körperteile festliegt. Um diese Aufgabe zu losen, muß man sich 
natürlich zunäcbsi dadurch eine genaue Keuntnis der beiden Relativ- 
bewegungen des einen Körperteils zum anderen verschaffen, daß man 
die Bahnen dreier nicht in gerader Linie liegender Punkte auf empi- 
rischem Wege bestimmt. Hierzu eignet sich vor allen Dingen die 
Momentphotographie; dieselbe ermöglicht auch am einfachsten die für 
die weitere Untersuchung notwendige eindeutige Beziehung der drei 
Bahnkurven aufeinander. 

Eine derartige kinematische Analyse ist von mir beiapielsweiee för 
das einen Teil des menschlichen Kllenbogengelenks bildende Gelenk 
zwischen dem Oberarmknochen und dem Ellenknochen des Unterarms 
ausgeführt worden. 

Bei Gelenken von 2 Graden der Freiheit hat die Untersuchung 
vor allen Dingen ihr Augenmerk auf die Of' Achsen zu richten, um 
welche der eine Körperteil relativ zum anderen von jeder Gelenk Stellung 
aus im Leben gedreht werden kann. Dieselben liegen stets in einer 
Ebene, und die einzelnen Fälle unterscheiden sich nur durch die Lage 
dieser Achsenebene zu den beiden Körperteilen. 

So weit die Gelenke des menschlichen Körpers von 2 Graden der 
Freiheit bis jetzt untersucht wurden sind, hat sich ergeben, daß im 
Organismus hauptsächlich zwei verschiedene Typen verwirklicht sind. 
Bei dem einen Typus steht die Achsenebene in jeder Gelenkstellung 
senkrecht zu der HalhiemngBlinie des Winkels, den eine bestimmte 
Gerade des einen Körperteils mit einer bestimmten Geraden des anderen 
bildet, wobei für eme ausgezeichnete Gelenkstellung, die sogenannte 
Primärstellung des Gelenks, diese beiden Geraden und die zwischen 
ihnen liegende Winkelhalbierende zusammenfallen. Bei dem anderen 
Typus geht die Achsenebene in jedem Falle durch je eine bestimmte 
Gerade beider Körperteile hindurch. 

Der erste Bewegungsmodus findet sich, so weit die Untersuchung 
bisher zu Resultaten geführt hat, mehr oder weniger genau befolgt in 
allen den Gelenken des menschlichen Körpers, welche zwar am Präparat 
3 Glrade der Freiheit, dagegen im Leben nur 2 Grade der Freiheit auf- 
weisen. Dies ist beispielsweise der Fall bei den Bewegungen des Auges 
in der Augenhöhle, femer in den Gelenken an der Basis der mittleren 



L ^ 



Finger, im Handgelenk. Der erste Bewegungsmodus tritt aber auch ' 
in Gelenken auf, welche nur durch die Deformierbarkeit des Knorpels I 
auf ä Grade der Freiheit gebracht sind, also zum Beispiel io Sattel- 
and Sphäroidgelenken. Entdeckt wurde dieses Bewegungsgesetz zuerst ] 
am Auge von Listing und fuhrt deshalb den Namen des Listingschea I 



Der andere Bewegungsmodus hat sich bisher nur bei Gelenkeo 
voigefunden, welche schon am Präparat infoige besonderer anatomischer 
Einrichtungen 2 Grade der Freiheit besitzen. Dies ist i.. B. der Fall 
beim Gelenk zwischen dem Speichenknochen des Unterarms und dem 
Oberarmknocheu , wo durch die Verkettung beider Knochen mit dem 
Elienknuchen, and beim Kniegelenk, wo durch eine eigentümliche An- 
ordnung der Gelenkbänder die 2 Grude der Freiheit hergestellt werden. 

Die im menschlichen Körper auftretenden Gelenke von 3 Graden 
der Freiheit besitzen fast alle einen nahezu festen Gelenkmittelptmk^ 
so daß die beiden Eelativbewegungen ziemlich genau sphärisch sind, 
wie z. B, beim Hüftgelenk und Schultergelenk. — 

Was nun die kinetischen Probleme der physiologischen Mechanik 
anlangt, so hat man sich vor allen Dingen die Bewegungsgleicbungen 
des menschlichen oder tierischen Körpers zu verschaffen. Für die Ab- 
leitung derselben empfiehlt es sich, diejenige Form der Lagr an gesehen 
Diflerentialgleiehungen zu Grunde zu legen, bei der allgemeine Koor- 
dinaten verwendet sind, welche die Lage und Gestalt des lebenden Körpers 
vollständig und in eindeutiger Weise bestimmen. Um eine Stellung 
des menschlichen Körpers im Räume eindeutig zu charakterisieren, 
braucht man außer den drei räumlichen Koordinaten eines Punktes 
desselben, etwa des Gesamtschwerpunktes, nur noch Winkelkoordinaten, 
welche die Richtung der m Körperteile, in die mau sich den Körper 
zerlegt denkt, im Räume festlegen. Wären alle Gelenke Kugelgelenke, 
also solche von 3 Graden der Freiheit, so würde jeder Körperteil 3 
Richtimgskoordinaten erfordern, etwa die sogenannten Eulerschen un- 
symmetriscbeD Winkel, und man hätte im ganzen 3« -[- 3 allgemeine 
Koordinaten; ebenso groß wäre natürlich dann auch die Anzahl der 
Freiheitsgrade, welche das ganze Gelentsystem besitzen würde. Durch 
den Umstand; daß die meisten Gelenke weniger wie 3 Grade der Freiheit 
aufweisen, verringert sich die Anzahl der erforderlichen allgemeiuen 
Koordinaten. Berücksichtigt man insbesondere nur ebene Bewegungen 
des ganzen Körpers, so beträgt die Anzahl der allgemeinen Koordinaten, 
und dementsprechend die der Freiheitsgrade des Systems, nur noch 
n -f- 2, da man in diesem Falle die Lage des Gesamtschwerpunktes 
durch 2 Koordinaten und die Richtung jedes Körperteils durch 1 Winkel 
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eindeatig bestimmen kann. In erster Annäherung stellt z. B. der Gang 
des Menschen in kon8tant€r Richtnng eine ebene Bewegung dar, wobei 
man zunächst von den Drehungen des Rumpfes und der Extremitäten 
um ihre Längsachsen und den seitlichen Schwankungen derselben 
absiebt. 

Infolge der großen Anzahl der allgemeinen Koordinaten werden 
nun die Bewegnngsgleichungen nicht nnr sehr zahlreich, sondern jede 
einzelne erscheint auch zunächst in sehr verwickelter, ausgedehnter 
und wenig übersichtlicher Form, wodurch die Verwendung derselben 
zur Lösung von kinetischeu Problemeu sehr erschwert wird. Da ist 
es geradezu eine Lebensfrage für die physiologische Mechanik, die Form 
der Gleichungen möglichst zu vereinfachen und für die Anwendung 
geebneter zu macheu. 

Es läßt sich nuu nachweisen, daß eine ganz wesentliche Ver- 
einfachung und auch zugleich größere Anschaulichkeit der Untersuchung 
durch EinfUhmug gewisser Massensysteme und fester Punkte innerhalb 
der einzelnen Glieder erzielt werden kann. Das Prinzip, nach welchem 
diese Systeme und Punkte für den raenaehlichea Körper abgeleitet 
werden, ist folgendes: Unter der fiir alle größeren Gelenke ziemUch 
genau zutrefi'enden Annahme eines unveränderlichen Gelenk mittelpunktes 
denke man sich im Mittelpunkte eines jeden Gelenks, das einen Körper- 
teil begrenzt, die Masse desjenigen Körperabschnittes konzontriert, welcher 
nach Durchschneidung des Gelenks abfallen würde. Es wären demnach 
beispielsweise für den rechten Oberschenkel im rechten Kniegelenk die 
Massen des rechten Unterschenkels und Fußes, und im rechten Hüft- 
gelenk die Massen des Rumpfes, dos Kopfes, des ganzen liukeu Beins 
und der beiden Arme zu vereinig(/n. Man erhält auf diese Weise für 
jeden Körperteil ein Massensystem, weiches die Gesamtmasse des ganzen 
menschlichen Körpers besitzt. Dieses bezeichne ich als „das dem 
betrefienden Körperteil zugehörige reduzierte System". Den Schwer- 
punkt eines jeden reduzierten Systems, der, wie man si^ht, einen festen 
Punkt des dem System zu Grunde liegenden Köq>erteils darstellt, 
nenne ich „den Hauptpunkt des letzteren". Die Strecken endlich, 
welche die Mitten der einen Körperteil begrenzenden Gelenke mit dem 
Hauptpunkt« desselben verbinden, sollen den Namen Hauptstrecken 
des Köqierteüs führen. 

Es stellt sich nun heraus, daß die Haup^unkte in der MecfaaniJc 
eines aus jp Gliedern zusammengesetzten Gelenksystems, gleichgültig 
1^ es sich um den menschlichen Körper oder irgeud eine verwickelte 
MascluDe handelt, eine ähnliche Rolle spielen, wie der Schwerpunkt 
W einem einzelnen starren Körper. 
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ZunäeliHt stehen die Hauptpunkte der einzelnen Körperteile 
sehr engem Zusainnieuhang sowohl mit dem in seiner Lage fortwährend | 
wechselnden Gesnititac^hwürpunkt des ganzen GliederBy^stema , als auch. I 
mit den Schwerpunkten der aus mehreren der n Glieder zusamineit- 
gesetzten Teilsysteme. Man gelangt nämlich beiapi eis weise stets zu dem 
Gesamtschwerpunkt, wenn man beim mensflilichen Körper von ii^end 
einem Hauptpunkte ans die Vektorsumme derjenigen zu den übrigen 
Körperteilen gehörenden »i— 1 Hauptstrecken bildet, welche dem Haupb- i 
punkte, von dem man ausgeht, innerhalb des menschlichen Körpers ] 
am nächsten liegen. Eine weitere, damit zusammenhiingende Eigen- J 
schafl des Hauptpunktes eines Körperteils ist die, daß er den Aogriifi»- | 
punkt der vertikal nach unten ziehenden Resultante darstellt, mit J 
welcher die Gesamtschwere des ganzen Körpers auf den betreffenden 4 
Körperteil zunächst unmittelbar und außerdem durch Vermittelung der ] 
Gelenkverbindungen statisch einwirkt. 

Auch die Ableitung der lebendigen Kraft des in ii^end welcher 
Bewegung befindlichen Gelenksysteras erfährt durch die Einführung 
der Hauptpunkte eine wesentliche A^'ereinfachung. Dies beruht aaf 
folgender Eigenschaft der Hauptpunkter Erteilt man dem System eine t 
unendlich kleine Verrückimg, bei welcher der Gesamtschwerpunkt aa | 
seiner Stelle beibt, und nur die zu einem einzigen Körperteil gehörendcai 
Winkelkoordinaf«n sieh ändern, während alle anderen konstant bleiben, 
so besteht diese Verrückung in einer Drehung des Körperteils mit 
gleichzeitiger Translation aller anderen Körperteile. Die Achse dieser 
Drehung muß nun in jedem Falle durch den Hauptpiinkt des betreffenden 
Körperteils hindiirchgeben, wenn der Gesamtschwerpunkt seine Lage 
im Räume beibehalten soll. Daraus ergibt sich aber ohne weiteres, 
daß der aus h Gliedern zusammengesetzte menschliche Körper aas 
einer beliebigen Stellung in eine unendlich benachbarte mit derselben 
Lage des Gesamtschwerpunktes dadurch übergeführt werden kann, da& 
man ihm nacheinander n imendlich kleine Verrückungen erteilt, bei 
welchen immer nur je ein Glied nm eine Achse seines Hauptpunktes 
unendlich wenig gedreht wird, während alle anderen Glieder gleichzeitig 
Translationen ausführen. Durch diese Eigenschaft der Hauptpunkte 
ist man aber in den Stand gesetzt, in relativ einfacher Weise den 
Ausdruck für die lebendige Kraft des menschlichen Körpers für seine 
Bewegungen um den Gesamtschwerpunkt abzuleiten, während anderer- 
seits der geschilderte Zusammenhang der Hauptpunkt« mit dem Gesamt- 
schwerpunkt leicht den aus der Bewegung des Gesamtschwerpunktes ] 
herrührenden Teil der lebendigen Kraft gewinnen läßt 

Wie die Schwerpunkt.? der reduzierten Systeme, d. h. also ■ 
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Haaptpimkte der zugehörigen Körperteile eine wichtige Rolle bei der 
Äufatelluog der lebendigen Kraft und der ans ihr abgeleiteten Bewegungs- 
gleicliungen spieleji, so ermöglicht femer die Einfiihnmg der Trügheits- 
iiiomente imd Trägheiteradien der reduzierten Systeme eine weaentliche 
Vereinfachung der Formeln. Sie bringen es mit aich, daß schließlich 
die fertigen Äusdriicko für die lebendige Kraft wie für die Differential- 
gleichungen der Bewegung nur die GesamtmasBe des ganzen Körpers, 
nicht aber die Massen der einzelnen Körperteile in eipliziter Form 
enthalten. Der Einfluß, welchen die letzteren auf den Wert der 
lebendigen Kraft ausüben, kommt ausschließlich in den Längen der 
Hauptetrecken und der Trägheitsradien der reduzierten Systeme zur 
Geltung. 

Der wesentlichste Vorteil aber, welcher durch die Einführung der 
rednzierten Systeme erhielt wird, liegt darin, daß man durch sie zu 
einer sehr einfachen und zugleich anschaulichen Interpretation der 
fertigen Bewegungegleichungen gelangt. In dem Falle ebener Bewegung 
ergeben sich beispielsweise für den aus n Gliedern bestehenden Körper 
n + 2 Differentialgleichungen. Zwei von denselben geben den bekannten 
Satz TOD der Bewegung des Gesamtschwerpunktea wieder. Die übrigen 
« sagen dagegen aus, daß V>ei ebener Bewegung das li" reduzierte 
System sich so um die zur Bewegungsebeue senkrechte Achse seines 
Schwerpunktes, d. h. also hier des Hauptpunktes des ii'"" Körperteils 
dreht, ala ob außer den direkt am Körperteil angreifenden Kräften 
alle an den übrigen Körperteilen angreifenden Kräfte parallel nach dem 
nächsten Gelenkmittelpunkte des k'" Körperteils verlegt wären, wobei 
den Kräften die in entgegengesetzter Richtung genommenen Etfektiv- 
krafte der zu diesem Gelenkmittelpunkte relativen Bewegungen der 
übrigen Körperteile zuzurechnen sind. Diese einfache Interpretation 
der zu den einzelnen reduzierten Systemen gehörenden sehr verwickelten 
Differentialgleichungen wirft nicht nur Licht auf die gegenseitige Be- 
einfloBsung der verschiedenen Körperteile in ihren Bewegungen, sondern 
erisnbt es auch, die Differentialgleichungen im gegebenen Falle unter 
Berflckgichtigiuig der Beziehungen der Hauptpunkte zu dem Gesamt- 
schwerpunkt und den Schwerpunkten der Teilsysteme sofort in der 
einfachsten Forui anzuschreiben. 

Die kinetischen Probleme der physiologischen Mechanik lassea 
sich nun der Hauptsache nach in zwei Gruppen ordnen. 

Die Aufgaben der einen Gruppe fragen nach den Bewegungen 
der Körperteile, welche ein oder mehrere Muskeln bei ihrer Kontraktion 
anter gegebenen Verhältnissen, in der Regel bei gleichzeitiger Wirk- 
samkeit anderer innerer und äußerer Kräfte hervorbringen. Eiiie 
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exakte Lösung derselben Bcheitert in yielen Fällen an der UnmÖglichkeib 
der Integration der Differentialgleichungen. So weit bei dieeen Auf- 
gaben die Spannungen der Muskeln als bekannt vorausgesetzt werden, 
besitzen sie außerdem für die Physiologie mehr rein theoretisches als 
praktisches Interesse. Denn es ist bisher weder gelungen, die Spananng 
eines Muskels itm lebenden Körper direkt zu messen, noch einem Muskel, 
etwa durch elektrische Reizimg, eine bestimmt angebbare Spannung 
zu erteilen. Immerhin gibt es manche der ersten Gruppe zufallenden 
Probleme, welche allgemein lösbar sind, weil sie nicht von der Große 
der Spannung der Muskeln und der Integrationsmöglichkeit der Diffe- 
rentialgleichungen abhängen. Hierher gehören beispielsweise die Fragen 
nach der Wirkungsweise eines isoliert aus der Ruhe sich kontrahieren- 
den Muskels bei Ausschluß aller anderen Kräfte in vrirkiingen. Es sind 
dabei weniger die absoluten Größen der von einem Muskel verursachten 
Gelenkbewegungen von Interesse, als vielmehr die Verhältnisse der io 
den verschiedenen Gelenken eintretenden Anfangsdrehungen. Die letz- 
teren sind aber, wie aus den Bewegungsgleichungen hervorgeht, von dem 
Werte der Muskel Spannung unabhängig. Da die kleinen Anfangs- 
drehungen hei der Bewegung ans der Ruhe den Winkelbeschleunigungea 
in den Gelenken proportional sind, so verwendet man in diesen Fällen 
die Differentialgleichungen der Bewegung dazu, unter Vernachlässigung 
der in ihnen auftretenden Winkelgeschwindigkeiten, die ja bei der Be- 
wegung aus der Ruhe zunächst den Wert Null besitzen, die Verhältniose 
der Winkelbeschleunigungen zu berechnen. Diese Verhältnisse, welche 
dabei als Funktion der Trägheitsradien der reduzierten Systeme and . 
der Hauptstrecken der in Frage kommenden Körperteile erseheinen, stellen 
dann das kinetische Maß für die Wirkungsweise eines Muskels dar. 

In der angegebenen Weise ist das kinetische Maß fiir eine ganze 
Reihe von Muskeln der oberen und unteren Extremität von mir be- 
stimmt worden. Es ist dabei besonders hervorzuheben, daß ein Muskel 
nicht nur auf die Gelenke einwirkt, über welche er sich im mensch- 
lichen Körper ausspannt, sondern daß bei seiner Kontraktion im all- 
gemeinen auch außerhalb seines scheinbaren Wirkungsbereiches liegende 
Gelenke in Drehung versetzt werden, eine Tatsache, welche lange Zeit 
von den Anatomen imd Physiologen verkannt worden war. 

Eine zweite Gruppe von kinetischen Aufgaben der physiologischen 
Meclianik .«etzt den Bewegungszustand des menschlichen Körpers für 
den ganzen Verlauf einer Bewegung als bekannt voraus und fragt noch 
den Muskeln, welche diese Bewegung im Verein mit äußeren Kräft«n 
erzeugen, sowie nach ihrer Spannung. Diese Aufgaben, in denen auch 
rein statische Probleme, die sich auf Ruhehaltungen des menschlichen 




K5rper9 beziehen, mit einbegrifien sind, haben für die Physiologie großen 
Wert. Ihre Lösung bildet in gewissem Sinne das Endziel aller Forschung 
auf dem Gebiete der Muskeldjnamik. Probleme dieser Art sind im 
Prinzip mit Hilfe der Differential gleichlingen immer lösbar; denn es 
ist ja nur eine Frage der Technik, die Bewegungen des lebenden 
Körpers z, B. bei irgend einer Loeomotionsart oder der Leistung einer 
mechanischen Arbeit so genau zu messen, daß auch die in den DiÖe- 
rentialgteichongen auftretenden Geschwindigkeiten nnd Beschleunigungen 
der einzelnen Körperteile und die Drebungsmomente der äußeren Kräfte, 
wie der Schwere, für jede Phase der Bewegung bestimmt werden können. 
Hierbei leistet die Moraentphotograjihie unschätzbare Dienste. 

Für die kinematische Analyse irgend einer Bewegung des menschlichen 
Körpers genügt es, die räumliche Bewegung einzelner, zweckmäßig ans-. 
gewählter Punkte der verschiedenen Körperteile möglichst genau empirisch 
festy.ustellen. Dies läßt sich am exaktesten dadurc^h erreichen, daß man 
diese Punkt« auf elektrischem Wege intermittierend aelbatleuchtend 
macht. Man bringt zu dem Zwecke an den betrefi'enden Stellen des 
Körpers entweder Funken strecken oder kleine Geißlersche Röhren von 
kapillarem Lumen im und schickt durch alle den Strom eines Induktors, 
dessen Unterbrechungen mau etwa mit Hilfe einer Stimmgabel auf 
genau gleiche Zeit Intervalle gebracht bat. Dann lassen sieh im dunkeln 
Zimmer zu gleicher Zeit von beliebig vielen Seiten mit Hilfe gewöhnlicher 
photo graphischer Apparate Momentbilder der Bewegung erzielen, ohne 
daß man genötigt wäre, besondere Moment verschlusse an den Apparaten 
anzubringen. Dadurch, daß die Unterbrechung der Exposition auf diese 
Weise gewissermaßen in das leuchtende Objekt selbst verlegt wird, 
erreicht man die für die kinematische Analyse der Bewegungen absolut 
notwendige Gleichzeitigkeit der in verschiedenen Richtungen aufgenom- 
menen Serienbilder. Man bat dann nur noch die auf jeder Platte 
befindlichen Serien genau auszumessen, um den ganzen Bewegungs- 
vorgang auf ein räumliches Koordinatensystem beziehen und auf Grund 
dieser Koordinatenbestiramung die kinematische Analyse vornehmen zu 
können. 

Hat man aich nnn so auf empirischem Wege eine eingehende 
Kinematik des zu untersuchenden Bewegungsvorganges verschafft, so 
kann man dann die Differentialgleichungen der Bewegung dazu verwenden, 
^1" jeden Körperteil das resultierende Drebungsmoment sämtlicher auf 
denselben einwirkenden Muskeln zu berechnen. Es ist zuletzt Sache 
einer weiteren, der Muskelstatik angehörenden Untersuchung, dieses 
''ßstiltierende Drehungämomenb auf die einzelnen Muskeln zu verteilen. 
Soweit Aufgaben dieser zweiten Gruppe bisher in Angriff genommen 
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worden sind, beziehen sich dieselben fast durchweg auf die LokomotioAi' 
des Menschen und der Tiere. 

Was inebesondere die LokomotJon des Menschen anlangt, so etammei^^ 
wie schon oben angeführt wurde, die ersten ausgedehnten exakten Unter- 
suchungen von den Brüdern Weber. Denn diese haben zum ersten 
Male versucht, mit den ihnen damals zu Gebote stehenden Hilfsmitteln 
das beim Gehen, Laufen und Springen befolgte Bewegungsgesetz 
genau wie möglich festzustelleo. Da ihnen die Momentphotographi« 
noch keine Dienste leisten konnte, so sahen sie sich allerdings genötig^j 
die Residtate ihrer Messungen durch manche Hypothesen zu ergänzen. 
Auf dieser Grundlage bauten sie dann mit Hilfe der Lagrangeschen 
BewegungBgleichungen ihre Theorien des Ganges, des Eillaufs und deB 
Sprunglaufs auf, welche wenigstens über die Art der die Bewegung 
des Gesamtschwerpunktes beeinflussenden äußeren Kräfte und über dis 
gegenseitige Einwirkunj^ von Rumpf und Extremitäten eine bestimmte 
Vorstellung vermitteln. Auf die Tätigkeit der einzelneu Muskelgruppen 
konnten sie dagegen infolge des allzu hypothetischen Charakters ihrer 
kinematischen Grundlagen, die sich überdies neuerdings als unhaltbar 
herausgestellt haben, und infolge der sehr weit gehenden Vereinfachungen 
bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen ihre Untersuchungen 
nicht ausdehnen. Immerhin bedeutet die Webersche Mechanik dei 
menschliehen Gehwerkzeuge den ersten Versuch, einen speziellen 
wegungsvoi^ang des menschlichen Körpers mit den exakten Mit) 
der Mechanik aufzuklären. 

Nachdem die mechanische Beschaffenbeit der Körperteile, sowi 
sie sich durch Schwerpunktslage und Trägheitsmomente charakterisierij] 
für die sämtlichen größeren Abschnitte des menschlichen Körpers <)urcb 
eingehende Untersuchungen festgestellt worden war, und nachdem mit 
den jetzt der Forschung zur Verfügung stehenden Methoden und Hilfs- 
mitteln, insbesondere durch die Momentpbotoj^aphie, sich eine eingehen« 
Kenntnis der Kinematik des Ganges und auch die Bewegungsgleichunj 
des menschlichen Körpers hatten gewinnen lassen, führte die Untei 
suehung nicht nur zu sicheren Resultaten über die äußeren Kräfl«;^^ 
insbesondere die vom Fußboden ausgeübten Reaktionen, sondern si^^ 
konnte auch schon zum Teil auf die zwischen den einzelnen Körper — 
teilen wirksamen Muskelkräfte ausgedehnt werden. Es war nun auct^» 
der Weg geebnet zur exakten Lösung zahlreicher statischer ProbIem^s= 
die sich zum Teil auf das Stehen, zum Teil auf andere Ruhehaltunge:^e: 
des ganzen Körpers oder einzelner Abschnitte desselben beziehen. 

Diese Untersuchungen sind jedoch noch keineswegs abgeBchlosse^K:=> 
wie ja überhaupt die physiologische Mechanik im engeren Sinne eJn^Mj 
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Zweig der NatorwisBenscliaft darstellt^ fOr den bis jetzt nicht viel mehr 
als das Fondament geschaffen ist. Es bietet sich daher dem Natur- 
forscher hier noch ein weites Feld der Untersuchung dar. 

Die Arbeit auf diesem Gebiete erscheint aber um so dankbarer, 
als die Zahl der Arbeiter zur Zeit noch sehr gering ist. 



Die Entwicklung willMrlicher Funktionen in Reihen, 
die nach Besselschen Funktionen fortschreiten. 

Von Adolf Eneseb in Berlin. 

1. Die Besselsche Funktion von der Ordnung Null wird durch 
die Reihe 

J{X) - 1 - ^ + g^-^, - 2t. 41.6t + • • • 

dargestellt und ist ein Integral der Besselschen Differentialgleichung 

Ein zweites Integral dieser Gleichung hat die Gestalt^) 

J{x) log X + G{x), 

wobei G{x) eine bestandig konvergente Potenzreihe oder, wie wir nach 
dem neueren Sprachgebrauch sagen wollen, eine ganze Funktion von x 
ist, und zwar eine gerade Funktion. Hieraus folgt unmittelbar, daB 
der Differentialgleichung 

(1) xy' + y' + Q^xy = 0, 

wenn q eine Konstante ist, durch die Funktionen 

u =» J{fix), V = J{qx) log X + G(qx) 

genügt wird. Da das allgemeine Integral der Gleichung (1) aus u und 
V linear mit konstanten Koeffizienten zusammengesetzt ist, so unter- 
scheiden sich alle fOr x =^0 endlichen Integrale von u nur durch einen 
konstanten Faktor. 

Bei verschiedenen Problemen der mathematischen Physik wird nun 
yerlangt, eine auf der Strecke von x ^0 bis x = 1 willkürlich ge- 
gebene Funktion in eine Beihe 

1) Biemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen der mathematiBchen 
Physik I, f 74. 
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zu entwickeln, indem unter /Jp, ^j, j4j, . . . von x unabhängige Größsi^ 
unter p^, pi, fj, . . . die Wurzeln der Gleichung 
()J-fe) + iJ(rt-0 

verstanden werden, in der A eine Eonatmite bedeutet Eine solche 
Wicklung wurde zuerst bei der Aufgabe der radialen Wärrneleitnng iil 
einem Kreiszylinder von Fourier betrachtet'); der Fall /i = eaw 
scheint in Kirchhüffs Theorie des Strömens der Elektrizität in zvLi^ 
drisehen Drähten.') Wir wollen im folgenden möglichst einfach b»^ 
weisen, daß eine willkürliche Funktion in der von Kirchhoff verlangt«! 
Form wirklich dargestellt werden kann, und zwar unter Voraus setz ungeaj 
die bei den Anwendungen meist als erfülJt gelten können. « 

3. Zu diesem Zwecke benutzen wir eine im wesentlichen vtrt 
Cauchy eingeführte Hiliafunttion 

S _^_ 

deren Zähler der Differentialgleichung 

(2) X W + W + q'xW- 9xJ\Q)f{x) = 

genügt und fiir a; = endlich ist, während TV" für a: = 1 verschwindal 

dabei sei p eine beliebige reelle oder komplexe Konstante und < 

E\inktion f{x) sei stetig von x^Ü bis x=\. Die aufgestelll 

Forderungen erfüllt die Größe 

W «(.7(p) + p G'(if))j'xuf(x)dx + ueJ'{Q)Jxvf{x)dx + vQj-{(f)j'xuf{ 

auf die man leicht kommt, wenn man das allgemeine Int^ral 
Gleichung (2) in bekannter Weise aus m und v zusammensetzt; föi 
findet man unmittelbar 

W = ~ u'{J{q) + QG'{Q))fxuf{x)dx + u'Qj-(p}Jxtf(x)d^ 



+ Qj-(p)\x-'J{ex) + tfJ'(px)\ogx+eG'(Qx)]Jxuf(x)dx. 

Man sieht nun leicht, daß W, W und sogar x~*W im guuia 
Intervall vou a: = bis x = I endliche und stetige Funktionen von i 
sind. Zweifelhaft kann das nur für x = sein; da aber m eine geiad 
Funktion von x, ftlao x~^u' für a; = endlich ist; da femer f[x) 



k 



1) Analytische Theorie der Wärme Esp. VI. 
•i) Gea. Abhandlungen Nachtrag S. 51. Riei 
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1 endlich und stetig bleiben und dem- 



und Jifix') Ton « = bi 
nacb eine Gleichung 



/»»/■K 



gilt, in welcher 
Produkte 



(4) 



eine positive Konstante bedeutet, ao sind auch die 
logx jxttf{x)dx, x-^ ixnf{x)dx, x-^ j xuf(x)iix 



fBr z = endlich, stetig und absolut kleiner als m, worauH die aus- 
gesprochene Behauptung ersichtlich wird. Die Differentialgleichung 
(2) zeigt sodann, daß auch W" von x = bis x—l endlich und 
stetig ist. 

Weiter läßt sich zeigen, daß W nnd x-'W ganze Funktionen 
von (I sind, die, nach Potenzen von q entwickelt, x in den Koeffizienten 
enthalten und bezüglich dieser Variablen auf der ganzen Strecke von 
1 = bis a: = 1 gleichmäßig konvei^eren , wenn der absohite Betrag 
'öü 1/ eine beliebig gewählte positive Größe nicht übersteigt. Denn 
dieee Eigenschaft ist bei den Größen J(gx) und G{qx) unmittelbar 
enichtlich und bleibt erhalten, wenn man mit endlichen, stetigen 
t^Wctionen von x multipliziert und zwischen zweien der Werte 0, x, 1 
lategriert. Dieselbe Eigenschaft haben aber auch die Integrale (4); 
ersetzt man nämlich in ihnen u durch den R«Bt, der übrig bleibt, wenn 
oan in der Potenzreihe J{fix) alle Potenzen von p bis zur nten hinauf 
itreicht, so gilt auch jetzt noch die entsprechend modifizierte Un- 
j^leichung (3|, und m kann, wenn mau n groß genug nimmt, so klein 
gemacht werden, wie man will. Damit ist gezeigt, daß die ungdinderten 
hitegrale (4) in beständig konvergente Potenzreihen von ^ entwickelt 
"erden können, die bezüglich der Variablen x von x — O biB 2~ 1 
tfleichmäßig konvergieren. 

Wenn ono überhaupt irgend eine ganze Funktion von der ao- 
glgdKues Beschaffenheit in der Form 

?=-?,+ ?,(»+?,?' + ■■- 
m ewt a t wird, wenn femer g eine beliebige positive Konstante, n eioe 
•uiffucheDd große ganze Zahl ist, nnd die Ungleichung 

''rtebt, Bo ist der Rest der Reihe P, der nach mehr als n Gliedern 
^S^ bleibt, dem absoluten Betrage nach kleiner ab eine beliebig 
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klein gegebene positive Größe e; daher sind die einzelnen Glieder dot 
Reihe P vom n™ an absolut kleiner als 2e, und es gibt eine aolcbe 
von X unabhängige positive Größe M, daß allgemein die Beziehung 
\P^g'\<M, ^P,\<Mg-' 



gilt. Daraaa folgt, wenn 3, 
bei der Annahme 



1 beliebiger Wert zwischen und g ist^ j 



IpIS«',, 



daß die Reihe P nicht schwächer konvergiert ab die \ 
geometriache Progression 



1 X unabhän^ge 



Jtf 1 + ^ + ^ 



+ ■ 



Stellt man dieselbe Betrachtmig für eine andere Reihe P an, so wird 
nur für 31 im allgemeinen ein anderer Wert M, zu nehmen sein, and 
das Produkt zweier solcher Reihen konvergiert mindestens so stark wie 
die Reihe 



MM, (1 -f- ^'. + 4 + ■ 



-MMM +i?'+^ + .. 



i 

d 

d 

ie 

i 



also jedenfalls gleichmäßig bezüglich der Variablen x, wenn diese von 
bis 1 läuft. Nun zerfallen die Aggregate W nnd x~^ W nach 
dem oben Bemerkten in Produkte je zweier Reihen P, sind also seibat, 
wie behauptet, ganze tVnktionen von q, die in der angegebenen Weise 
gleichmäßig konvergieren. Dasselbe gilt der Gleichung (2) zufolge 
von der Größe W", die somit gliedweise nach x von x ^ bis x — 1 
oder för einen Teil dieser Strecke integriert werden kann. Die nach q 
entwickelte Reihe W kann daher nach j^ zweimal gliedweise differen- 
tiiert werden. 

Endlich ist klar, daß W ebenso wie (Nr. 1) J(qx) nnd G(^x) 
eine gerade Funktion von p ist. 

3, Bezeichnet man allgemein durch p, eine Wurzel der Gleichung 



(5) 



fJ-Wj-o, 



so geht die DifTerentialgleichung (3) fär <> = ^„ in die mit dem Wtfta i 
P = P« gebildete Gleichung (1) über. Da nun W für « = stets end- 
lich ist, durch diese Eigenschaft aber (Nr. 1) ein Integral der Gleichung 
(1) bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist, so Folgt 



(6) 



W(fJ - C.Jln.a,), 



wobei C^ ein von x unabhängiger Faktor ist, der auch den 
haben kann. Man kann ihn auf folgende Weise bestimmen. 



len Wert Null I 
uen. fl 
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Man setze 
Bodaß die Gleichung 

(7) {Xu^y -U: + QlxUn == 

gilt; multipliziere die allgemeine Gleichung (2) mit u^, integriere nach 
X von bis 1 und forme alle erhaltenen Integrale durch partielle Inte- 
gration so um, daß unter dem Int^pralzeichen nur W, nicht aber TT' 
oder W" vorkommt. Benutzt man dann die Gleichung (7), so er- 
gibt sich 

1 1 

X{fln TF' - t*; TF)| J + ((»* - qI) fxUn Wdx - Q^ifi) CxUnf{x)dX = 0. 

Hier verschwindet aber das von Integralzeichen freie Glied, da W und 
Uli f&r x^l verschwinden; dividiert man durch q^ — qI und setzt 
Q ^ Q^, SO erhält man demnach auf Grund der Beziehung (6) und der 
Be SS eischen Differentialgleichung 

1 1 

Cn I XuldX + jJ{Qn) I XUnf(x) dx = 0. 

Vermittelst der hiermit gefundenen Werte C^ untersuchen wir die 
Cauchysche Hilfsfunktion 

S= W:qT{q) 

hinsichtlich ihrer Singularitäten, die offenbar, da Zähler und Nenner 
ganze Funktionen sind, nur Pole sein können. Zunächst hat der Nenner 
den Faktor p'; setzt man demgemäß q^ =» 0, so findet man 

1 

Uo - 1, C; = -/ xf(x)dx, 



Da nun W (Nr. 2) eine gerade Funktion von q ist, so ist p = kein 
Pol, wenn Cq verschwindet. Die übrigen Wurzeln der Gleichung (5) 
sind, wie man aus der Bessel sehen Differentialgleichung leicht schließt, 
einfiich, sodaß der Faktor q - q^ sich im Bruche S hebt, sobald C^ 
verschwindet; haben daher alle Größen C^ den Wert Null, d. h, be- 
stehen aUe Gleichungen 

1 1 

xuj{x)dx = 1 xf{x)J{Q^x)dx = 0, 

so ist die Cauchysche Hüfsfunktion S ganz. 

Hier greift die Theorie der Funktionen eines komplexen Arguments 
in miBere Sohlußreihe ein; wir benutzen wesentlich, daß ein Quotient 



/ 



i 
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zweier ganzer Funktionen, der nirgends unendlich wird, eelbst eine ganze 
FuoktioD iat, was auf dem fundamentalen Satze beruht, daß aof dem 
KouTergenz kreise einer nicht beständig konvergierenden Potenzreihe 
eine singulare Stelle der durch die Reihe dargestellten Funktiun 
liegen muß. 

4. Da die Potenzreihe ?</"{?) mit p* beginnt, kann q*S jeden- 
falls für kleine Werte von p nach positiven Potenzen dieser Größe 
entwickelt werden; die Koeffizienten dieser Reihe sind beatinunte lineare 
Konibinatiünen aus den Eoeftizienten der nach Potenzen von p ent- 
wickelten Reihe W. Genau dieselben linearen Kombinationen der ent- 
sprechenden Koeffizienten von W geben die Koeffizienten der Potenz- 
reihe Q*S'; diese entsteht somit, da \V gliedweise nach x diä'erentiiert 
werden darf (Nr. 2), aus q^S, indem man ebenfalls gliedweise differen- 
tiiert, und auf ähnliche Weise kann man von S' zu S" übergehen. Weun 
daher speziell S eine ganze Funktion von g ist, die man, da Zähler 
und Nenner nach Nr. 2 gerade sind, in der Form 

-5 = 50 + 81 0* + S,p* + --- 

eutwickelt, so sind s„, «,, ... von z = bis 3^ = 1 stet^e, zweimal 
differentiierbare Funktionen, und man karm iu der für S geltenden 

Differeutialgleichung 

xS" + S' + e*xS-xf(x) = 

die Koei^zienten der einzelnen Potenzen von p' so bilden, als ob es 
sich um Polynome in p handelte; jeder dieser Koeffizienten ist, da p 
beliebig ist, gleich Null zu setzen. 

Auf diese Weise erhält man die Gleichungen 



(8) 



(x^ + si — xf{x) = 0, 
Ust'+i + s;+, 4- 3;s, = 0. 



Aus ihnen folgt zunächst, daß s^ und damit auch f{x') auf der 
ganzen Strecke von z = bis a; = 1 verschwindet, wenn dies von irgend 
einer der Größen s, gilt. Da femer S' für ar = 1 unabhängig von ^ 
verschwindet, so folgt allgemein 

(9) 5;r = o. 

Bildet man mm die Gleichung (8) für v ^n— 1 und v = m + 1, 
multipliziert erstere mit s^^,, letztere mit s,_,, uud integriert beide 
von X ^ bis a: — 1 ; transformiert man sodann die erste der ao er- 
haltenen Gleichungen durch partielle lutegratiau iu der Weise, daß 
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^«+1 und Sm+i nicht mehr unter dem Integralzeichen vorkommen; so 
^Tgibt sich mit Hilfe der zweiten der erhaltenen Gleichungen 



vETid da der Gleichung (9) zufolge das vor dem Integralzeichen stehende 
GS-lied yerschwindet, folgt 



1 1 

Jxs^s^ dx =J^^n-i 5^+1 dx, 



so daß die linke Seite dieser Gleichung nur Yon der Summe der Zeiger 
m und n abhängt und durch TF^+„ bezeichnet werden kann. Speziell 

hat man 

1 



F,, 



= I a»J dx, 



^d da s^ im Integrationsgebiet stetig ist, Yei*schwindet keine dieser 
Größen, wenn nicht s^ und damit f{po) von a; = bis x^l überall 
den Wert Null hat. 

Jetzt beachten wir, daß bei beliebigen reellen Werten von a und ß 
die quadratische Form 





I' 



°ie negativ ist; hieraus ergibt sich 
I ^^> abgesehen von dem soeben bezeichneten Ausnahmefall, 

^2v-f2 ^= ^2» 

Daraus folgt weiter, daß die Reihe 

sictier nicht besi^ndig konvergent sein kann, da der Quotient eines 
Qliedes durch das vorhergehende das Produkt aus p* und einer nicht 

abuebmenden positiven Größe, also bei gewissen Werten von q größer 

^ £inB ist. Ebenso kann daher die Reihe 

ArehiT der Mathematik und Physik, in. Beihe. VIL 9 
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nicht beständig konvergieren; sie entsteht aber, wenn man S mit s^ 
multipliziert und gliedweise nach x von bis 1 integriert, was erlaubt 
ist. Wäre also S eine ganze Funktion , so müßte dasselbe Ton der 
Beihe B gelten. Der hierin liegende Widerspruch lost sich nur in 
dem oben ausgeschlossenen Ausnahmefall, daB f{x) identisch ver- 
schwindet; nur in diesem Falle kann also S ganz sein. Kombiniert 
man hiermit das in Nr. 3 erhaltene Resultat und bedenkt noch, daB 
die Wurzeln der Gleichung er(()) = reell sind^) und paarweise ent- 
gegengesetzte Werte haben, J(q^x) und J(— q^x) aber identisch sind, 
so erhält man folgenden Satz: 

Ist f(x) eine von x ^0 bis x== 1 stetige Funktion^ und gdten dk 
sämtlichen Gleichungen 

xJ{q^x) f{x)dx=^Oj 



u 



in denen q^ die nicht negativen Wurzdn der Gleichung (fJ'(fi) == stnd, 
so verschwindet f{x) auf der ganzen Strecke von x==0 bis x ^1, 
5. Für die Größe 

^-yxj{Qx) 

findet man aus der Be sseischen die Differentialgleichung 

und wemi die Bezeichnung 

a(x\ = ^^^f^^) 

eingeführt wird, ergibt sich 

1 1 

CxJ(Qx)f(x)dx = - fg{x) U"dx, 


oder, wenn man zweimal partiell integriert, und um dies möglich 
machen, voraussetzt, daß f{x) stetige erste und zweite Ableitungen 
Integrationsgebiet besitze, 

1 1 

JxJ{sx)mdx ~-g(x)U'\\+g'(x)U\\ -füg" i.^)dx . 



Da nun für p = p, offenbar 



1) Riemann-Weber I § 71. 
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und die Größen gix), i 
liält man 



■){x) und g'{x) för x = verBchwinden, er- 



Hiermit verbinden wir die asympto tischen Gleichungen') 

(11) ■|/'^J(;r)-^coa(^_|), y^J-^x)^ 



-sin a:- vT 



demi Sinn ist, daß die Differenz beider Seiten mit x multipliziert end- 
lich bleibt. Bezeichnet man durch W^, Wj, ■■■ Größen, die zwischen 
endUchen von x und p„ unabhängigen Grenzen liegen, wie groß auch 
« werden mag, so zeigen diese Relationen, daß mau, wenn x auf die 
Strecke von bis 1 beachränkt wird 



(12) 



J'(eJ = ,y-!=, J(p,^) = ^ 



aeteen kann, und die Definition von g{x) ergibt 

9(1)-*;, »■(!>- 5. 9»-^'l 

«las Integral (10) ist also von der Form y'gp,"! Hieraus folgt, da 
die Gleichungen (11) die Beziehung 

.Ä Vt ■'(c.) - ± 1 

ergeben, vermittelst der zweiten Gleichung (12), daß man setzen kann 






idx = 



Bezeichnet man die linke Seite dieser Gleichung durch Ä^J(q^x), 
'° ist hiermit bewiesen, daß die Reihe 



I 9)(,r) = A^J{q^x) + A,J{q,x) + ■■■ 

I **« die Summa pj" * + pr ^ + ■ ■ ■ konvergiert. Nun zeigt die zweite 

_ 'Eichung (11), daß die Größen p, bei wachsendem Index annähernd 

" arithmetischer Progression zunehmen; die Reihe (p(x) ist also von 

""^ bis a; = 1 absolut und gleichmäßig konvergent und demnach ihre 

****ime eine stetige Funktion von x. 

lann-Weber I g 76. 
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Ihre Bedeutung beruht auf den Gleichungen *) 
1 1 

JxJ{Q^x)J{fi^x)dx = 0, jxJ(Q^xydx^\J{(fy, 



aus denen man^ da die Ausdrücke q)(x) und Xfp{x)J(fi^x) gliedweise 
integriert werden dürfen, schließt 

1 11 

/ xq>{x)J{(f^x)dx = ^nl ooJ(Q^xydx = 1 xf(x)J(Q^x)dx 



1 



oder 



1 

/ x{q>{x) — f{x))J{Q^x)dx = 0. 




Da diese Gleichung für jedes n gilt und q>{x) — f(x) im Integration^* 
gebiet eine stetige Funktion von x ist, so folgt nach Nr. 4 für dJ.^ 
ganze Strecke von x = bis x = 1 

q>{x)-^f(x)=^0, 
f{x) = A^J{qox) + AiJ((f^x) + '", 

wobei Qq = 0, J{Qox) = 1 ist und q^, q^, • • • die positiven Wurzeln d^^^*" 
Gleichung eT ((>) = sind. 

Damit ist genau die von Eirchhoff geforderte Reihenentwicklui^i— ^? 
als möglich, absolut und gleichmäßig konvergent nachgewiesen un 
der alleinigen Voraussetzung, daß die Funktion f{x) nebst ihren e 
beiden Ableitungen stetig sei. 

6. Die in Nr. 1 erwähnte Fouriersche Reihenentwicklung 
sich fast genau ebenso behandeln wie die Kirchhoffsche; nur trm. 
durchweg (>er(^) + hJ{Q) an Stelle von QJ^io)^ die Gleichung (2) wi 
durch die folgende ersetzt: 

und für W erhält man den Ausdruck 

1 
W H[J{^) + Q(i\Q) + hO\,Q)) Cxuf\x)dx 

l X 

+ uKfiJ'^fi) + kJ\^i^y\ fxvt\x)dx + c{^^J\q) + hJ(Q)) fxHfixJ^i^' 



^ 



V Kiemann-Weber 1 § 7)^ 
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Die dnrchgefiilirte Argumentation ist derjenigen ahnlich; die ich 
in einer anderen Abhandlung^) auf gewisse von Sturm und Liouville 
eingef&hrte Reihen angewandt habe, unter diese können aber die hier 
behandelten nicht als spezielle Fälle subsumiert werden, weil die 
Besselsche Differentialgleichung an einer Stelle des betrachteten 
IntervallB, nämlich fOr x = singulär wird; andrerseits werden manche 
der dort durchgefOhrten Entwicklungen durch die bekannten Eigen- 
schaften der Besselschen Funktionen überflüssig. Auf jene Arbeit 
verweise ich auch hinsichtlich der Literatur des Gegenstandes. 

Berlin, Juli 1903. 

1) Math. Annalen Bd. 58. 
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Landahn, Hermann, über Inhalt and Gebiet der Oeoiä 

Annalen der Naturphilosophie, herausgegeben von Wilhelm Ostwald, 

n. Jahrgang, Heft 2. S. 145 — 200. 
Der Verfasser weist die logisdte Uitmöglidtknl eicht euklidischer sowohl 
als mehrdimensionaler Geometrien nach. Zu diesem Zweck wird in den 
ersten vier Abteilungen der Parallelensatz bewiesen, in weiteren vier Ab- 
teilungen aus der Annahme mehrerer Senkrechten auf einer Ebene m eiD 
und demselben Pimkte dieser Ebene ein Widerspruch hergeleitet. 

1. Den ParallelensaU beweist der Verfasser nach einem altbekanntea 
R«iept, indem er zwischen Form und Größe einer Figur unterscheidet 
Warum diese Methode bei Fachleuten als unzulässig gilt, war dem Ver- J 
fasser woh) unbekannt, sonst h&tte er die Begriffstrennung wenigstens xn I 
rechtfertigen gesucht und nicht stillschweigend von Anfang an verwandt. Die I 
Einftthrung der Ähnlichkeit gestaltet sich folgendemmBen (§ 14, S. 164): ■ 
,^ind rttnmliche Gebilde formal gleich, aber extensiv verschieden, so nennt 
man sie fähnlicb>. Einander ähnliche räumliche Gebilde sind nun in jeder 
möglichen GröBe logisch möglich. Denn — ist eine bestimmte ränmliche 
Form überhaupt logisch möglich, dann kann auch eine Idee, in der diese 
Form in irgend welcher möglichen GröBe gemeint ist, nicht widersinnig 
sein, weil eine Formbestimm aog an sich noch keine GrSBenbestinuntmg, 
eme GrQBenbestiiumung an sich noch keine Formbestimmung einscblieBt" 

Angenommen, der Gedankengang des Verfassers wäre schtuBkräftig, Bo 
wäre wohl die logische Möglichkeit der Ähnlichkeit, aber nicht die logische 
Unmöglichkeit einer entgegengesetzten Annahme dargetan. Und gesetzt, die 
logische Unmöglichkeit einer Geometrie ohne Ähnlichkeit folgte aus dem 
Beweise {sit venia verbo) des Verfassers, so wären die Ähnlichkeitssfttze 
auch fär die Kugel gültig, da in den Entwicklungen des Verfassers nur 
von der konstanten Krflmmung (die er als Homogenität bezeichnet), nicUJ 
aber von der Dimeusionsiahl Gebrauch gemacht wird. 

2. IHc l'nmöglichkät einrs Rantitrs von mrhr als drei DimcHsiofi 
wii-d folgendermaßen erwiesen: Es seien im Schnittpunkt zweier GeradoB 
G, G, zwei Senkrecht« G, und Gj auf der Ebene GG, möglich. 
RichtuQgen derselben seien so festgelegt, daß G, G, mit G, ein Be 
System, mit Gj ein Liukssjstem bilden. Die Winkelhalbierende von 0,1 
und G, bildet aladann mit G, Gj ein System, das zugleich ein Rechts- und 
ein Linkssystem ist, — aus SymmetriegrOnden. (Der Beweis ist beim 
Verfasser über iwei Druckseiten lang, S. 19T— 199). 

Der ganie Schluß bftngt an der Voraussetrung, daß Kongruenz ) 



Kongmeiiz usij 



ITcxensioneD. 
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Symmetrie an dreidimensionalen Gebilden auch im mehrdimensionalen Bamn 
nnterse heidbar sind. Diea trifft nicht zn, und damit fttllt bereits dar Aus- 
gangspunkt des Beweis Verfahrens. 

Es ist nun auffallend, daB dieser Angelpunlct, die Gültigkeit der 
Unterscheidung „links" und „rechts", beim Verfasser auch nicht mit einem 
Wort erwähnt wird, ao daß die Annahme gerechtfertigt erscheint, er habe 
die Achillesferse seines Schlusses gar nicht bemerkt. Auch die Tatsache, 
daS auf S. 196 in einer Fußmle behauptet wird, der Beweis für die 
NichtkoDgruenz sjrmmetrischer dreidimensionaler Figuren gelte auch im 
Raome von mehr als drei Dimensionen, ändert daran nichts; denn es ist 
doch nicht üblich, den Kernpunkt eines Beweises einige Seiten vorher in 
einer FuBnote abzohondeln, im Beweise selbst aber anerwähnt zu lassen. 

Der Beweis für die Nichtkongrnenz synuuetrischer Figuren ist aber 
beim Verfasser folgender: Zwei symmetrische Tetraeder APBOxmA APBC^ 
seien mit den Flächen APB zur Deckung geb^a(.^bt, Dann ist die Innen- 
seite von APB in bezug auf das eine Tetraeder die Außenseite in bezug 
auf das andere. Die Innenseite einer geschlossenen Grenze kann aber nicht 
lur Außenseite werden. 

Wenn der ,3eweis" schlüssig würe für mehr als drei Dimensionen, so 
wäre analog die Nichtkongruenz ebener symmetrischer Figuren im Räume 
von drei Dimensionen zu erweisen. Zugleich erkennt man hierbei die 
Lücke') im Schluß. Eine zweidimensionale Figur hat in drei Dimensionen 
außer innen und außen auch noch zwei Seiten, rechts und links, die ihrer 
Flache angehören. Nach des Verfassers eigenen Definitionen muß ebenso 
Raum von drei Dimensionen im mehrdimensionalen Raum zwei Seiten haben, 
so daß Innen- und Außenseite nicht die einzigen Instanzen sind, die zu 
entscheiden haben. 

3, Daß der Verfasser kein Mathematiker, auch keiner „vom Fach" 
ist, scheint mir zweifellos. Ich vermute, daß er Philosoph ist, wenigstens 
einer „vom Fach". Wenn diese Vermutung zutrifft, so darf man ja heut- 
zatage — leider — filr die Mangelhaftigkeit, vielleicht auch für die 
Üherschätzung') seiner mathematischen Kenntnisse auf mildernde Umstände 
plädieren. Aber in der Logik dürfte man doch wohl Sattelfe sttgkeit 
verlangen. 

Auf S. 163 beweist der Verfasser folgenden Satz: „Sind zwei räum- 
liche Gebilde formell und eiteasiv gleich, so sind sie auch geeignet, lokal- 
identisch zu sein." Er nimmt zwei aufänanderlicgende kongraente Strecken 
an, trennt sie sodann, findet, daß sie formell und extensiv nach wie vor 
übereinstimmen, und folgert: „Diese einander wesensgleichen Strecken sind 
nun zuerst in der einen Grenze AB vereinigt gewesen, sind also geeignet, 
lokalidentisch zu sein. — Für Strecken haben wir so unsem eingangs auf- 



1) Besser wohl „eine der Lücken". 

S) Diese zeigt sich unter anderem in dem Gebrauch zahlloser, ebenso 
brifilicher wie überfitissigur, in der Mathematik unbekannter Eunstana drücke 
wie: antieuklidiäch , total kongruent, partiell kongruent vom ersten, zweiten, 
dritten Grade, potentiell und aktuell kongruent, lokalidentiach , formal und in- 
formal homogen, tetal formal homogen etc. Auch lüßt der Verfasser Goklid gegen 
Uelmholtz auftreten und eine Rede halten, die mit den Worten begirnt; 
„Sonderbar, höchst sonderbar!" 



gestellten Satz bewiesen. " Das Verbot, voraus/nsetzen, was i 

will, ist meines WissenB logisohen Ursprungs und nicht eine pedantiMbi 

Verordnung der Mathematiker. 

Die Geometrie definiert der Verfasser S. 145 als „Wissenschaft ' 
der Beschaffenheit des logisch möglichen rein Eüumlichen." Von t 
.Räumlichen" wild weiter (S. 154, § 6) gesagt: „Dieser Begiiff ist 
definierbar.'' Hier wäre zunächst die Frage berechtigt, wie dann über s« 
logische Möglichkeit etwas ausgemacht werden könne. Aber weiter (ebenda) 
„Man muß Räumliches erfahren haben, um wissen zu können, wie et 
ist, wenn es räumlich ist." Angenommen. Aber damit ist bereits 
schieden, daß nur die Euklidische Geometrie unter den Begriff des Bäun 
lieben paßt; sie ist ja die einzige, die wir „erfahren" (um in der Termiu 
logie des Verfassers zu bleib enV Der Verf. weist also die logiscfi 
Unmöglichkeit eines gewissen ßjtumlichen nach, von dem bereits i 
daß es unräumlich und logisch möglich ist. 

4. Der icisxenschafViihf JCrnst^ mit dem der Verfasser an seine Ao] 
gäbe herangetreten ist, wird charakterisiert durch eine vollstKndige Ignoriem 
sämtlicher fundamentalen Arbeiten, die bisher auf dem bebandelten Gebüi 
geleistet worden sind. Zu Gunsten des Verfassers mag man annehmeo, t 
habe sie nicht gekannt; doch wird dadurch der Vorwurf mangelnden EmsU 
nicht entkräftet Der Verfasser kennt überhaupt die Problemstellung i 
was schon aus seiner Definition der Geometrie hervoi^eht. Weitere Stellff 
die dies erweisen, finden sich besonders in dem einleitenden Teil, so 
8. 147: ,J)ie Euklidische Geometrie beweist nicht, daß ihre Axiome 
beweisbar sind", und ebenda: „So lange die Axiome nicht bewiesen si 
sind sie eben des Beweises bedürftig," Dasselbe in einem s{tezielleD Vi 
S. 149: „so muß entweder das Paralletenaxiom bewiesen werden, oder ^ 
muß bewiesen worden, daß jenes j^Ajaom*" nicht wahr ist." Zu nmfangreid 
um angef^rt zu werden, aber von einer durch keine Sachkenntnis getrObla 
Unbefangenheit zeugend sind die Ausführungen über die an airtische F 
Handlung auf S. löOf. Seine ganzen Kenntnisse hat der Verfasser i 
scheinend aus Helmholti' poptÜaren Vorträgen geschöpft Bemerkensml 
ist no«'h folgender Passus S. 149: ,4^es wird auch von niehteuklidisdl 
Seite zugegeben."' Der Verfasser denkt Hieb anscheinend nach philosophiscfa^ 
Voirbild die Mathematiker in zwei Heerlager gespalten, die mit dem SdÜMl 
mf ,JIie Eoklid", „Hie Lobatschelsky" gegeneinander ra Felde i 

6, Zum Schlüsse ein Wort der Rechtfertigung für die AnsfOhilkU^ 
des R«feistes: Die besprochene Arbeit ist in einer Zeitschrift r— *' 
die, von einem Gelehrten in autoritativer St^Unng geleitet, i 
erhebt, ernst genommen zu werden. Der Verfasser der vorliegendeo i 
wird nüthin von ii^nd einer Seite ejTist genommen, entweder ron 4 
Redaktion der Annalen der Naturphilosophie oder 
liehen AntoriUt, die der Redaktion die Arbeit zur Aufnahme empi 
hat Dies ist Anlaß genug, das EndinitfM der Arbeit enxst la i 
aoek wenn die Ailttit selbst nicht der Beachtung wert ist 
aolefacr SonntsgQlgera in unseren Jagdgründeo aber, die wedw \ 
W«S» k«uit, heifit es Rtr uns Mathematiker: prindpüs ol 

Kndlid» ban folgande Bemerkung nicht unterdrückt « 
Kmtt TOB «tBcr Bedaktioa nicht Allwissenheit verlangen, alt < 




OTtklasäge Arbeiten in ihrer Zpitschrift erBcfaeinen uncl m&ßte die Feliler- 
losigkeit aller Resultate über jeden Zweil'el erhaben sein. So löcbrich 
aber d&rf das redaktionelle Sieb ntubt sein, daß Arbeiten darchachlQpfen 
kännen, die jedes wissenschaftlichen Ernstes bar sind. 

Gharlottenhurg, 20. Oktober 1303. Gebham. Hbsss 



Ernst WÖlffing. HathematlBoher Büohersobatz. Systematisches Ver- 
leichni^ der wichtigsten deutseben und ausländischen LehrbSeher und 
Monographien des 19. Jahrhunderts auf dem Gebiete der mathematischen 
Wissenschaften. In zwei Teilen. I. Teil: Reine Mathematik. Mit einer 

Einleitung: Kritische Übersicht über die bibliographischen Hilfsmittel der 
Mathematik. (Abhandlungen zur Gesohichtc der mathematischen Wissen- 
sehaften, Heft XVI, l). Leipzig, B, G. Teiibner. 36 u. 416 S, 1903. 
Ein jedes literarische Untemehmeu , durch welches das Studinm der 
Matiematik erleichtert wird, ist mit Frenden zu begrüßen. Ganz besonders 
dankbar aber müssen wir sein ffir ein Werk, das den Zweck verfolgt, den 
Studierenden wie den gelehrten Forscher in dem weiten Gebiete der 
nnÜJcmatischen Literatur zu orientieren. Ein solches Werk ist der 
JJathematische Bücherschatz" des Herrn Wölffing. Die wichtigsten 
mitliematischen Erscheinungen des 19. .Jahrhunderts, mit Ausschluß der 
pfriodischeji Literatur, werden hier in systematischer Anordnung veneichnet. 
Wer die bisherigen bibliographischen Hilfsmittel, über welche in der Ein- 
leitung eine kritische Übersicht gegeben wird, kennt und wiederholt benutzt 
lat, wird gern zugeben, daß ein Werk, wie es hier Herr Wölffing zu 
liefern unternommen hat, je länger je mehr zu einem dringenden BedÜrhiis 
geworden war. 

Dftfl die Aufgabe, welche sich Herr Wölffing gestellt hat, eine 
»uflerordentlich mühsame und schwierige ist, weiß ein jeder, der sich mit 
hiitorisch- literarischen Arbeiten beschäftigt hat. Schwierig und mühevoll 
itt die Sammlung des einschlägigen Materials aus den soeben erwähnten 
''ibliDgraphi sehen Hilfsmitteln. Mehrfache Lücken sind im venu eidlich, zumal 
snlinge die große mathematische Bibliographie des Herrn Valentin noch 
"icht erschienen ist. Schwierig ist die Prüfung der bibliographischen 
ViBÜen in bezug auf ihre Zuverlässigkeit. Schwierig ist femer die kritische 
Sichtung des herbeigebrachten Materials, die erforderlich, wenn man die 
■•richtigsten" Erscheinungen berücksichtigen will; schwierig die systematische 
Anordnung. Kritische Sichtung und systematische Einordnung smd eigentlich 
Dur müglich, wenn man nicht bloß den Titel kennt, sondern auch über den 
Inhalt, entweder durch Einsicht des Buches selbst oder durch Lesen von 
Btfaraten über dasselbe, sich unterrichtet hat. Schwierig ist endlich die 
"niteUung eines branchbaren und zuverlässigen Sach- und Namenregisters. 
Alles dies erfordert unendliche Mühe und Geduld. Ja, nach langjähriger 
BeschSfdgung mit ähnlichen historisch'Iiterarischen Arbeiten ist Beferent sogar 
w der Oberzeugung gelangt, daß die korrekte Durchführung eines derartigen 
"dl über ein ganzes Jahrhundert erstreckenden bibliographischen Unternehmens, 
^Ibst wenn man sich auf die nicht periodische Literatur beschränkt, die 
'^'^Ha Bines Einzelnen übersteigt. Herr Wölffing scheint sich, obwohl er 
"^'^i H^aß der Leser wenigstens nichts Wichtiges vermissen dürfte", 




doüBOch der hervorgehobenen großen Schwierigkeiten bcwnflt geworden i» 
sein, denn er richtet an alle Leser die ffitte, ifan tod aBen lAcken und 

Unrichtigkeiten unterrichten zu wollen. Lediglich um dieser Bitte gerecht 
zu werden, führt Referent im folgenden eine Reihe von Werken an, die 
er hei Anstellung von Stichproben vermißt hat, und knöpft daran einige 
persönliche Wünsche für eine neue Ausgabe des „Mathematischen Bücher- 
schatzes". 

Der vorliegende I. Teil des Werkes enthält die Einzelwerke der „Reinen 
Mathematik". Nicht aufgenoninieB sind, — aus uns unerfindlichen GrCtnden, 
— Werke der Mathematik im allgemeinen, ehenso geschichtliche und 
biographische Schriften, die sich auf einzelne Orte und Personen beziehen, 
sowie Gesamtausgaben der Werke von Mathematikern. Werke über 
Mathematik im allgemeinen hätten sehi- wohl in einem besonderen Abschnitt 
zusammengestellt werden können, so die Wörterbücher von Klügel, Hoff- 
mann-Natani, Montferrier a. a., die Eepertorien von Hagen, Carr, 
Pascal, die Handbücher von Schlörailch, R. Wolf u. a- Auch die Bio- 
graphien bedeutender Mathematiker vermissen wir ungern, da sie für die 
Geschichte unserer Wissenschaft von groöem Werte sind. Dasselbe ^t 
von den Briefen, z. B. Fuß, Correspondance mathematique et phjsique df 
quelques celehres georaetres du XVIIL siecle etc. 1843; Commercium 
epistoUcum Job. Collins et aliorum de analysi promota, ed. Biot et 
Lefort, Paris 1856; C. Pfaff, Sammlung von Briefen J. F. Pfaffs etc. 
Hoffentlich nimmt der Herr Verf. die gesammelten Werke noch in den 
IL Teil auf. Bilden doch gerade die Werke eines Jacohi, Abel, Gaaß, 
Riemann, Möbius, Steiner, Graflmann, Lejoune-Dirichlet, Kro- 
necker, WeierstraB, eines Lagrange, Laplace, Cauchy, Fourier , 
Verdet, Cayley, Brioschi, eines Galilei, Koppernikus, Keple-r, 
Huygens, Deseartes, Leibniz, Fermat, Arago u. a. im eigentliche t^ 
Sinne einen Bücherschatü unserer Bibliotheken. Desgleichen die gesammeltes;» 
wissenschaftlichen Abhandlungen von Ch. Hutton, Plücker, Stokf* ^' 
Helmholtz, Thomson, Schwarz u. a. Femer vermissen wir mit I^^e- 
dauern die Neuausgaben oder Übersetzungen einzelner Werke oder JK — "' 
„Opera" alterer Mathematiker, wie Euklid, Pappus, Apollonii^^"^ 
Arehimedes, Aristoteles, Diophant, Proklus, Autolykus, Boetia^^' 
Leonardo Pisaco, Jordanus Nemorarius u. v. a. — In Abschnitt 1!^ ^' 
(Logarithmen) sind prinzipiell die Logarithmentafeln fortgelassen, seihst wer '^ 
sie eine ausführliche Theorie der Logarithmen enthalten, wie Callet 18^^^' 
Briggs, Vlacq, Vega, Bahbage, Bremiker, Hoüel u. a. Werden ^^' 
im II. Teil unter „Numerisches Rechnen" angeführt? Die englische Üb^^^'' 
Setzung (1881) und die Reproduktion (1885) des Neperscben Hauptwerl^^* 
Über Logarithmen fehlen. 

Wir lassen hier das Verzeichnis einiger Werke folgen, die wii' in ä^ f^ ^ 
I. Teil des Wölffingschen Buches vergeblich gesucht haben. Die vc^"' 
standigen Titel gehen wir nur bei denjenigen an , die in unserem „Ja^fc"^ 
buch für die Fortschritte der Mathematik" fehlen, also bei denen vor 18^^°i 
bei den übrigen nur den Namen des Verfassers und das Jahr. 

W. Whewell, History of the inductive sciences from the earliest to "t** 
present time. 3 v. London 1837—38, 2. ed. 1842, 3. cd. 1847. Dtseh. f. 
J. J. V. Littrow. 2 Bde. Stuttgart 1840 u 1841. 
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J. D. Cassini. Memoires pour servir & Tlustoire des 
Paris 1810- 

R. Wolf, Biographien zur Kultnrgeachichte der Schweiz. 4 Bde. 
Zürich 1858—62. 

A. J. Quetelet. Sciences matWmatiqnea et physifjues chez les Beiges, 
au coramencement au XIX" siecle. Bruxclles 1867. 

Fr. Wöpcke. Sur quelques anciennes tnethodes de taiütdpUcation. 
Kome 1861. 

Ä, G. Kastner. Geschichte der Mathematik. IV. Göttingen 1800. 

Jos. Canha. Principes mathematiques, traites d'uno maniere entifere- 
ment nouvelle. Trad. du port. par d'Abreu. Paris 1811. 

AI. Anderson!. Über das Studium der Mathematik. Berlin 1805. 

Pott. Die Sprach Verschiedenheit in Europa aus den Zahlwörtern nach- 
gewiesen, sowie die quinÄre und vigesimale Zählmethode. Halle 1868. 

G. Friedlein. Gerbert, die Geometrie des Boethius und die indischen 
Ziffern etc. Erlangen 1661. 

Fr. WBpcke. Sur l'introduction de Tarithmetique Indtenne en ocoident. 
Eome 1859. 

J. Todhunter, A historj of the mathematical theory of the probahility, 
from the time of Pascal to that of Laplace. London 1865. 

J. Bertrand. Rapport sur les progres les plus recents de l'analyse 
mathematique etc, Paris 1867. 

C. Neu mann. Der gegenwürlige Standpunkt der mathematischen 
Physik. Tüh. 1865. 

Zeising. Ästhetische Forschungen. Frkf 1855. 

L. Euler. Lettres a. une prineesse etc. (Pet. 1768—72); avec des 
aotes p. J. B. Labey. 2 vol. Paris 1812. Nouv-ed. p. Saisset. Paris 1843. 
Dtsch. Stuttg. 1847. 

J. D. Choisy. Essai historique sur le probleme des maiima. Genevel823. 

Ofterdinger. Beiträge inr Geschichte der Mathematik in Ulm. 1867. 

Knckuck(Kallius). Die Rechenkunst im 16. Jahrhundert. Pr.Beriin. 1874. 

Raestner und KlUgel. Philosophisch -mathematische Abhandlungen. 
HaUe 1807. 

Grieswald. Jostos Byrk als Mathematiker und dessen Einleitung in 
seine Logarithmen. Pr. Danzig 1856, 

Drobisch. Quaestionma mathematico-psychologicarum fasc. 1—5. Ham- 
burg und Leipzig 1836—39. 

Drobisch. Erst« Grundlage der mathematischen Psychologie, ih, 1850. 

Wittstein. Neue Behandlung des mathematisch -psychologischen Problems 
von der Bewegung einfacher Vorstellungen etc. Hannover 1845. 

Fries. Versuch einer Kritik der Prinzipien der Wahrscheiulichkeita- 
rechnung. Braunschw. 1842. 

W. Hamilton. Lectnres on logic. 3 ed. Dublin 1860. 

J. Schiel. Die Methode der induktiven Forschung, nach J. St. Mill. 
Braunschw. 1865. 

G, Boole, An investigation of the laws of thought, on which are foun- 
ded the mathematical theories of logic and probabilities. Lond, a. Cambr. 1854. 

Diesterweg. Wegweiser zur Bildnng tttr deutsche Lehrer. 3. Afl. 
Elberf. 1844. 
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J. St. Mill. System of logic, rationative and inductive. London 1813 
u. spätere Afl. System der deduktiven und induktiven Logik. Dtsch. versch. Afi. 

Stern. Lehrgang des Rechen iintemchts nach geistb Lidenden Grund- 
sätzen. Karhruhe 1832. 3. M. 1842. 

Böhme. Anleitung zum Unterricht im Rechnen. 1852. 

Meyer-Hirsch. Sammlung von Aufgaben aus der Buchstabenrechnung, 
Berlin her. v. Bortram 1864 u. später. 

Meyer- Hirsch. Sammlung von Aufgaben ans der Theorie der lir 
gebraiscben flleichungen. Berlin 1809 u. später. 

Grelle. Bechentafelu etc. Berlin 1820 u. 1857. 

B. Bolzano. Beitrage zur begründeten Darst«lliing der Mathematik., 
Prag 1811. 

Born, Traite raisonne d'arithmetique pure. Paris 1809. 

H. W. Brandes. Lehrbuch der Arithmetik. Oldenburg 1808. 

Adam. Der Rechenkünstler 1855 (Darin: Fouriera Regel der ge- 
ordneten Division). 

A. W. Grube. Leitfuden für das Rechnen etc. 1842. 2. Afi. 1852. 

Uhr. Harms. Methodisch geordnete Aufgaben. Oldenburg 1844 n. 
später. 

Pestalozzi. Anschauungslehre der Zahlen Verhältnisse, bearh. v. KrQs^ 
Zur. u. Tilb. 1803. 

J. Schmidt. Die Elemente der Zahl als Fundament der Algebra 
Heidelb. 1810. 

H. V. Stepbani. Ausführliche Anweisung zum Rechenunterricht 
Volksschulen. 3 Kurse. Nürnberg 1815, 1817, 1820. 

K. W. Ch. V. Türk. Leitfaden zur zweckmäßigen Behandlung dei 
Unterrichts im Rechnen etc. 2 Teile. Berlin 1816 u. 181*.». 

J. F. Lorenz. Keine Mathematik. Arithmetik, Geometrie, Analygük 
Lpz. 4. Afl. 1822. 

J. Lionnet. £lement.s d'arithmetiqne. 3. ed. Paris 1857. 

F. Lionnet. Algebre elementaire. Paris 1855. 

H. Graßniann. Lehrbuch der Arithmetik. Berlin 1861. 

F. Faton. Traite d'arithmetique et pratique. Paris 1854. 

E. Laianne. Arithmetique. 2, ed. Paris 1838. 

J. Ph. Eulik. Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen etc. Lpi. 1848. 

Seidel. Bemerkungen über den Zusammenhang zwischen dem Bildung*- 
gesetze des Ketteubruches und der Art des Fortgangs seiner Näherungswerte! 
München 1855, 

Bernhardte Die Neperschen Logarithmen. Wittenb. 1882. 

L. A. Seeber. Untersuchungen über die Eigenschaften der pOEitiTVft 
temären quadratischen Formen. Preiburg 1831. 

E. Catalan. Traite elementaire des series. Paris 1860. 

W. R. Hamilton. Lettures on quatemions. Dublin 1853. 

W, R. Hamilton. Elements of quatemions. London 1866. DeutscH 
V. Glan. 2. Bde. Lpz, 1882—84, 

A. A. Cournot. Elementarbucb der Theorie der Funktionen oder di 
Inünitesimalanalysis. Dtsch. v. C. H. Schnuse. Darmst. 1845. 
hy. Eiercices de mathematiques. Paris 1826 — 30. 
hy. Nouveaux eiercices de roathematiques. Paris 1835 — 39] 
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Gronau. Tafeln für sämtUche trigonometrischen Funktionen der 
fcjperboUschen und zyklometriBcheu Sektoren. Danzig 166!J. 

Anger. Untersuchungen über die Funktion J^ mit Anwendung auf 
das Keplersche Problem, Pr. Danzig 1855. 

Jacobi. Vorlesungen über Dynamik. Mit fünf hinterl. Äbhdlgn. 
bg. von Clebsch. Berlin 1866 [in Abschnitt (103)]. 

J.Tieille. Theorie generale des ap]iroximations niuneriques, Paris 1652. 
2-wL 1854. 

P. du Bois-Reymond. Beitrage zur Interpretation der partiellen 
Differentialgleiuhungen mit drei Variabein. I. Lpi. 1864. 

Clausius. Die Poteutialfunktion und das Potential. Lpz. 1859. 
2. Ausg. 1867. 

E. Catalan. Manuel des Candidats a l'EcoIe Polytechnique. 2 v. 
PiuHs 1857, 

van Swinden, Grondbeginaels der meetkunde. (1790), 2. Asg. 
Attist. 1816. Dtsch. von C. P. Ä. Jacobi. Jena 1834. 

E. Catalan. Elements de geometrie. Paris 1843. Liege 1866. 

E. Catalan. Theoremcs et problemes de geometrie äiementaire. 
Paris 1852. 6. ed. 1834. 

H. GraBmann. Die Wissenschaft der eitonsiven Größe oder die 
Aosdehnungslehre, eine neue mathematische Disziplin I. T. Auch u, d. T.: 
"is lineale Ausdehnungalehre, ein neuer Zweig der Mathematik etc., Lpz. 1844. 

H. GraBmann. Geometrische Analyse, geknüpft an die von Leibniz 
frf«a.x]dene geometrische Charakteristik. Mit ertSut. Abh. von A. F. Möbius. 
LpÄ- 1847. 

H. GraBmann. Die Äusdehnnngslehre. Berlin 1862. 

Grunert. Elemente der ebenen, aphßrischen und sphäroidischen Tri- 
gonometrie. 1837. 

K. Fr. Schulz. Die Sphärik oder die Geometrie der KugelfiSche, LpK.1828. 

Münchow- Ebene und sphärische Trigonometrie. Bonn 1826. 

Trembley. Memoire sur la trigonora^trie spherique. Paris 1801. 

Lacroii. Ebene und sphärische Trigonometrie, Dtsch, t. Ideler. 
Berlin 1822. 

M. D. Lardner. An analytical treatise of plane and spherical trigono- 
«»ti-y, London 1826. 

Uarn, Oriani, Element! di trigonometria sferoidica. Bologna 1806. 

Puissant. Recueil de diverses propositions de geomätrie resolues et 
dettiontrees par l'analyse. Paria 1809. 

Deshoves. Questions d'algebre elementaire etc. 1873. 

Ruchonnet. Elements de calcul approiimatif. Paria 1874; 4. ^d. 1887, 

M. Cantor. Die römischen Agrimensoren und ihre Stellung in der 
"«schichte der Feldraeökunst. Lpz. 1875. 

Lagrange. Mathematische Elementarvorlesungen. Dtsch. v. H. Nieder- 
""^ 1 1er. Lpz, 1880. — Lezioni elementari sulla matematica Ital. Milano 1639. 

J. Boussinesq. Cours elementaire d'analyse infinitesimale, k l'usage 
"^ personnes qui etudient cette science en vue de ses applications m^ani- 
t"»« et phjsiquBS. Paris 1884. 

P. Tannery. Pour Thistoire de la science hellene. De Th&les k 
"•n^tiedode. Paris 1H87. 
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Geschichte des mathematischen Unterrichte im deutschen 
I Jahre 1525. BerUn 1887. 

The N^ewton Potential Function. Boston 1888. 

ben von der Mathematischen Gesellschaft 



Hamburg. I. Teü. Geschichte der GeseUschaft von 1690 bis 1890. Lp«. 1890, 

L. Königsberger. Hermann v. Helmholtz' Untersuchungen über di«' 
Grundlagen der Mathematik ond Mechanik. Lpz. 18'.>6. 

J, L. Lagrange. Funktionenrecimung. Math. Werke Dtseh. 
A. L. CreUe I u. II. Berlin 1823. 

J. L. Lagr&nge. Über die Auflösung numerischer Gleichoogen, 
Anm. von Grelle Werke IH. Berlin 1824. 

8. Fr. Lacroi». Traite d'elements de trigononaetric. 7. ed. Paria 182S. 

Ferner finden sich in den „ Forts cliritten der Mathematik'' die au«- 
fQlirlichen Titel nachstehender Werke, die in dem Bücherschatz fehlani 
1869 Friedlein, Zahlzeichen. 1871 H. Bruns, Polen tialfunttion, S. Ger 
hardi, Geschichte. 1872 M. de Tiily, Geschichte. 1874 Bellavitia- 
Laisant, Aquipol lenzen. 1875 Hoüel, Störungsfunktion. 1876 Treatlein,. 
Rechnen- 1878 Zuckermann, Talmud. 1879 Königsberger, zur G«- 
schichte der elliptischen Transzendenten. 1883 Bacharacb, Geschichte. 
1883 u. 1888 Grube, Geschichte. 1886 u. 1890 Fr. Gräfe, Auflösungen. 
1887 Blater, Vielflache. 1888 W. W. Ball, Geschichte. Harnack, Po- 
tential. 1890 Mathieu-Maser, Potential, A. H. Forsyth, Differential- 
gleichungen. LaBwitz, Geschichte der Atomistik. 1891 Böcber, B«iben- 
entwicklungeu. d'Ocagne, Nomographie. 1893 G. Bauer, Erinnerungen. 
E. Hantzschel, Studien. 1895 0. Painleve, Lei;ons. 0. Biermann, 
Elemente. 1896 Schlegel. Ausdehnungslehro. 1898 H. Weber-Grieß, 
Algebre. 1899 Korn, Potential. Poincarö, Potential. 

Wie der Leser bemerkt, finden sich unter den hier angeführten tn 
„Mathematischen Bücherschatze" fehlenden Schriften mehrere Werke vMt' 
fundamentaler Bedeutung, Werke, die jeder Mathematiker kennen sollte. 

Andererseits hätten in dem Werke des Herrn Wölffing mehrere' 
Schriften ohne Schaden fortbleiben können, du sie durchaus nicht 
„wichtigsten" gezählt werden dürfen. Dahin gehören z. B. die törichten 
Versuche, die Quadratur des Zirkels zu finden, mit denen wir bekanntlich 
selbst nach dem Jahre 1882, in welchem Lindemann die TransKendeut 
von n bewiesen, noch immer überschüttet werden. In Abschnitt (165) 
wird genannt Kerschbaum, der beweisen will, daß die bisher benutzte 
Ludolfsche Zahl zu klein ist, ebenso Flor, Oregowski, LoUing, Wido- 
raann, Hüß u. a. Entbehrlich sind manche Schriften über das Parallelen' 
aiiom, z.B. Schüler S. 9, 140, 186 u. 214, Duchemin 187, Beishaus 189.] 
Femer die mißglückten Versuche der Trisektion des Winkels von Fiab 
kowski 226, König 227 etc. Ein Blick in die „Fortschritte" hStte 
Herrn Verf. über den Wert dieser Schriften belehrt, ebenso über 
philosophischen Arbeiten von Hahn 13, Preyer 9, Klook 23, v, Olivier 8,1 

Balawelder 183, Gimter 7, v. Schmidt 9, ' 

L. Pick, Die vierte Dimension, 185, sagt der kompetente BeurteÜarJ 
(F. d. M. 29, 51): „Die Schrift hat weder mit der Mathematik noch mUi 
der exakten Naturwissenschaft etwas zu tun." — 

Obwohl die periodische Literatur prinzipiell 
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Herr Wölffing doch, wie er im Vorwort sagt, einige Separatabzüge, die 
sich gelegentlich eingeschlichen, mit aufgenommen. Übersetzungen folgen 
unmittelbar auf ihre Originale, mit Angabe der l'bersetzer. Daß die 
Herausgeber oder Bearbeiter von mehreren Werken nicht genannt sind, 
ist zu bedauern; ebenso, daB nur die neueste Auilage angegeben ist. Für 
den Historiker witre es von groUer Wichtigkeit, wenn auch das Jahr des 
«raten Erscheinens, vielleicht in Klammem, beigefügt worden wäre. Hat 
die neoe Auflage einen veränderten Titel, so hätten beide Auflagen mit 
ihren besonderen Titeln angeführt werden sollen, z.B. Biot, Traite analytique 
des Gourbes et des sui'aces du second degre, Paris 11^02, und 2. ed.: Essai 
de geometrie analytique appliqaee aux courbes et aux surfaces du second 
ordre, Paris 1805, und Legendre, Essai sur la theorie des nombres 1798, 
2. iA. 1803, seit der 3. ed. 1830: Theorie des nombres. 

Neben dem Erscheinungsort finden wir den Namen des Verlegers, 
bisweilen in Ermangelung desselben den des Druckers. Leider fehlt die 
Angabe des Formates und der Seitenzahl. Die Angabe des Ladenpreises 
kann wohl kaum einen Ersatz dafOr bieten. Oder soll man aus der Höhe 
des Preises auf den Umfang des Buches schließenV Steiners Systematische 
Ent Wickelungen kosteten früher 21 M, jetzt in der Ostwaldschen Klassiker- 
ausgabe nur 4,4 M (s. S. 349). 

Was die systematische Einordnung der Schriften in die einzelnen 
Abschnitte betrifft (es werden 313, meist nach dem Muster der „Fortschritte" 
geordnete Abschnitte unterschieden), so raiichf-en wir für eine spätere Auflage 
folgende Änderungen vorschlagen. Minding 24 gehört in Abschnitt (13). 
Laplace, Essai philosophique sur les probabilites , Paris 1814, in (2). 
H. Schubert besser in abzählende Geometrie (168) als in trilineare 
Tonnen (54). M^rays Noaveau precis 118 gehört nach (ll2), Dedekind 
35 besser in (ll), P. Serret 16 in (2) oder (139), der Artikel von 
Bjarling 74 aus den Nova acta Ups. 1870 gehört nicht in (39), sondern 
in (29). Der Herr Verf. unterscheidet Algebra (27) und Höhere Algebra (28j, 
setzt aber eine ganze Reihe von Lehrbüchern der höheren Algebra in (27), 
wie die Werke von H. Weber, Netto, Capelli, Laurent, Pincherle, 
Todhunter u. a. Das Werk von Whitehead (27) paßte bosser in die 
Algebra der Logik (4). Emile Picards Traite d'analysa 119 gehört 
nicht nach (85) sondern in Partielle Differentialgleichungen (l33) und in 
Integralrechnung (36) [S. F. d. M. 23, 2.1 u. 27]. Ch. M^ray, Le9ons 
Donvelles d'analyse infinitesimale 118 steht in (85), aber der erste Teil: 
Principes generales 1894 gehört nach (112) oder (113), ebenso II: Etu- 
des monographiques des principales fonctions d'une seulc variable 1895, 
der III. Qiiestions analytiques classiqnes 1897 in (97) und in (113), 
der IV. Applications g^ometriques classiques 1698 in die infinitesimale 
Geometrie (189). GauB, DisquisiÜones gehören nicht in (7). Eisensteins 
Mathematische Abhandlungen gehören außer in (126) auch nach (14), 
C. Nenmanns Vorlesungen über Kiemanns Theorie der Abelschen Funktionen 
auch nach (126) und (131). Chasles" Apercu mußte auch in (183) und 
(300) angeführt werden; die Aufnahme des vollständigen Titels hatte von 
selbst darauf geführt. Fast die Hillfte der in (179) „Kugel" angeführten 
Schriften gehört in die angewandte Mathematik, da sie Probleme der 
Anziehung, der Verteilung der Elektrizität, der Wänneleitung, der Hydro- 
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dynamik u. ü. behandeln. Dasselbe gilt von zahlreichen Arbeiten, die 
unter „Ellipaoid, Flächen 2. Gr., Paraboloid, Hyperboloid, Wellenflache, 
Wulst" gesetzt sind. Aber Jacobia Vorlesungen Über Dynamik hätten 'a 
(103) unter Differentialgleichungen der Mechanik gesetzt werden können. 
Hanke), Esqnisse historiqne etc. 256 in (184) ist eine französiache Über 
Setzung der Einleitung zu seinen Elementen der projekti viachen Oeometrte, : 
die in (183) gesetzt sind. Das Werk von Arnoux 17 ist mit der 
ersten Hälfte des Titels „Arithmetique graphique" in (7) (Arithmetik), 
mit dem Reat des Titels: „Les espaces arithmetiqucs hypennagiques" 
in (l-i5) (Magische Quadrate) gesetzt. Auf 8. 170 in (124) steht die 
deutsche tlbersetzung der ersten Auflage von Briot et Bouquet, Thiorie 
des fonctiona doublement periodiques etc. hinter dieser ersten Auflage und 
auf S. 171 in (12ä) gleichfalls Mater der 2. Auflage, die den vet«nderten 
Titel „Theorie des fonctions elliptiques" trägt. Die beiden Teile von Steiner« 
Vorlesnngen über synthetische Geometrie 358, nttmlich 1. Die Theorie dar 
Kegelschnitte in elementarer Darstelliing, hrg. von Geiser, II, Die Theorie 
der Kegelschnitte, gestützt auf projekti vische Eigenschaften, brg. 
H. Schröter und R, Sturm, mußten wohl getrennt werden. Das WeA 
von H. Scheffier, Imapnäre Arbeit 42 wäre wohl nicht in (18) Imaginäre 
Größen, gesetzt, wenn der hier fehlende Zusatz dea Titels: „eine Wirkung 
der Zentrifugal- und Gyralkraft, mit Anwendungen auf die Theorie i 
Kreisels etc." berücksichtigt worden wBre. Die Schriften über Karten- 
Projektionen, welche wohl für den IL Teil aufgespart worden sind, konnte» ■ 
auch in (3O0) Geometrische Verwandtschaft, oder in (310) Abbildung, 
notiert werden. 

Bibliographische Angaben müssen korrekt und vollstilodlg sein; 
Wiedergabe der Titel ist peinlichste Sorgfalt dringend geboten. Leider i 
haben wir diese Sorgfalt in dem „Mathematischen Bücherschatz" bei einer 
recht großen Anzahl von Titeln vermißt. Wenn leicht verständliche Wort« 
im Titel abgekürzt werden, so wird aiemand etwas dagegen einzuwenden 
haben; daß aber die Titel durch Fortlassung mehrerer Worte verkürzt od« 
auf andere Weise entstellt werden , kann durchaus nicht gebilligt werdeo. 
Der Mangel an Korrektheit in der Wiedergabe der Titel ist die Achillet^ 
ferse des Wölffingschen Werkes. Wir bedauern diesen Mangel des soDlT 
so verdienstvollen Werkea um so mehr, da er durch keinen Nachtnf 
ersetzt werden kann. Einige Beispiele unkorrekter Titel mögen genfigei 
Legendres Werk über elliptische Funktionen heiUt Traite, nicht Theoiil 
(S. 170). Bei Königsberger 178 muß es heißen „hyperoUiptischen IntegnJrf 
statt „bjperellip tischen Funktionen", bei Rieraann 172 „Vorlesungen 
elliptische Funktionen" statt „Elliptische Funktionen", bei Stegemann 190' 
fehlt vor ,^ifferentialrechnung" „Grundriß der", bei H. Müller 187 stehk 
„die neuere Geometrie" statt „die Elemente der neueren Geometrie", bei> 
J. Müller 265 „Analytische Geometrie" statt „Elemente der analytiscbea> 
Geometrie", bei F. Neumann 171 Beitrag statt Beiträge und 2 Teile in 
1 Bde., nicht I— II, Bei Genouehi 115 steht caicolo infinitesimale aOÜ. 
caliiolo integrale, bei Kötter 274 Grundlagen statt Grundzüge, bei Königs^ 
berger 144 Veränderlichen statt Variabein, bei F. Klein 200 VorlesungoK 
statt Vorträge, bei Brioschi 81 Detcmiinantentheorie statt Theorie i" 
Determinanten, bei Krause 170 Veränderliclien statt veränderlichen Gröfi« 
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tei Frischauf 190 Absolute Raumlehre statt Absolute Geometriti. Bei 
Doussinesq 112 fehlt elementaire hinter Cours, bei Durege 157 „ver- 
Snderlichen" vor Größe, bei Catalan 52 hinter „civil" L'artiele 757, bei 
ienthem 156 fehlt das Jahr 1«77, bei Benthem 43 Amsterdaiu 1877, 
liei Legendre fehlen vor Theorie die Worte Essai aur la. Bei Daae 44 
manß es heißen Faktorentafeln statt Faktorenzahlen. Die Titel der 3 Tabellen 
<Jlaishers 44 Factor tables for the fourth mUlion 1879, . . . fiflh million 1880, 
_ . . sisth million 1883 sind zusammengezogen in „4.— (i. million" 1879 — 83. 
X)ie von Gerhardt herausgegebene Schrift Leibnii' De quadratura arithmetiea 
«-■irculi etc. 230 u. 226 wird anter Gerhardt angeführt, au der ersten 
Stelle allerdings mit dem Zusatz Autore G. G. Leibniziu, das zweite Mal 
ohne Leibniz' Namen. Die Artikel vor dem Anfaiigsworte des Titels sind 
»läufig fortgelassen, wie Hankel 3 Die Entwickelung, Booth 164 The 
^eometrical origine, Todhunter 140 A history, Ball 1 A short acconnt, 
<jtSffe 75 Die Auflösung, Muir 85 A treatise, Greenhill 171 The 
»•pplioations etc. Die Worte 'courbes planes du troisieme ordre' (Mail lard 28 1) 
*3i\rfen nicht durch C^ ersetzt werden. „Unter Mitwirkung von" darf nicht 
^rsetit werden durch „Herausgegeben von" (Lie 153). Seite 105 steht; 
Oauß Allgemeine Untersuchungen über die hypergeome tri sehe Reihe, 1887, 
^berS.09: GauQ Allgemeine üntersuehuagea über eiae unendliche Reihe, 1888; 
iMides ist inkorrekt. Bei GauB, Methodus nova etc. steht Seite 133 das 
Jshr 1816, 8. 135 aber 1815. Aui S. 115 steht Gauß, C. F., Analjsis, 
2. Aufl. Lpz. 1875; das soll heißen: Gauß' Werke m (Analysia) 2. Abdr. 
Lj». 1876! Könnte nicht jemand dxirch den unrichtigen Titel veranlaßt 
■werden, m glauben, Gauß habe ein Werk unter dem Titel 'Analyais' 
geschrieben, das 1875 die zweite Aullage erlebt hat? Ebenso fehlen 
\~l n. 35) bei Gauß vor Disquisitiones arithmeticae die Worte „Werke I", 
statt 2. ed. muß es heißen 2. Abdr. and vor „Höhere Analysia" Werke III. 
2. Abdr. 

Häutiger sind im Titel Worte fortgelassen, welche die Art, den Zweck, 
<>en Inhalt oder die Methode des Buches kennzeichnen, wie hei Amodeo 4 
P^^Jezione al eorao di geometriaprojettiva', bei Schröter 299 „auf synthetisch ■ 
^«onaetriscbem Wege abgeleitet". Hinter Unger, die Methodik et«. 28 fehlt 
<.ToxKi Ausgange des Mittelalters bis auf die Gegenwart", bei F. Müller, 
Zeittafeln zur Geschichte der Mathematik (S. 3) fehlen die Worte: „Physü 
™^ Astronomie bis zum Jahre 1500, mit Hinweis auf die Quellen", bei 
''össelmann 56 fehlt hinter I. „die Algebra der Griechen". Bei Reye 
n'Jio synthetLwhe Geometrie im Altertum und in der Neazeit'* würde uns 
Qw- Zusatz „Rektoratarede" belehren, daß hier nicht ein umfangreiches 
^torisches Werk vorliegt.. Wer hinter Bardey, Algebraische Gleichungen 
^**t „nebst den Resultaten und den Methoden zu ihrer Auflösung", weiß, 
"'S eg sich hier um eine Aul gjbeu- Sammlung bandelt, was aus dem ver- 
^^^*'^Kten Titel S. 60 nicht zu ersehen ist, zumal wenn er in (29) „Literale 
,_ 'Ziehungen , AJIgomeineB" gesetzt wiid Cauchys Cours d'analyse de 
^**<=«Ie Polytechnique. 1. Analyse algebrique, wird S. 91 angeführt als 
'*''*.*« d'analyse algebrique und unter Algebra (^Niedere Analysis) gesetzt, 
'J*^ 8. 113 aber als Cours d'analyse I unter Höhere Analysis. Haben die 
^'''^«Inen Bände eines Werkes besondere Titel, so sollten diese angeführt 
**'*^en, zumal wenn sie in getrennte Abschnitte einzuordnen sind. Die 

-Ajthii d>r Halliemillk nud Phjilk. HI. Rgibc VII. 10 
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riuhti^e Einorduung des Werkes von K. HuUmann, Mathematische Ab- 
handluiiRen I— 10, (S. 97, 225 u. 237) ergibt sich doch nur aus den hiar 
fortsei aRHeiieu hegotidereii Titeln: I. Die Reihen, II. Die Dreiteilung dei 
Wiukela, III. Das Delische Problem. 

D nie k fehler gibt es leider in dem „Mathematischen BücherscbatEs", 
üiifler doli in don „Verbesserungen" (S. 415 u. 416) angeführten noch recht 
vitsln. Rinign dersßlben dürtlen kaum Doch als Druckfehler bezeichnet werden, 
da »iv aioh konsequent durcli dos ganze Buch hindurchziehen, wie Aigri 
fUr degr^, representation für representation, Legendre für Legendre, Wöpk» 
fttr Wüpoke, Herrsohel für Herschel, Maillart für Maillard. 

Zum Sehlutl möchte Referent noch einmal betonen, daß er diese NoÜmo 
Ober das lludi des Herrn Wölffing hier nicht gegeben bat, um zu tadehi. 
Itoferent bat die großen Schwierigkeiten oben hervorgehoben, mit den« 
diu H«nli'llung eines so verdienstvollen bibliographischen Uutemehniem 
vprknOptt ist, und ist dem Buche fOr zahLreiche Ergänzungen seiner eigoM I 
Nütitcii Dank und Anerkennung schuldig. Wenn alle Fachgenossen etwaige 
LUcktm und Inkorr<>kthoit«n, ilie sie entdecken, dem Herrn Verf. mitteüten, 
so wtlrden diese Mitteilungen einer neneo Auf tage zu großem Vorteile 
ji^-eiuht'U. Der „Mathematische Bflohereehat*" wird vielen ein recht will- 
ki}inm««ui>r und lehrreicher Fahrer durch die nichtperiodische mathematische 
L)t«'i-Ktur de« 19. Jahrhunderts worden. 

tVii'dt>tiau lici Berlin. Felix Müij^ek. 



Mortli t'itlitor, PoUtiaohe Arithmetik oder die Arithmetik des tSg- 
Uoh»a X.»b*aB. ä. Aud. Leipug 1903, £. Teubner. X u. löd 3.' 
Dim VerHii'heningswi'se'n ist wohl dasjenige Gebiet des praktischeft 
li«t>«nü, in dem di« Vorwendung reiner Mathematik am onmittelbarstW 
nitYlioh litt AlltiTtliu^ sind es im allgemeinen nicht gerade die h6berM 
T«i)» dt>r uMlhrutKliM'hMi Wiäsenachafl, welche ki«r in Betracht kommen. 
Ni(^ht)Hlwlowt>ot|^M' hab»ti auch herrom^ende M^tbematiker es nicht vei- 
M>tMntUit, fich duuit eit bMtkliftigiNL So «atwielnlta vor allem Ludwig 
^«kllltti. VKiuiiUttt thurvk aün» mmtrete h e a ia Bwiolifaiig als Privatdoieit 
UHil li«ti«>ir^l)n«riu£, nit» aiihr wn&Kgnätte miiiihw^iiliiiliiiiiihii TKtigkö^ 
atuV"" «t^>u t^Tv^tttM UtdwMM 9NMB Fiwnd» Steuer, da SchUfii, A» 
Miln«il)tf <>vv*r t^ V«T>>tfh««i>»mmiiftwfc>ftM 

irMuUt nir iW» VWttnd »ihr ttmif tmA ttqg hatte, weBn dtesar äeh 1 
«wÜMw t'WiMt tpdivwtlH'b tn Bmk mAmK, am dkS Stmmer aüaem ünviM 
kiwAhM' muihmI in «tWNH KiM* M S«kMK wt 6m Wwta Anadradi n^ 
tMlll^ ,.%Mv>r« iMKiv^heiMlt «un «AirriOw SeU, iMrhl BMi^kaarhXa-Bedataagm, 
W ihi» K«>|v( HU^l \i*K% WkM" t & J. IL Gnf, «er BcMw. cw. Jacob Steiatf 
» l.thlwty Si'ttUllk. lWir«K )lli<^ 4. atttwC ties. 18Ms r- 3^)- 

«MtiA" M Mh v\«rt>«(t«*x*w HuK^k »iiAtk aker ^k Ftartt imt m 
tt*MkM-t>t«(M«,4)h»4t'" ^IttU «Mtfei«« l.^'^ I. fL i«t% hrt « de 
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bliese letzteren Dinge gewährt liias Bach eine gründliche und ungemein klare 
Belehnmg. so daß man wohl annehmen darf, Moritz (.'antor gebe seinem 
Jjthrer GauB, dem er in dem betreffenden, hOulint interessanten Artikel der 
-^Allgemeinen Deutschen Biogniphte"^ eine besondere Sachkenntnis und Oe- 
-Maadtheit in finanziellen Dingen nachrUhmt, hierin nicbta nach. 

Für den gediegenen Inhalt bürgt nicht nur der Name des Verfassers, 
swndem es spricht dafür auch der schnelle Absatz der ersten, von der 
^Vlagsbuchhandlung bereits uDgewSholich stark gewühlten Auflage. Der 
Unterzeichnete fühlt sich daher auch der Verpflichtung, auf den Inhalt der 
in mehreren Pnnkten verbesserten 2. Aufl. näher einzugeben, überhoben. 

Magdeburg. W. Ahkens. 



J. A. Serret. Lehrbuoli der Differential- und Integralreohniuig. 

Deutsch von A. Harnack. Zweite Auftage HI, 1. Differentialgleicbongen. 
Herausgegeben von G. Boblmann und E. Zermelo. Leipzig 1903, 
S". 304 S. 
Das neue Heft der zweiten Auflage des bekannten Lehrbuchs ist nach 
deMselben Grundsätzen bearbeitet, wie die beiden ersteo Bände. Die früher 
kleüi gedruckten Abschnitte (Harnacks Zusätze bei der Übersetzung) sind 
^i^ls in den organischen Zusammenbang aufgenommen worden, teils, soweit 
sie nur Literaturangaben enthielten, einfach fortgefallen (z. B. der Cauchy- 
I-ipschitzsche Beweis für die reellen Lösungen von gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen, der nicht auf dem calcul des limites beruht). 

An umfang hat das Heft wenig zugenommen, desto erfreulicher ist es, 
"Bi der Durchsicht feststellen zu können , daß es doch dem Lernenden viel 
»nehr bietet. 

Das wird schon durch die bessere Anordnung erreicht, die ein Ver- 
S^^ich der Überschriften in den beiden Auflagen sofort erkennen läBt. (An 
^»ügen Stellen der ersten Auflage hatte man den Eindruck, als seien die 
'«»"acluedensten Dinge bunt durcheinander gewürfelt.) 

Im übrigen mögen hier zwei Ponkte hervorgehoben werden: die Ver- 
^•"beitung der geometrischen Begriffshil düngen von Lie und die Bereicherung 
Qer funktionentheoretischen Abschnitte, 

Was das erstere betrifft, so enthielt die erste Auflage wohl die geo- 
■Qetiische Deutung des Eulerscben Multiplikators und einiges über infini- 
'*Siinale Transformationen; es fohlten aber die Beruhrungstransformationen 
(.statt dessen fand sich „Integration durch Differentiation" und „Trans- 
'ormation durch Einführung von Linienkoordinaten") und die durchgangige, 
•chon bei der Erläuterung der Aufgabe des Integrierena (Nr. 659 S. 5) sich 
fruchtbar erweisende Verwendung des Begriffs „Linienelement". Besondere 
Kr^ffühnung verdient die Sorgfalt, die bei der Einführung all' dieser neuen 
•«gTiffe verwendet ist. Auf die Theorie der Gruppen von infinitesimalen 
Tpaasformationen ist nicht eingegangen worden; die Herausgeber haben also, 
*"eiiBo wie der Referent in seinem kleinen Lehrbuch, erkannt, daß damit 
"**> Grenze des Elementaren doch zu weit überschritten wird. — Befremdlich 
''^T es übrigens dem Referenten, den Namen Lie an keiner Stelle des 
Texteg 7u finden, in einer der Nummern 7u3, 706 oder 712 hätte er ihn 
'icher anzutreffen veimutet. (In Nr. 702, wo die Jacobische Differential- 
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gleiuhung mit homog'eiieD Koordinaten behandelt wivd, fehlen die 
Klein und Lie!) 

Was das ewcite angeht, so wird man die Aufnahme des Ezistenzbeweii 
der impliziten h'imktionen (66l), die Eindeutigkeit der Lösung (665) uai 
endlich die Aufnahme der Grundlagen der Fuchasehen Theorie der linef 
Differentialgleichungen — der Name Fuchs ist übrigens, im Gegen 
EU Lie, an mehreren Stellen, z. B. Nr, 796 und Nr. 799, genannt — 
Freuden begrüßen. 

Möge das Lehrbuch in seiner neuen Gestalt, bereichert durch viek 
Figuren, die z. B. bei der Theorie der singulären Lösungen sehr willkoiumi 
sind, seine Freunde dnden. Es gibt wohl kein deutsches Lehrbuch, das i 
vielerlei bietet. Am Schluß des dritten Bandes wird hoSentlicb, ähnlich w 
bei den früheren, zur Ergänzung ein Literaturver?.eiehni8 hinzugefügt werde 

Leipzig. H. Liebmann. 

Ostwalds Elaasiker der exakten WiBBenBOhaften. Nr. 124. Äbhandlungi 

zuj Thermodynamik chemischer VorgUnge von H. v. Helmholtz. Hersiu 

gegeben von M. Planck. Nr. 126 und Nr. 128, Erperi mental -UntaB 

suchungcu über Elektrizität von Michael Faraday IX.— XI. Reihe (183^ 

und XII. u. XnL Reihe (1838). Herausgegeben von A. J. v. Oettin 

Das Ostwaldsche Uutei-nehmen als solches bedarf dos Lobes 

wenig, wie die hier reproduzierten Arbeiten von Helmholtz und Faraday 

Nr. 124 enthält die bahnbrechenden Arbeiten, in denen Helmholl' 

galvanische und chemische \'orgiLnge vom rein thermodynamischen Stani 

punkte behandelt hat. Es sind das eine Abhandlung: „Über gab 

Ströme verursacht durch Concentrati ons- Unterschiede ; Folgerungen 

mechanischen Wärmetheorie" (1877) und 3 Abhandlungen ,,Zur ThermO 

liynamik chemischer Vorgänge" (1882 und 1883). Der Herausgeber 

in dankenswerter Weise eine größere Anzahl von Versehen und Rechnungl 

fehler verbessert, die sich in allen vom Verfasser selber besorgten Aw 

gaben gleichmäßig wiederholen, und das Verständnis durch eine große Uengs 

von Anmerkungen zu erleichtem gebucht. Der Anmerkung 10 freilich, 

welche ein vermeintliches Versehen des Verfassers verbessern will, liegt ein 

sprachliches Mißverständnis des Herausgebers zu Grunde. Unter „Sättigungs^ 

grad" versteht Helmholtz nicht den Zustand der Sättigung, sondern 

Grad der Konzentration. 

Von den Faraday sehen Untersuchungen enthält die IX, Reihe 
Entdeckung und nähere Erforschung der Selbstinduktion, die 
welche sich mit der Praxis der Voltaschen Batterie beschäftigt, ist wei 
wichtig, führt aber dem modernen Physiker, welcher gewohnt ist, 81 
von jeder gewünschten Intensität und Spannung aus der Wand zu zapfen,' 
eindringlich die Schwierigkeiten vor Augen, mit denen die großen Klassiker 
der Physik zu kämpfen hatten, wenn sie sich elektrische Ströme von einiger 
Stärke verschaffen wollten. In der XI. Reihe geht Faraday von dat 
Negation der Fernkräfte aus und schreitet in meisterhafter, gedanklic 
Entwiekelung an der Hand ebenso einfacher wie exakter Versuche eu 
Nachweis vor, daß die elektrostatische Induktion zweier Leiter von 
zwischen ihnen lietindlichen Medium abhängt. So gelangt er zu dem 




It«zenB)onen. 
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griff und gleichzeitig zur Messung des Epezifischen Verteil ungsvemtögeas 
(Dielektmitätekanstante) . 

In der Xu. ond XIH. Reihe werden die neuffewonnenen Anschauungen 
der dielektrischen Polarisation atif die elektrischen Entladung» Vorgänge an- 
genrandt. Sie eatltalt«n außer einer erstaunlichen Fülle interessanter Ex- 
perimente eine Übersichtliche Einteilung und Darstellung der verschiedenen 
Arten der Entladung. 

Der Herausgeber hat — wohl aus Pietät — die ttbersetzung Poggen- 
dorffs, in welcher die Faradajschen Arbeiten iirsprtlngUch io den Annalen 
der Physik nnd Chemie erschienen sind, un verändert beibehalten. Diese 
trbersetzuQg war vollständig genügend, um seiner Zeit dem kleinen Kreise 
der deutschen Physiker die Faraday sehen Entdeckungen zugänglich zu 
machen; im Interesse der Leser von Ostwalds Klassikern aber wäre eine 
sorgfältige Umarbeitung und Feiluag erwünscht gewesen. Die dankenswerten 
Aamerkangen des Herausgebers muBten sich bei der gewaltigen Entwickeliing, 
die das hier neu entdeckte Gebiet seitdem durchgemacht hat, auf kurze 
Ändentnngen beschränken. 

Berlin. E. Prdjcishbisi. 

H. GodefVoy. Z<a fonotion Gamma; th^orle, hlatolre, biblJograpMe. 

Paris, 1901, G au thier- Villars, (VII + 94 S.) 6°. 

Man kann bekanntlich die f-Funktion entweder im Sinne der neueren 
Funktionentheorie durch gewisse Funktionalgleichungen definieren oder dem 
Gebrauche der früheren Analytiker folgend durch einen bestimmten Ausdruck, 
and zwar entweder durch ein bestimmtes Integral oder durch ein un- 
endliches Produkt. Die Integraldefinitiou rührt von Euler her und ist 
dann von der weitaus größten Zahl der Forscher ihren Untersuchungen 
za Grunde gelegt worden. Von iJir geht auch Brunei in seiner großen 
„Monographie de U fonction Gamma" (Bordeaux, 1887) aus. Dagegen ist 
die QauBsche Definition der F-Funktion durch ein unendliches Produkt 
our wenig benutzt worden. Gauß selbst hat später der Integraldefinition 
den Vorzug geben, und in der Tat ist sie die umfassendere, da man bei 
manchen Untersuchungen auf sie zurückgreifen muß. Für eine erste Ein- 
fBhrung in die Theorie der F-Funktion aber kann man der Definition 
durch ein uneadücbes Produkt entschieden den Vorzug geben, da sie weit 
geringere Kenntnisse voraussetzt als jene andere Definition und in ein- 
&cher Weise die Theorie aufzubauen gestattet. Aue dieser Überlegung 
heraus ist die vorliegende Monographie entstanden; auf Grund der Definition 
durch ein unendliches Produkt leitet der Verf. alle wesentlichen Eigen- 
schaften der berühmten Tran sc endo nte, soweit sie nicht unbedingt die 
Integraldefinitiou erfordern, mit vornehmlicher Benutzung der Beihen- 
methode ab; der Gebrauch der Integraldefinition wird systematisch ver- 
mieden. Hierdurch haben alle Beweise eine bemerkenswerte Gleichförmig- 
keit erhalten, und durch diese Einheitlichkeit zeichnet sich die vorliegende 
DarsteUung vorteilhaft aus gegenüber mancher anderen neueren Darstellung 
der Theorie der T- Funktion. 

Das vorliegende Werk gliedert sich in sieben Kapitel, deren erstes 
eine kurze Skizze der geschichtlichen Entwicklung der P- Funktion enthält; 
die ersten Spuren dieser Funktion finden sich bei Wallis und Stirling, 
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wenn sie auch erst von Euler wirklich in die Analysis eingeführt und 
ihrer Bedeutung nach erkannt ist. Leider ist dieses Kapitel ein wenig 
kurz geraten; eine ausführlichere geschichtliehe Darstellung wäre umsomelir 
KU wünschen gewesen, als die umfangreichere Brunelsche Monograpbit 
nicht jedem Leser leicht zugänglich sein wird. Bereits in diesem ersten 
Kapitel, ebenso wie in allen folgenden finden sich in zahlreichen Ttnt- 
anmerkungen eine Fülle bibliographischer Nachweise, die zugleich oft wr 
Richtigstellung mancher verbreiteten falschen Behauptung dienen. 

Die Kapitel II — VI behandeln die Theorie der T- Punktion and ge- 
wisser anderer mit ihr eng Terknüpft*r Funktionen, wobei sich der Vert 
fast ausschließlich auf reelle Argumentwerte beschränkt. Als Ausgangs- 
punkt wird das Produkt 

/7(x) = 



i(x+l).. (x + n) 

gewählt, dessen Grenzwert, für n = CO die Funktion r{x) bestimmt AiU 
dieser Definition folgt sofort die Fnnktionalgleichuag 

r(i+ i)~x-r{x) = o, 



welche alli 
nähme eii 



aber die T- Funktion noch nicht definiert, sondern die Hin»»- 

weiteren geeigneten Bedingung, z. B, lim =■ 1 

erfordert. Diese Gleichung legt aber sofort die Frage nahe nach allen FniA- 
tionen F(x), welche den beiden Relationen 

lim I^±^^B 



F(x+l)-x- F(x) ■■ 



(A imd B Konstante) genügen. Ffir .i = - i, B — 0, bez. J = -, B = 1 

erhält man die wichtigen Prjmschen Funktionen P{x) und Qix), iertiB 



Summe gleich r(x) ist i 
linear zusammensetzen, 
erforscht; man weiß nm 



denen sich die gesuchten Funktionen F(t) 
Die Funktionen P(x) und Q{i) sind noch wenig 
, daß die Gleichung P(x) = in den Interrallen 

- VI- l- V> - ^''' (— '' - t)- (- 'i' - 8). • ■ ■ »■>'«*"'** 
reelle Wurzel besitzt, und vermutet, daß sie nicht mehr als vi« 
imaginßre Wurzeln haben kann, während man von der Gleichung Qlx)"^ 
überhaupt noch nicht weiß, ob sie "Wurzeln besitzt 

Im dritten Kapitel werden die bekannten wichtigen Formeln ab- 
geleitet 





r(i).r(«+i)_U5r(2,) 




'7r'4+?)-(2.)"^,— +j 




'"<" "TiFi 


r(. 


-tt,a;}r(» — «,») .■r(j-«,«) 77 L^ 



■rC), 



(Legendr«) 
{G..1) 
(H«lli>) 



^n)']. (>••"") 



R«E«ni!<meii. 
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r'*^, oj, ■■- «ni -Sie mt.pn Einheits wurzeln bezeichnen. Schließlich wird 
''' enge Ziiaammenhang der hjpergeo metrischen Reihe mit /'(j') dargctan, 
infolge dessen sich sowohl die Eigenschaften von r{x) aus denen der Reibe, 
■ils auch umgekehrt ableiten lassen, 

. Die Untersuchung der Binetschen Funktion ia(x), welche mit der 
~ ' ' I durch die Guderiuaunsche Formel 






log rix) = log 1/2 7t + (« - i) log X - X + ,»{x) 



wr*BÜpft ist, wird im IV. Kapitel durchgeführt. Ans der Gu 
Pcji-mel folgt leicht die Stirlingsche 



r(x) = /äst ■ / "" c ''""', < ö < 

ncher Weise werden dann die Funktionen 



<t>{x)^ 



.dx 



V(^) = 



w»twBucht. Hier sei erwähnt, daß Herr Holder geieigt hat, daß r{x) 
'^'*d <P{x) nicht Integrale einer algebraiecben Differential gleicbuug sein 
■Önnen. 

Das sechste Kapitel enthält die Entwicklungen der Funktionen 

>osr(i + i), r(i + .), rp—^,, -P(i + «), e(i + »), »(i + «), 

^(l + x) in Potenzreihen in der gleichen Weise, wie es der Verf. an andrer 
Stelle (Ann. Fac. des Sciences. Marseille 11, 117 — 124, 1901) gezeigt hatte. 
Das letzte Kapitel enthält Terschiedene Anwendungen der Theorie dei 
r-FunktioQ, wie solche auch in den früheren Kapiteln bereits zu finden 
sind. Diese Anwendungen betrefien dio Bei-ecbnung des Grenzwertes eines 
Wvergenten unendlichen Produkts und der Snmme einer unendlichen 
Reihe, bei denen die allgemeinen Glieder rationale Funktionen des Index 
dnd; die Auflösung der Punktionalgleichungen 

■ Fix + 1) = Ä(it) ■ Fix) , F(x + I) = Fix) + Eix), 

Fix+l) = x-Fix) + liix), 

wo Jt(x) eine rationale Funktion, im letzten Falle ein ganzes Polynom 
Ton x ist; schließlich die Bestimmung der Funktion F, welche den drei 
Cr«lleschen Gleichungen 

F{x, ff, t-\-a) = F(x, ff, /)-F(a + iry, y, a) , 
FHx, iff, «) = U-F(äf, y, r), 
F{x, y,l) = x 

genagt, wo x, y Veränderliche, e eine positive ganze Zahl bezeichnen. 

Nene Resultate finden sich nicht in dem Buche; solche zu geben war 
AQCb gamicht die Absicht des Verfassei's. Sein Werk aber bietet nicht nur 
eine einheitliche Entwicklung der Theorie der T-Funktion, sondern ist an 
vielen Stellen geeignet, zu weiteren Forschungen anzuregen. 
—KarUruhe 1903. Robekt Hauszhbr. 
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Raßner. Lehrbuoh der FhysLk für den Qebrauoli an b&beren ZieliT- 
anstolten and zum Selbstunterrioht. Mit 776 Abbildungen und 
einer Spektral tafel. Hannover 1903, Gebrüder Jänetke. X n. 498 S. 
Preis 5,60 Mk. 
Der durch eine lieibe wertvoller Publikationen auf dem Gebiete des 
physikalischen and technischen Unterrichtes wohlbekannte Verfasser bietet 
hier ein durch die Paile des Stoffes bei verhältnismäßig geringem Umfange, 
durch sehr durchsicbtdge Anordnung desselben, durch bestimmte and klare 
Sprache ausgezeichnetes Lehrbuch dar. Der Zweck, für welchen der Ver- 
fasser CS in erster Reihe bestimmt glaubt, nlLmlich als Lehrbuch tür höhere 
Lehranstalten, ist freilich — wie Referent meint — nicht genau getroffen. 
In einem solchen Lohrbnch hiltte vieles fehlen dürfen, und da der physi- 
kalische Unterricht jetzt in eine Unter- und Oberstufe lerfällt, so hätte 
der Verfasser darauf itücksicht nehmen müssen. Wir halten das Buch in 
erster Reihe für technische Anstalten, sowie für Studierende sehr geeignet, denen 
alle experimentellen Teile der Physik, die tochniscben Anwendungen und 
die elementarmathematische Grundlage der Gesetze in der geeigneten Form 
dargeboten werden. Daß in der Mechanik nach den FaUgesetzen sofort das 
CGA'-System eingeführt wird und dasselbe zur Vertiefung aller elektrischen 
Begriffe immer herangezogen wird, kiJnnen wir nur gutheißen. Vorteilhaft 
erscheint uns auch die Zurück drängung rein mathematischer Methoden, wie 
sie Kur Bestimmung von Schwerpunkten und Trägheitsmomenten hier und 
dort noch in elementaren Lehrbüchern der Physik belieht sind. Wir halten 
gerade die Behandlung des für die Technik und für die Astronomie gleich 
wichtigen Rotationsproblems für unterrichtlich hervorragend. Die in der 
Ueohanik beigafiigten Beispiele und Itechen aufgaben sind gut gewählt, indem 
sie bei ihrer Einfachheit eine direkte Anwendung der Gesetze Eulassen nnd 
so dem Schüler auf Schritt und Tritt zeigen , ob er sich der vollen Be- 
herrschung des Gelernten erfreut Die Behandlung der Schwingungsfiguren 
und das Dopplerschc Prinzip in der Akutik un^ Optik, die sehr ausführ- 
liche Betrachtung der geometrischen Optik und die Interferenz des Lichtes 
hei Zurückdrän gung der Polarisationserscheinungen fallen vorteilhaft auf. 
Am besten aber gefällt uns der Aulbau der Elektrizitätslehre, wobei sehr 
bald die Begriffe der Menge und der Spannung durch das absolute Maß- 
system dehniert werden und später mit dem anschaulichen Begriff der Kraft- 
linienzahl in Verbindung mit {Icn mathematischen Gesetzen der Elektro- 
dynamik operiert wird. Hier geht wohl das Hueb am weitesten über die 
Bedürfiiisse höherer Schulen hinaus; denn z. B. die überaus klar definierten 
technisch so wichtigen Begriffe der magnetischen Induktion \md der Permea- 
bilitSt, sowie der Hysterese, auch die Phasenverschiebung beim WVchselatrome 
sind hier kaum zu bewältigen. Die Technik mit allen Neuerungen kommt 
Überall zu ihrem Rechte: Telegraphie und Telephonie, Bogenlichtregulator«n 
sind ausführlich behandelt Von neueren Erfindungen begegnen uns die 
Unterbrecher von Wehnelt und Simon, die Becquerel strahlen, eine 
rühmend hervorzuhebende Darstellung der lonentheorie. Zwei beigegebene 
Anhänge enthalten das Wissenswerteste aus den Gebieten der Astronorais 
und der Meteorologie. 

Für spätere Auflagen, die das Buch, wie wir hoffen, erleben wird, 
wären uns ein paar kleine Änderungen erwünscht. Zunächst erscheint utts 
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de B«£eitigiuig der inomentaDes Kraft«, die ja in Wahrheit nichts anderes 
als ixm dauernde kontinuierliche Krtlfte siad, möglich. Daß wir die Gegen- 
£iUade aufrecht und außen sehen, ist wohl als die Folge eines unbewußten 
öcblnsses nicht mehr anzusehen; wir hahen vielmehr zu sagen, daS die 
JHage dort sind, wo wir sie sehen, und in der Lage, wie wir sie sehen, 
ganz abgesehen vom Netzhautbilde, das freilich wo anders und umgekehrt 
ist. Äof S. 435 wäre, wenn nicht die Stelle überhaupt fortbleibt, zu erklären, 
■«ras eine Antikathode ist; auch iat es diese, die mit der Anode außen 
Intend verbunden ist. Docb das sind Kleinigkeiten, die dem ausgezeichneten 
■Buche, dem wir weiteste Verbreitung wünachea, keinen Schaden bringen. 
Charlottenbnrg. H. Samter. 



II. W. B. Roozeboom. Bie heterogeDen Oleiobgewiohte vom Stand- 
punkte der PluiBenregel. Erstes Heft, Die Phasenlehre — Systeme 
aus einer Komponente; Braunschweig 1901, Vieweg u, S. XII -(- 221 S. 
Das vorliegende Heft ist das erste einer auf 3 Hefte betechnelen 
Monographie Aber die heterogenen Gleichgewichte. Wie schon der Titel sagt, 
beontzt der Verfasser fast ausschließlich die Fhasenregel, um dies sowohl 
far die physikalische Chemie im speiüellen als auch fttr die gesamte Chemie 
Oberhaupt so wichtige Erseheinungsgebiet zu beschreiben und zu klassifizieren. 
Hierdurch wird bedingt, daß der graphischen Darstellung ein breiter Raum 
gewahrt wird, wHhrend thermodynamische Formeln (fast ausschließlich di« 
Claunas-Clapeyronsche und dort, wo ilie Gasgesetze Gültigkeit haben, die 
HU t Hoffsche Formel) nur zur mathematischen Formidienmg der experimentell 
gtvonnenen Resultate dienen. Nach einer längeren Einleitung Qber die 
Kwenregel geht der Verfasser zur Betrachtung der Gleichgewichte von 
äjstemei) aus einer Komponente über. Die verschiedenen möglichen Kom- 
wnitionen der drei Aggregatzustände werden an der Hand experimentell 
"ntersuchter Beispiele und unter besonderer Berücksichtigimg der hierbei in 
Anwendung gebrachten Methoden eingehend behandelt. Nebenbei unternimmt 
*« Verfasser aber auch Streifzüge auf interessant« Nachbargebiete, indem 
'^ och aber die Molekulargröße, die Kristallisationsgesch windigkeit, den 
«ihBchan Punkt fest-ftüssig (speziell die interessante Hypothese Tammanns) 
"M die ftießenden Kristalle des weiteren verbreitet. Die DarsteUungs weise 
Bt Jußerordentlich klar und zeigt von der großen Vertrautheit des Verfassers 
"nt diesem Spezialgebiete der physikalischen Chemie, der es sich bekanntlieh 
"•r Lebensaufgabe gemacht hat, die Phasenregel auf das gesamte Gebiet der 
'''leniie anzuwenden und der in diesem Sinne selbst schon eine große Anzahl 
"^ rntersnehungen ausgeführt hat. Das Buch kann daher jedem, der sich 
"•* diesem Gebiet nilher zu beschäftigen wünscht, trotz des etwas einseitigen 
"«ndpiiiikteB, nur dringend zum Studium empfohlen werden. 

Berlin. v. Stbdjwehr. 

^ Vetters. Lehrbnoh der darsteUenden Geometrie. Hannover, Gebr. 
JSnecke 1903, geb. JÜ S,60. 
Das vorliegende Lehrbuch, das zum Gebrauche an höheren technischen 
^■•ranstalten bestimmt ist, dürfte sowohl in bezug auf die benutzten Me- 



thoden als auch auf die Abgrenzung und Auswahl des Stoffes seine Zwecke 
im allgeni einen Tüllig erfilUen. Sehr mit Recht ist dem ersten Teile, der 
Orthogonalprojektion, die für die Technik vor allem von Bedeutung ist, der 
grÖSte Raum — ungefllhr ^/j des ganzen Wertes — gewidmet; im zweiten 
Teile sind die wioHtigsten Sätze der Axonometrie, schiefen Projektion und 
der PerBpektive gegeben. 

Der erste Abschnitt des Hauptt«ils, der von der kotierten Projektion 
handelt, hätte nach meiner Ansicht etwas kürzer gefafit sein können; es 
folgen die Abschnitte über die Darstellung von Punkten, Geraden, Ebenen und 
ebenfl&chigen Körpern auf zwei und mehr Projektionsebenen, Schnitte, Durch- 
dringungen und Schatten von Polyedern. Nach einem Exkurse über die Eigen- 
fichaften der Kegelschnitte und der Schraubenlinie folgen die Darst«llangen 
gekrümmter Flüeheu, deren Schnitte, Durchdringungen und Schatten. 

Der Text ist im großen und ganzen klar und verEtSndlich, die Figuren 
zum größten Teile zweckmäßig aasgewählt und instruktiv; auf einzelne kleine 
Mangel, die mir bei der Durchsicht auffielen, sei es erlaubt hier hinzuweisen. 

Der Text hätte wohl an manchen Stellen eine knappere Fassung 
gestattet, besonders auffallend ist die Breite der Beweiaffihrung und der 
Darstellung bei der Behandlung der Winkelprojektionen auf Seite 18 — 21. 
Ton den zahlreichen im Texte behandelten Aufgaben möchte ich die Auf- 
gaben 22 und 23 ausgemerzt sehen. Bei der Behandlung der Aufgabe an 
einen Zylinder eine Tangentialebene parallel einer Richtung zu legen, stößt 
man bei den Studierenden häufig auf den Irrtum, daß die Spur der gesucht«n 
Ebene der Projektion der Richtung parallel sei; ich furcht«, daß die Auf- 
gabe 23 — durch einen Punkt eine Gerade zu legen, welche mit einer 
durch ihre Spuren gegebenen Ebene parallel ist — und die zugehörige 
Figur diesem Irrtum direkt Vorschub leistet, abgesehen davon, daß die 
Aufgabe völlig unbestimmt ist und zur Klärung der Kaum Vorstellung sicher 
nichts beiträgt. Bei Aufgabe 25 findet sich in der zugehörigen Figur ein 
Zeichenfehler, Bei der Darstellung der Körper ist es mir als uicht zweck- 
mSBig aufgefallen, daß die geraden oder regelmUßigea Gestalten bevorzugt sind; 
außer einer Dur cbdringnngsauf gäbe ist kaum ein schiefer Kegel oder Zylinder 
zur Darstellung gekommen. 

In Bezug auf die äußere Erscheinung mochte ich eine recht genaue 
Durchsicht mit Rücksicht auf die zahlreichen Druckfehler empfehlen; es 
sollte auch vermieden werden, daß Wörter wie Cylinder, Ceutnim teils mit 
C, t«ils mit Z geschrieben werden. Die Klarheit der Zeichnungen und die 
Genauigkeit der Kurven, besonders der Ellipsen läßt viel zu wünschen übing. 

Berlin. P. Schafheitlin. 

Ernst Wienecke, l) Geometrie für ToUcssohnlen mit ca. 400 Übungs- 
aufgaben und 71 Figuren. 2. Auflage. Berlin 1902. L. Oehmigke. 
8". 78 S. ..^0,45. ~ 
— 2) Die Läaung geometriaoher Eonstraktionsaufgaben durch geotne- 
metrische örter in schulgemäfler Weise erläutert an 250 Aufgaben, 
Berlin 1901. L. Oehmigke. 8". VI u. 74 S. JCl,'20. — 

In den einleitenden Bemerkungen beider Büchlein bezieht sich Wienecke 
auf die Berliner Gemeindeschulen. Der „Grund lehrplan der Berliner Ge- 
meindeschule" (Berlin 1902 Loewenihal) unterscheidet ttlr die Behandlung 



der Geometrie a) einen Vorkursus (Klagae III) und h] einen Hauptknrsua 
(Klasse D nnd I). Dabei wird zu a) über die Methode bemerkt: „Der ünt«r- 
rieht in der Raumlehre ist in der 3, Klasse ausschlieBUch auf die Anschauung 
zu begründen", Wienecko will, wie er in der Vorbemerkung sagt, an die 
Stelle „der reinen Betrachtung" „vorwiegend die Beohachtung" setaen; er 
tut dies i. B. beini Sati von der Winkelsumme des Dreiecks. Statt etwa 
anschaulich an die Drehung einer Seite um die drei Ecken des Dreiecks 
anzuknüpfen, verfährt er beohacht^nd (S. 11): „Beobachte am beweglichen 
Modell die GröSe der Winkel . . .". „Miß in den verschiedensten Stellungen 
die Winkel." Diese Abweichung vom Grundlehrplan bezüglich der Methode 
des Vorkursus hält Ref. für höchst bedanerlich, wie wohl hier nicht naher 
begründet zu werden braucht. Bei der Form der Darbietung des Stofies 
ist in 1) vor aUem der Fehler störend: ,^ebenwinke] betragen 2 Hei:hte" 
S. 10, „Entgegengesetzt« Winkel betragen 2 Rechte" S, 16 u. s. w.; die 
Anleitungen in 2) könnten viel kümcr gefaßt werden, wenn W. die wieder- 
kehrende Konstruktion gewisser Grundaufgaben bei seinem liilfsdreieck im 
Anschluß an die Kongmen^esätze als G. A. 1, 3 u. a. w. für die Konstruktion 
von Dreiecken einführen würde. Die Zahlen in 2) 8. 70 Nr. 28, 8. 71 Nr. 31, 
8. 72 Nr. 33 sind schlecht gewählt. Wenn gegeben ist a : t = 6 : 3 und 
n "^ 50 mm, so liegt, die arithmetische Errechnung von b zu nahe, und die 
betreffenden Konstroktionen verlieren jedes Interesse. 

Die Stoffauswahl in den Konstruktionsaufgabe n und in dem Vorkursus 
der Geometrie dürfte den Forderungen des Gnind lehrplan es entsprechen. 
Im Hauptkursus von IJ geht W. viel zu weit. Er führt Wurzeln ein, er 
gibt Fonneln für den abgestumpften Kegel und die abgestumpfte Pyramide, 
für die Kugel, Ja sogar eine für den umfang der Ellipse und letztere ohne 
j«den Vorbehalt bezüglich ihrer Gültigkeit (!), All dies tindet in dem 
Gnindlehrplan keinerlei Begründung. Dabei ist eine solche ErweiteruBg des 
Stoffgebietes in Bezug auf den Erziehungswert des Unterrichtes völlig verfehlt. 

Die Volksschule ist keine Fachschule, die aus praktischen Gründen 
riotgedrangen dies oder jenes bringen muS, was sich im Unterricht nicht 
ableiten läßt. Die Volksschule soll ihren Schülern zwar ein anderes MaB 
von Wissen bieten, wie die höheren Schuten; sie soll aber gleich den höheren 
Schulen durchaus allgemein bildend sein und muB danach ihre Stoffauswahl 
treffen. Ein Volks schul Unterricht, der nach drei Jahreskursen mit je 3 
Stunden in den S. 75/6 der Geometrie zusammengestellten Grundformeln 
endigt, muß das Allgemeinbildende vernachlässigen. 

Schöneberg. E. Küllhich. 

A. B. Forsyth, Theory of Differential Equationo. Part ID. Ordinary 

linear Equations, Vol. IV, Cambridge 1902, XVl u. 534 S. — 

(Referat über Vol. I, a. Zeitsch. f. Math. u. Phys. 36, 1891. Hiat. lit. 

Abt. 8. 190ff.; Referat über Vol. U, IH, s. Archiv d. Math. u. Phys. (3) 

4. 1903. S. 16fif.) 

Die vorliegende Darstellung der Theorie der gewöhnlichen linearen 

Differentialgleichungen schiebt sich nach Umfang und Reichtum des Inhalts 

als eine vielleicht manchem Leser erwünschte Vermittlung zwischen das große 

Handbuch von Schlesinger und die sehr knapp gehaltene Einleitung in 
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die Theorie, die vom Beferent«D herrührt. Jenes ist nicht nur durch die 
Fülle lies Stoffs, sondern namentlich dorth die stets in die Tiefe dringende 
Behandlung des Gegenstandes, durch das Hervorheben des Kerns der Sache 
in fiinktionea- und gruppentheoretischer Hinsicht charakterisiert. Diese 
vor»uehte nur, unter Durchfilhruag eines einheitlichen Gedankenganges eine 
möglichst bequeme EinlUhrung in die Hauptpunkte der allgemeinen Theorie 
KU geben. Dem gegenüber ist das Buch von Forsyth durch eine aufler- 
ordentUche Vielseitigkeit des Inhalts charakterisiert, wenn es auch von vielen 
Dingen gleichsam nnr eine Probe verabreicht. Es ist ein durch manche 
solbst&ndigu Partien bereicherter Auszug aus der Ongin&Uitemtnr, an der 
ja der Autor selbst in hervorragendem MaBo mitgearbeitet hat, und wird so 
dpm Lea«r lu einer bequemen Orientierung über den wesentlichen Inhalt 
vieler Orginalabhandlungen dienen, Auswahl, Anordnung und Darstellung des 
Stoffes müssen im ganzen als glücklich bezeicJmet werden. Eine kime 
Wanderung durtJi d^n Band möge dies bestätigen, wobei vorweg bemerkt 
w<>nle, divQ es sich, abgesehen vom letzten Kapitel, um Differentialgleichungen 
mit eindeutigen Koeffizienten handelt. 

Kap. I gibt mi wesentlichen nach der Fuchsschen Methode die Existenz 
dv Intograle als gewöhnlieher Pot«n£reihen in der Umgebung einer nicht 
•iognlKnn Stelle, die Fortsetzung der so gewonnenen Funktionselemente und 
du Begriff des Fundamentalsysteims. — Kap. 11 enthalt die Theorie der 
F'HBdftmentalgleiohnng unter Ilenmtieliung der Elementarteiler, ihre Verwertung 
für die allgemeine Form der Integrale bei ein» singulären Stelle ond die 
Z<vl«gung des FiuidamcntalsTstems in Gruppen und CntergnippeD (Ham- 
burgiir, Casorati u. a.). — Es folgt (.Kap. UI) die Form der Differential- 
gleidtiuig W einar singullreB Stell«, wo sbnUicfae Inlegnle (im Thotneschen 
SiwM) ngttltr sind, die Qewitutaiig des FundunentalsTstHns nach Frobenius, 
die AttftttehuBg It^aritknenfiwer regullrar Integrale. — Kap. IV ist den 
IMAmalial^aioliiufm „o( PachEiaa Tjpe" gewidowt, deren Integrale 
M«nU nsöltr tbU. Die Maimtige BestimmAdt Cfaer solchen Difienmtial- 
(Makaag awaitw Oidauag aiit (iaa gaoMo) drei siagvUnti Stellen, dorch 
iium «ad die WarMla der lugeMrigen drtetariawwdew Gleidoui^en fBkit 
iwt ^ RianaBBK^ r-t'uaktioa aäd die EaaaHarsdhen Besaltate fibar di« 
Diftnatialfieickniig dw hyi'-Mgeo i a tmduia Ratha. DiSenntiidgleü^iaigan 
wl HMlir ab dm ^utgalahtUea a u d u a ü te KleiiiMbe NonuHono 
fMrtat, ««nw SMh die Datannchaagn tob Böcher Obar die ia der 
MatbMMatwtlMn IVäk aafci>i«*M fcaaoa*«» FUle baMnr Kffennfial- 
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üutersQcbuugeii vod Hamburger, Günther, Lösung von Differential- 
gleichungen durch bestimmte Integrale (Poincare, Liapunoff, Jordan, 
Pochhammer). — Im Vlli. Kap. werden die unendlichen Determinanten 
von Hill und von Koch und ihre Anwendung fflr die Integratiou der 
linearen Differentiulgleichungen gegeben. — - Kap. IX enthalt die allgemeine 
Theorie der Differentialgleichungen mit einfach und zweifach periodischen 
Koeffizienten und die wichtigsten Spe/ialfitlle solcher Gleichungen. — Das 
letzte Kap. endlich behandelt Differentialgleichaugen, deren Koeffizienten 
eindeutige Funktionen des Ortes in einer algebraischen B i e m a n n sehen 
Fl&che sind, unter Heranziehnng der Theorie der aatomorpheu Funktionen 

Dieser, wie man sieht, für einen Band von rund öOO maBig großen 
Seiten auBerst vielseitige Inhalt wird noch weiter in sehr zahlreichen und 
für das Eindringen in den Gegenstand glücklich gewiLhIten tlbungsbetspielen 
vermehrt. Referent möchte hierin, wenn er das Buch als Lehrbuch auffaßt, 
eine seiner allerbesten Seiten erblicken. 

Gegenüber der verdienten Anerkennung der Vorzüge darf aber nicht 
versehwiegen werden, daß das Buch Flüchtigkeiten enthalt, die dem Leser 
verhängnisvoll werden könnten. Es sei gestattet, dies durch einige Beispiele 



Der Satz 3. 21'), bei dem Fuchs als Urheber genannt wird, „daß 
eine Differentialgleichung dritter Ordnung der Fucksschen Klasse (ohne 
zweite Ableitung), deren Integrale überall logarithmenfrei sind und einer 
homogenen Relation F(y^, »/j, y^} = höherer als 7,weit«r Ordnung genügen, 
algebraisch integrierbar sei", ist nicht der Puchssche Satz; denn dieser 
macht außerdem noch die Voraussetzung (a. Acta Math. I), daß die Wurieln 
aller determinierenden Gleichungen rationale Zalilen seien. Wenn der Satz 
hier ohne diese Voraussetzung und noch dazu überraschend kurz „bewiesen" 
werden konnte, so beruht dies darauf, daß von der Form F außer der 
Hessegchen stets noch eine von dieser nod von F unabhängige andere 
Ko Variante als vorhanden betrachtet wird. Der gleiche Einwand erhebt 
sich in noch stärkerem Uaße, weil hier die Dinge noch komplizierter liegen, 
gegen den S. SIT ohne Beweis angefahrten entsprechenden allgemeinen 
Satz. Eingehende Aufklärung über die hier in Frage kommenden Ver- 
hfiltnisse und darüber, was alles sich hinter der „^^encral hontogeneous 
relation" verbergen kann, gibt eine Abhandlung von Wallenberg (Journal 
f. r. u. a, Math, 113). 

Die Bemerkung (S. 215 Z. 10, 9 v. u.), daß bei einer Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse jedes (any) Integra!, mit einer geeigneten 
Potenz (z — o)~* multipliziert, in der Umgebung von g =• a holomorph 
wird, ist nicht richtig. Man darf vielmehr nur sagen: es gibt bei jeder 
Stelle ein Fundam ental System , dessen Elemente sämtlich diese Eigenschaft 
haben. Dieses Versehen bleibt an Jener Stelle nur deshalb ohne üble 
Folgen, weil man annehmen darf, daß die Integrale y,, y^, y^, um die es 
sich handelt, ein Fundamental System der genannten Art bilden. 

S. 230 Z. 1 V. o. und Z, 10 v. u. steht irrtümlicherweise .,of Fuchaian 
type", wo es heißen müßte „of regulär type"; denn es ist nur von einer 
einzelnen singuläreu Stelle die Rede und ganz gleichgültig, oh die andern 
singalüren Stelleu reguläre sind oder nicht. 



Auch die Zitate laaseo bei dem vom Verfasser anscheinend einmal 
eingeQotmueneii Standpunkt, nicht nur die subjektiven, sondern die objektiTOD 
Quellen neanen zu woUen, vielfach die dann gebotene Genauigkeit und 
erVTÜnschte Vollständigkeit vermissen. 

Was zunächst die Vollständigkeit angeht, so hätte ^. B. bei Kap. IX 
der Hinweis auf die Arbeiten von Fuchs (Liouv. Journ. d. Math. l_3) 4. 
(1878) und Jahnke, (Joum. f. r. u. a. Math. 112.), — bei der alge- 
braischen Integrierbarkeit der auf die Arbeiten von Schlesinger (ln,-Dissert.) 
und Wallanberg (s. oben), — bei der lotegration durch bestinuute 
Integrale utid den Untersuchungen im Riemannschen Sinne auf Schlesinger 
(Journ. f. r. u. a. Math. 117, 123, 124) nicht fehlen soUen. — EndUch 
ein Beispiel mangelhatter Genauigkeit: Das Zitat S. 66 trifft nicht lu. 
Der erste Teil des Satzes, den Forsyth hier ausspricht, steht überhaupt 
nicht in der zitierten Abhandlung von Fuchs, und für den weiteren Inhalt 
des Satzes zitiert Fuchs a. a. 0. andere Autoren! 

Es ist eigentlich zu bedauern, daß der Verfasser nicht seine eigenen 
schönen Untersuchungen über Differentialiavarianten in dem Buche mehr in 
den Vordergrund gestellt und im Zusammenhang entwickelt hat. 

Bonn. Lothar Heffteb. 

Koeulgsberger, L., Hermajm von HelmholtB. Braunschweig 1902, 1903, 
Vieweg und Sohn. Erster Band 1902, 375 S, Mk, 8,00. — Zweiter 
Band 1903, 383 ö. Mk. 8,00. — Dritter Band 1903, 142 S. Mk. 4,00. 

Das Lebenswerk eines so universellen Geistes zu schildern und in 
würdigen, wie es ein Hermann von Helmholtz gewesen, gehört zu den 
schwierigsten Aufgaben. MuBte doch der Biograph selber gleichzeitig Mathe- 
matiker, Physiker, Physiologe, Philosoph sein, um alle die Entdeckungen, alle 
die Resultate von Helmholtz' Forsehertätigkeit in das gehörige Licht tu 
setzen, kritisch darzustellen. MuBte doch der Biograph durch vieljährige 
persönliche und wissenschaftliche Beziehungen in den Stand gesetzt sein, 
ein richtiges Bild von dem Werdegange des großen Mannes, von der Ent- 
wicklung seiner Ideen zu liefern. 

Unter den Freunden des Verstorbenen erschien wohl keiner geeigneter 
für dieses schwierige Unternehmen als Leo Koenigsberger, der einstige 
Heidelberger Kollege von Helmholtz. 

In dem vorliegenden Werke hat der Verfasser, auf Grund des gesamtfln 
wissenschaftlichen Nachlasses und des ihm zur Vertagung gestallten Brief- 
wechsels zwischen Helmholtz und seinem Vater, sowie der umfangreichen 
Korrespondenz mit persönlichen und wissenschaftlichen Freunden unter tat- 
kräftiger Unterstützung von selten der Familie eine umfangreiche Darstellung 
des Lebens und der Werke des großen Forschers gegeben, ihn in seiner 
wissens<:baftlicben Bedeutung erfaßt und ihn als Mensch in dem harmonischen 
Zusammenhang seines ganzen Tuns und Denkens vorgeführt. 

Der erste Band behandelt die Jugendzeit Helmholtz' bis zu seiner 
Tätigkeit als Professor der Physiologie in Heidelberg (1861), der xweite 
setzt die Heidelberger Epoche fort und schildert seine Tätigkeit als Professor 
der Physik in Berlin von Ostern 1871 bis Ostern 1889, der dritte endlich 
bringt seine Tätigkeit bis zu seinem Tode am 8. September 1894. 



Bwonders interessant ist der Einblick, den das Werk gewährt in den 
Vetkehr zwischen Sohn und Vater, einem tief durchgebildeten Philosophen 
tM der Fichteschen Schule. Wie rührend ist es lu hören, mit welchem 
Eifer der Vater die Briefe liest, worin der Sohn über seine Vortrage, über 
sose Entdeckungen, seine Fl3ne und Absichten, Qber neue Ideen berichtet, 
mit welcher Gewissenhaftigkeit er sie studiert, wie er dann in seiner Ant- 
wort ohne Bdckhalt sein Urteil ausspricht, mit Einwanden nicht zurückhält 
and, wenigstens in der ersten Zeit, dem Sohne die Gabe populärer Darstellung 
absprechen zn mQssen glaubt! 

Nur wenigen bekannt wird die hilfreiche Rolle sein, welche Dubois 
ßeymond in dem Leben des großen Mannes gespielt hat. Aus seinen Briefen 
Hingt neben der uneingeschränkten Bewimderung für die einander flber- 
stOrzenden Entdeckungen des gottbegnadeten Freundes die Genugtuung und 
ilie Freude hervor, daß es ihm vergönnt ist, sei es durch seine persönlichen 
Berziehungen , sei es dorch einen gelegentlichen Verzicht auf eine Professur 
dem Freunde Steine ans seinem Lebenswege wegzurätunen. 

Die Darstellung des Verfassers ist von einer wohltuenden Begeisterung 
get^ragen, welche Über manche I^Ifingel hinwegsehen IfiSt. So kann man 
Dreher streiten, ob es an einigen Stellen angebracht war, von den Ab- 
baxt^ungen Resumes in dem Umfange zu bringen, wie sie an anderen Stellen 
allerdings recht erwünscht sind. 

Erhöht wird der Wert des Werkes noch durch Beigabe des herrlichen 
"*gTierreotyps aus dem Jahre 1848 (Eskadronchirurgus bei den Garde- 
'■"sareo), des wundervollen Kupferstichs aus dem Jahre 18Ö7 (Heidelberg) 
""»«l der Porträts von F. v. Lenhach (1884, 1894, 1895) und von Adolf 
Hildebrand (1891J, 

Es ist ein würdiges Denkmal, das der Verfasser dem großen Toten 
•f*ä«htet hat, „würdig der Schöpfungen, die wir anstaunen wegen der Tiefe 
"i*^ Universalität und bewundem als Kunstwerke, entsprungen einem edlen 
wi^ wahrhaft sittlichen Geist". 

Berlin. E. Jahnke. 

(^■"assmanu, H., Geeammelte mathematische und physikallaohe Werke. 

Herausgegeben von F. Engel. 11. Band. U. Teil. Die Abhandlungen 

iju Mechanik und zur mathematischen Physik. Leipzig 1902, B. G. Teubner. 

266 S. Mk. 14. 

Endlich ist wieder einmal ein Band der gesammelten Werke Grassmanns 

erschienen. Es ist derjenige, welcher seit Jahren mit Spannung erwartet 

^'^a^e; des zweiten Bandes zweiter Teil, welcher die Abhandlungen Über 

»öcbanik zusammen mit denen über mathematische Physik enthält. Während 

dein einen der beiden Herausgeber, Herrn Lüroth, der auf dem Gebiete der 

MecLiBik in Grasämannschen Metboden gearbeitet hat, die Aufgabe zufiel, 

^l^s zusammenzustellen, was Grassmann über Mechanik veröffentlicht hat 

"^'Q was aus dem Nachlaß zur Veröffentlichung geeignet erschien, hat sich 

"orr Engel, was die mathematische Physik angeht, auf die bereits ge- 

"'^ckten Arbeiten beschrankt und den Nachlaß nur in den Anmerkungen 

'''^^eit verwertet, als es zur Erläuterung der gedruckten Arbeiten und zur 

"'^«liehen Ausführung einiger darin bloß angedeuteten Betrachtungen er- 
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forderlich war. Alles Übrige, was der Nachlaß noch sonst Mitteilenswertes 
über mathematische Physik enthält, äoll auf den dritten Band verspart werden 

Was den Mathematiker am meisten interessiert, ist die Abteilung über 
analytische Mechanik. Sic beginnt mit einem Grundriß der Mechanik, den 
Grassmann filr den Unterricht in Prima in dem Programm des Stadt' 
gyninasiuraa zu Stettin 1867 iusammengestelU hat. Derselbe bebandelt die 
Bewegung eines Punktes, die Bewegung des Schwerpunktes, die FlUchen- 
bewegung und die Arbeit eines Punktvereins, endlich die Bewegung fester 
Körper. Interessant ist aus der Anmerkung auf S. 38 die Stelle, wo Qrass- 
mann verborgene Bewegungen einführt, die spater bei Helmholtz, welcher 
bekanntlich Orassmanus Ausdehnungslehre genau studiert hat , eine so 
wichtige Rolle spielen sollten. 

Die Darlegungen der Programm arbeit hat Grassmann weiter gefülirt 
in einer Abhandlung, die 1877 im 12tea Bande der Math. Ana. erschienen 
ist unter dem Titel; Die Mechanik nach den Prinzipien der Ausdehnungslehre. 
Eine Anwendung auf die Theorie der Sbbe und Flut führt ihn zu dem 
Satz: Die Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe und 
Plut vollendet, ergibt sich durch die Interferenz von vier elliptischen Be- 
wegungen, von denen zwei dieselbe Umlaufszeit haben wie die scheinbare 
ümlaufszeit der Sonne und des Mondes betrTlgt, und die zwei andern ein^ 
halb so große Ümlaufszeit. Eine kurze Fortsetzung dieser Arbeit, die sicl^^ 
im Nachlaß vorfand, wurde in erster Linie veranlaßt durch die im vierten^^ 
Bande der Math. Ann. abgedruckte Abhandlung von Herrn F. Klein „Notiz- -, 
betreffend den Zusammenhang der Liniengeometrie mit der Mechauik starre^^r^ 
Körper". Grassmann legt dar, daß die Kleinache Darstellung des durcL"^^fc 
die Ausdehnungslehre gebotenen einheitliehen Bandes entbehrt, und daß dieses- ^s 
Band in der geometrischen Größe zweiler Stufe besteht, welches sowoh^^(=il 
das Staudtsche Nullaystem als auch den Plückerschen linearen Komplecr =): 
umfaßt, einer Größe, die von Grassmann in seiner Ausdehnungslehr- — ^rc 
(1844, 1862) eingeführt worden war. Es ist ja überhaupt Grassmann -^cns 
Schicksal gewesen, eine Reihe von Entdeckungen gemacht zu haben, welch .^crAe 
seine Mitwelt wegen der ungewohnten Sprache, die er sich geschaffen, nicba=tl 
verstand, und welche daher später noch einmal gemacht werden mußte t:^r~ «e. 

Der Nachlaß bietet im großen und ganzen keine bedeutende Ausbeut^-i^e. 
Es finden sich Notizen über Drehungen um einen Punkt, deren Wesent" -röt- 
liches bereits aus einer Arbeit in den Math. Ann. bekannt ist, über B^ ^ B e- 
wegung eines auf einer festen Fläche gleitenden festen Körpers, über Schwer .^säBr- 
pnnktshestimmungen für das ebene Viereck und jede sphärische Figur, fih^ ^oer 
Darstellung der Statik nach Lagrange, über statisches Schwimmen, Trä^ -^g" 
heitsmoment, Foucaultsches Pendel, über den Mittelpunkt nicht parallel» ^ÄTlef 
Kräfte, wo einige der von Minding gefundenen Uesnltate auf vekforielle ■*5^»«''^ 
Woge hergeleitet werden, u. a. m. 

Die Abteilung Über mathematische Physik bringt an erster Stelle eiÄr-^i"^ 
Programmarbeit; Ableitung der Krystall gestalten aus dem allgemeinen Geset:^^"-**^ 
der Krystall bildung (1839), sodann eine Abhandlung aus Poggendorffs Annale ^^ *"' 
Neue Theorie der Elektrodynamik, wo im Gegensatz zu dem von Ampere ai:-»'-^'''^' 
gestellten Grundgesetz ein anderes entwickelt wird, das später von Clausir .^US 
zum zweiten Male entdeckt wei-deu sollte. Es folgt die hoehinteressaic^K"— nCs 
Arbeit: „Zur Theorie der Farbenmischung" aus Poggendorffs Annalen Bd. (^ 




reiche (m- die Lehre tob dw Fnbeamisdmng in der physologischen Optik 
roD gnindtegmder Bedentong gewi»deii ist- Heimholt! hmtte auf Wider- 
ipräche seiner Beob^btungen gegen Newtons Theorie der F&rheontist'huog 
lofinerksam gemacht. Grassmann weist dage^n nach, daÜ diese ThM)rie 
>is XU einem gewissen Punkt bin und namentlich der Satx, wonach jede 
iWbe ihre Eomplementfsrbe hat, die mit ihr vermischt Weiß liefert, aus 
mbestieitbftren Tatsachen mit mathematischer Eridens herror^ht. Es ist 
tekannt, daß Helmholtz aof Grund verbesserter Beobachtungsmethoden die 
iUchtigkeit der Grassmannschen Behauptungen zum großen Teil bestätigt 
tat GrassmaDD ist später in seinen Bemerkungen zur Theorie der Farben- 
impfinduDgen, die als Anhang zu Preyers Elementen der reinen Emplindungs- 
ehre erschienen sind, auf diese Untersuchungen noch einmal turückgekummeu. 

Hieran schließt sich wieder eine Frognuiunabhandlung „rbersickt der 
Akustik und der niedem Optik" ans dem Jahre 1854, wo Grassmann bereite 
in Besitz einer vollständigen Theorie der VokaltC'ine ist. Die bald darauf 
folgenden Untersuchungen von Helmholtz geben ihm Anlaß zu erneuter Be- 
ichaftigung und Prüfung seiner Theorie, deren Ergebnisse niedergelegt sind 
iD der Abhandlung: Über die physikalische Natur der Spruchlaute, Wiede- 
m&nns Annalen 1 (18T7). 

Referent schließt mit dem Wunsch, daß es dem rührigen Herausgeber 
gelingen möchte, recht bald die noch fehlenden Bünde der gesammelten 
^erke Grassmanns zur Veröffentlichung zu bringen. 

Berlin E. Jahnsg. 



ABtToacmischer Kalender für 1908. Herausgegeben von der K. K. Stam- 

warl« zu Wien. Wien 1903, C. Uerold's Sohn JL 2,40. 

Inhal tsberi cht: Bürgerliches und astronomisches Kalenclarium. Verzeich- 
nisse von Fixsternen, veränderlichen Sternen, Doppel- und mehrfachen Sternen, 
Sternhaufen und Nebelflecken, Tabellen der Elemente der großen Planeten 
und ihrer Monde, Asteroidentafeln, Tafeln tUr die wiederkehrenden Kometen 
lind f^ die Stemschnuppensch wärme. Verzeichnis geographischer Positionen, 
ibhandlungen: Der BielMche Komet. Von Herrn v. Hepperger. — Neue 
Planeten und Kometen. Von E. Weiß. 

Berlin. E. Jarnke. 



RermBim MartuS. Haxima und Uinima. Ein geometrisches und al- 
gebraisches Übungsbuch. Zweiter veränderter Abdruck. Hamburg 1903, 
H. Grand. 127 S. 
Der Verfasser bringt im ersten Teil (8. 1 — 19) einige Aufgaben, die 
sich nach der synthetischen Methode im Sinne von Steiner bebandeln lassen, 
im zweiten (8. 20^127) eine große Zahl von Aufgaben, an denen die 
Methode der algebraischen Behandlung vorgeführt wird. Eine Vennehrung 
der Aufgaben des ersten Teils, und wenn auch auf Kosten des zweiten, 
wSre wünschenswert gewesen. Doch auch in der vorliegenden Form K'ird 
die S&nunlung recht vielen willkommen sein. 

Berlin. _ . _ . E. Jahnkx. 
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Vi. Ludwig. Die Horopterkurve mit einer Binleitnng in die Theorie 
der kubiflohen Baumkurve. HaUe 1902, M. Sehüjing. 36 S, 

Die vorliegende Abhatidlimg soll als Begleitschriftzn den sechs Idodeüsn 
zur Theorie der Raumkurve und ihrer Anwendung in der physio- 
logischen Optik dienen, die vou dem Verfasser gletchieitig in demselben 
Verlage veröffentlicht sind. Die kubische Raumkurve verdient eise besondere 
Berücksichtigung bei der Ausvrahl der Beispiele, die dem Anfänger die all- 
gemeine Theorie der Raumkui-vcn näher bringen aollen; denn sie aeigt die 
Eigenschaften der doppelt gekrümmten Kurven in einfacher Weise nnd be- J 

sitzt so leicht zu überblickende Formen, daS jeder, der sie einmal gesehen H 

hat, sie ohne Mühe sich wieder deutlich vorstellen kann. AuBerdem hat V 

sie ein weitgehendes Interesse wegen ihrer schönen projektiven Eigenschaften 
und wegen ihres Auftretens in der physiologischen Optik. Ganz neu ist die 
von Herrn Schilling veranlaBte Art der Ausführung der ersten vier ModeUe. 
W&hreiid bisher Kaumkurven nur aus Draht gebogen oder auf den Oberflfichea 
von Körpern aus Holz, Gips oder anderer undurchsichtiger Masse aufgezeiohnet 
wurden, sind hier die Zylinder, welche die Kurven tragen, aus durchsichtigem ^ 

Zelluloid angefertigt und gestatten es, in jeder Stellung des Modells den .m 

ganzen Verlauf der Kurve auf dem Zylinder mit einem Blick zu erkennen. Die ^ 

Modelle lassen sich gut projizieren und können dann auch zur ErUatenmg jji 
mancher Eigenschaften der ebenen Knrven dienen, wie z. B, zur Veranschan- — :.' 
lichnng des Überganges vom eigentlichen Doppelpunkt zum Rückkehrpunkt und -J^ 
zum isolierten Doppelpunkt. Die Modelle 1—4 stellen die vier Typen dar, »."^. 
die man bei der kubischen Raurokurve je nach ihrem Verhalten zur unendlich .xMh 
fernen Ebene unterscheide!, nämlich: die kubische Ellipse, die kubische ^» « 
Hyperbel, die kubische paraboliche Hyperbel und die kubische ^^ 8 
Parabel (siehe Seite 16 der Abhandlung). Modell ö zeigt die abwickel- — J- 
bare Flfiche der Tangent«n der kubischen Ellipse (siehe Seite 19). 

Das Modell 6 endlich dient xur Ver&nschaulichung der Bedeutung "^ 
der kubischen Raumkurve in der physiologischen Optik. Blickt man mit^ 
beiden Augen nach einem Punkte im Räume hin, so vereinigen sich die e 
auf den beiden Netzhäuten entworfenen Bilder dieses Punktes 
einzigen Empfindung; man sieht den Puntt einfach. Von den übrigen«-»- ■" 

Punkten des Raumes werden bei dieser bestinunten Augenstellung nur ge ^^- 

wisse Punkt« einfach gesehen, die anderen aber doppelt, eine Tatsache^^^^ 
deren wir uns allerdings (Br gewöhnlich nicht bewufit werden. Den Ort* ^*^' 
der bei einer bestinunten Augenstetlung einfach gesehenen Punkte de^s ^^^ 
Raumes nun nennt man den lu dieser Augenstellung gehörigen Horoptern "^■'t 
derselbe ist eine kubische Raumkurve und im Modell 6 dargestellt. 

Obwohl die Theorie des Horopters als eine physiologische Anwendun^^ -'S 
der projektiven GeomeMe besonderes Interesse verdient, scheint sie bisher nocbt-*^^ 
nicht soweit gefOhil werden tu sein, daß mau Gastalt und Lage des Horoptern "^^ 
fBr jede AugrästeUoiig Ugebeu kann. Dies geschieht im zweiten Teil der Ab — *:=*" 
faandlung unter Annahme der veretn fachenden Hypothese, daß in der Grund- .^B- 
stellung der Augen immer je xwei parallele Sehstrählen auf korrespondierende ^b 
Netshautstellen treffen. Diese Hypothese gestattet eine einfache mathematiscfa*--^^ 
Behandlung der Hurupti<rlhi-urio und HUut lu einer guten Annäherung tx'^ - ^ 
die Wirklichkeit dann, wenn der Üiiert« Raumpunkt nicht in fem liegt 

Bertin. E. Jaiuix^ 
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llsclike. Kekrtroteohnik in EinzeldarsteUangen. Heft 3. 

Sie G-mudlsgen der WeohBelstromtecluiik. Braunschweig 1903. 

Vieweg & Sohn- Preis 3,60 ^/^ , geb 4,20 . ff- 

Dies«« Buch soll eine Darstellimg der phjsikaJischen Grundlagen geben, 

die sich speziell xam Aasgangsponkt für ä&s Studium der Wechselstrom- 

technik eignet. Die Verwirklich ong dieser Absicht ist Bedürfnis, aber hier 

noch nicht erreicht, denn es werden prinzipielle Fehler gemacht, die man 

R anderwärts oft findet. 
Ins diesem Grande mögen einige bienroa besprochen werden. 
^ta Induktionsgesetz (S. 4) sollte, entsprechend der Glüchong: 
oben 



Mn werden in der Form: 
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i = f^ cos {^N)dS 



äS+l 



f^CQN) 



d(dS) 



worin S die Feldstärke, (SJV) den Winkel zwischen der Richtung der 
Eraftttnien und der Normalen auf dS und dS ein Flächenelement der vom 
iodnzierten Leiter umschlossenen Fläche bedeutet. Nur dnrch diese Zer- 
legung wird eine klare Vorstellung der Indukt.ions Vorgänge ermöglicht, und 
ts besteht kein Anlaß zu Erklärungen, die von dem irrigen Gedanken aus- 
gehen, daß ein magnetisches Feld in der Weise entsteht, daß seine Kraft- 
linien beim Zunehmen des Stroms gewissermaßen aus dem Leiter heraus- 
wachsen (Rap. 38.). 

In der zur Erläuterung der Leistung eines Wechselstroms dienenden 
Figur 8 ist die Kurve fiir die Leistung falsch gezeichnet. Sie ist eine 
äioualinie und enthält als solche keine Spitüen. 

Wattstrom, wattloser Strom, Magnetisieningsatrom. (Kap. 9.) Der 
Verfasser macht darauf aufmerksam, daß die auf die Klemmenspannung 
eines Apparates mit Selbstinduktion bezogene wattlose Komponente des 
Stroms oft fälschlich für den Magnetisierungs ström gehalten wird. Dieser 
Verwechselung ist sofort abgeholfen, wenn man die auf die elektro- 
motorische Gegenkraft der Selbstinduktion bezogene wattiose Komponente 
des Stromes als Magnetisierungsstrom bezeichnet, gleichgültig, ob Eisen im 
magnetischen Weg vorhanden ist oder nicht. Ist kein Eisen vorhanden, 
so betr&gt die Phasenverschiebung zwischen dem Strom und der geome- 
trischen Differenz von Klemmenspannung und Obmschem Spannungsabfall 
90", also: Gesamtstrom => Magnetisierungsstrom. Ist Eisen im magnetischen 
Weg, 80 ist die Phasenverschiebung kleiner als 90" infolge der Hyateresis- 
nnd Wirbel ström Verluste. Streng genommen kann aber jetzt nicht mehr 
von einer Phasenverschiebung gesprochen werden, da auch bei einer sinua- 
Rrmigen Spannungskurve die Stromkurve eine andere Form annimmt. Setzt 
man fllr die Stromkurve eine äquivalente Sinuakurve, wie dies in der 
Wechsel stromtechnik allgemein geschieht, um Polardiagramme zeichnen zu 
können, so ist die wattlose Komponente des Stroms gleich dem Magneti- 
sierungsstrom und dieser somit kleiner als der Gesamtstrom. Dies wird am 
klarsten, wenn man berücksichtigt, daß Wirbel ströme und Hyst«reais so 
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auf den Strom einwirken, wie ein sekundärer Strom von entsprechender 
Leistung, wie der Verfasser selbst auf Seite 107 ausspricht. Diesem sekun- 
dären Strom eutsprecben aber sekundüre Amperwindusgen, und demnach 
verhält sich der Magnetisierungsstrom zum Gesamtstrom, wie sich die 
resultierendeu Ämp er Windungen zu den primären verhalten. 

Auf Seite 29 sind zwei Formeln fiir den SelbstinduktionskoefBzienton 
eines geradlinigen Drahtes angegeben. Der Leser kann zu diesen Formeln 
ohne jede Erläuterung kein Vertrauen haben, wenn die einfache Rechnung 
fUr eine endliche Länge l 



. = ./^ 



ergibt. Es wäre interessant zu erfahren, wie diese Resultate entstanden 
sind. Noch mehr befremdet das angeführte Beispiel, Es ist nicht zu- 
lässig, die Fernleitung einer Wechselstromanlage als einen einfach aus- 
gespannten Draht anzusprechen. Die beiden Leiter müssen unbedingt zu- 
aanunen betrachtet werden. Ist ja doch der SelbstinduktionskoefhzieDt der 
Schleife wesentlich abhängig von dem gegenseitigen Abstand der Drähte. 

Um den Sinn der Phasen Verschiebung erkennen zu können, wird in 
Kapitel 14 ein für allemal festgesetzt, daß die Phasen vorcilungswinkel im 
Sinne des Ühmeigers, die Phasen Verzögerungswinkel im entgegengesetzten 
Sinne gezählt werden. Gegen diese Festsetzung verstoßen die Figuren 7, 
11, 22 und 73. 

In Kapitel 26 ist die magnetische Streuung behandelt. Der Begriff 
der Streuung erhält erst dann eine durch Messung kontrollierbare Be- 
deutung, wenn das von einem bestimmten Stromkreis erzeugte magnetischa 
Feld in Beziehung tritt zu einem zweiten Stromkreis, der in der Regel als 
sekundärer Kreis beieichnet wird. Unter Streufeld versteht man dann den 
Teil des primären Feldes, den dieser zweite Kreis nicht umschließt. Der 
Verfasser unterscheidet nun zwischen einer magnetischen Streuung im engeren 
Sinne, die von den geometrischen Verhaltnissen abhängt, und einer mag- 
netischen Stauung, die von den Stromstärken abhängt. Nimmt man den 
Fall an, wie er in Figur 51 gezeichnet ist, daß also die primäre und die 
sekundäre Wicklung auf je einem besonderen Eisenkorper sitzt, so wird ein 
Teil i^ der StreuUnien nur durch den primüren Eisenkörper und durch die 
Luft verlaufen, ein zweiter Teil jj wird nach Passieren der Trennungsfug» 
noch einen Teil des sekundären Eisenkörpers durchsetzen, aber durch den 
magnetischen Gegendruck der Sekundärwicklung durch den ibr benachbarten 
Luftraum gedrangt werden. Offenbar ist der erst« Teil den primären 
Amperwindungen, der zweite den sekundären Amperwindungen proportdonal. 
Außerdem ist klar, daß beide Teile außer von den Stromstärken von dea 
geometrischen Verhältnissen oder, was auf dasselbe hinauskommt, von den 
Leitfähigkeiten der Streuwege abhängen. Eine Trennung von Streuung und 
Stauung ist also nicht durchführbar. Hau könnte höchstens an Super- 
posiüon denken, aber die Vorstellung wird dadurch nicht erleichtert. 

Ein Eraffclinienbild, wie es in Figur ül gezeichnet ist, wo sich dia 
sekundären Streulinien durch die sekundäre Spule schließen, ist bei ein- 
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ander en^gengerichteten magnetomotorischen Kräften unmöglicb, kommt 
aber beim Wechsel stromtransformator innerhalb einer Periode zweimal vor 
und zwar in dem Bereich, innerhalb dessen beide Amp erwindun gen in dem- 
selben Sinne wirken. Streng lüßt sich der geometrische Verlauf der Felder 
eines Wechselstromtransformators nur tür Momentanwerte definieren, und 
liemnacli ist das Krat'tliaienbild innerhalb einer Periode für ihre ver- 
schiedeuen Teile verschieden. Um sich die Verhältnisse anschaulich zu 
machen, bleibt wohl nichts übrig, als sich beide Windungen so mit Gleich- 
strom gespeist zu denken, daß die mugnetiechen Drücke einander entgegen- 
gerichtet sind, und daß der eine davon, der bei Wechflelstroni als der 
primäre bezeichnet wird, den anderen tiberwiegt. Dann gelten die Gleichungen: 

ii = i + äi = & + i', -|-*s- 
In Kapitel '27 wird femer stillschweigend angenommen, daS 



worin ro^, ro,, ID,, lü,, die magnetischen Widerstände der Felder i,,äi,iä,jj 
sind. Wenn der Beweis hierfür auch über den Rahmen des Buches hinauB- 
geht, so wären wohl einige beruhigende Worte für den Zweifler am Platze. 

Beim kurzgeschlossenen Translonnator (Kap. 30) ist das prijniire Feld 
3i naheiu gleich der algebraischen Summe der beiden Streufelder 3'i + 3ii 
also ist die der Messung zugängliche Spannung, wenn vom Ohmschen 
Spannungsabfall abgesehen wird, ungetalir doppelt so groß, wie eine der 
beiden Streu Spannungen. Es ergibt sich dies aus der Figur 58, wenn man 
3, zu Null werden läßt. 

Das Heylandscbe Diagramm (Kap. 31) beruht auf der Annahme, daß 
der Winkel OFS (Fig. 58) ein rechter ist, nicht der Winkel OOS, wie 
der Verfasser irrtümlicher Weise angibt. Es laßt sich nämlich beweisen, 
daß das Diagramm des ittduktwnsfrci belasteten TransformatorB, wofür der 
Winkel OFS ein rechter ist, auf den Drehstrommotor angewendet werden 
kann, wenn anstatt des Ohmschen Spannung» Verlustes die Schlüpfung ge- 
»tzt wird. 

Auf Seite 113 ist der angenäherte Effektivwert Ä i 

rirm nicht richtig angegeben. Es muß dort heißen 

mQn n die Zahl der gleichen Teile bedeutet, in die die Länge einer b&lbeo 

Welle geteilt ist. Die Länge a selbst fällt heraus. 

In Kapitel 52 wird das magnetische Feld bei Drehstrom erläutert. Es 
ist vollkommen verkehrt, hierbei von einem Eisenkern zu sprechen, der mit 
einer Drehstromwicklung versehen ist. Es ist ja richtig, daß bei dieser 
Anordnung kein Feld zustande kommt und demnach sich die Wicklung wie 
ein induktionsfreier Drehstrom widerstand vorhält; wenn man aber, wie er- 
wähnt, das eine (fiktive) Feld durch Vertauschung der Anschlüsse umkehrt, 
so würde wohl ein pulsierendes Feld von der doppelten Stärke des fiktiven 
Feldes eines Zweiges entstehen, weon die Stränie in ihrer gegenseititren 
£*hasenstel]ung besteben könnten, wie vorher. Dies ist aber unmöglich, du 



r gezeichneten 
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ja die Kienunenspannongen der drei Zweige nur phasengleich oder gegen- 
phaaig sein könnten. Das Drehfeld in einem Drehstrommotor — darauf 
will man hinaus — entsteht dadurch, daß di'ei sinusfSnnig verteilte Wechsel- 
felder, die uni 120 Zeitperio den grade gegen einander verschohen sind, sich 
unter 120 Raumperiodengraden ober einander lagern, wie der Verfasser auch 
angibt. Dieses resultierende Feld ist aber nicht homogen, sondern sinaS' 
förmig verteilt mit konstanter Amplitude, was durch die Gleichung: 

zum Ausdruck kommt. 

In der Zusammenstellung der wichtigsten Formeln ist die Beziehung: 



kurzweg als Ohmsches Gesetz fttr Wechselstrom bezeichnet. Sie ist gleich- 
bedeutend mit: 



und verliert ihre Gültigkeit, 
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meistens der Fall ist. 
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Hein, Felix. Anwendung der Differential- und Integralreohnonc 
auf Oeometrle, eine Revision der Prinaipien. Vorlesung, gehalten 
während des Sommersem es ters 1901, Ausgearbeitet von Conrad Müller. 
Leipzig 1902. In Kommission bei B. G. Teubner. VIH u. 468 8, 
Die Aufmerksamkeit der Mathematiker wieder mehr, als es in den 
letzten Jahrzehnten der Fall war, auf die Anforderungen der Prsria hin- 
zulenken, ist der Hauptzweck dieser Vorlesungen. Es besteht ein tiefgehender 
Gegensatz zwischen den Methoden der reinen und den Aufgaben der an- 
gewandten Mathematik, begründet in dem Umstände, daß in der ersteren 
alle Größen als präzise gegeben angesehen werden, wälirend dieselben in 
der letzteren stets nur angenähert vorliegen. So operiert man z. B. in der 
Arithmetik mit präzisen Zahlen, während man praktisch, etwa heim Rechuso, 
Messen, Beobachten, Konstruieren über einen bestimmten „Schwellenwert" 
der Genauigkeit nicht hinweggelangt, der übrigens zwar beim Rechnen, aber 
nicht beim Beobachten und Konstruieren beliebig weit hinausgeschoben 
werden kann. Praktisch arbeitet man also stets mit lotervallen. Ent- 
sprechend ist in der praktischen Geometrie jeder Punkt der Ebene ein 
Fläcbenatück, jede ebene Kurve ein „Streifen" u. s. w. Die mit solchen 
Elementen operierende „Approiimationsmathematik" bietet einerseits im Vei> 
hältnis zur „Präzis ionsmathematik" ungemeine Vereinfachungen dar. So ist 
X. B. jede numerische, algebraische Gleichung auflösbar, jede Konstruktion, 
auch die Quadratur des Kreises, mit Zirkel und Lineal ausführbar u. dgL 
Andrerseits entstehen neue und schwierige Probleme z. B. durch die an jeda 
Nähern ngslösung zu stellende Forderung möglichster Genauigkeit bei mög- 
lichst einfachen Mitteln. 
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Auch fßr unsere geometrische Vorstellung existiert eine Schwelle, wie 
man schon an dem einfachen Beispiele einer ihrer Endpunkte beraubten 
Strecke erkennt, während prägnantere Beispiele diejenigen stetigen Kurven 
liefern, die nirgends eine Tangente haben. Wenn aber Klein überhaupt 
ollen Kurven dio präzise Vorstell barkeit abspricht, da dieselben nur Äla 
„Streifen" vorgestellt werden können, so identifiziert er „verstellbar" mit 
„anschaulich vorstellbar", d. h. vermittelst wirklicher oder gedachter Her- 
flt«IltU)g eines mehr oder weniger vollkommenen Abbildes vorstellbar. Jedes 
Bild einer Kurve ist ein „Streifen", aber es macht keine Schwierigkeit, sich 
die Breite des Streifens gegen Null konvergierend voriustellen. Aber trotz 
dieser Möglichkeit bleibt jedes Bild einer stetigen Kurve ohne Tangente, 
r, B. der später betrachtoten Weierstrafl-Kurve, von der Kurve seihst 
durch eine unüberbrückbare Voist«!lungskliift geschieden. 

Daß Funktionen lediglich anter dem Bilde von Kurven vorgestellt 
werden können, ist unrichtig; man hatte schon vor Erfindung der analytischen 
Geometrie die VorsteHaugen von gewissen einfachen Funktionen. Umso- 
wenigcr kann man ohne weiteres die Behauptung gelten lassen, die Natur- 
gesetze seien nur approximativ, eine Behauptung, die natürlich nur dahin 
lu verstehen ist: unsere Kenntnis und Vorstellung der Naturgesetze sei nur 
approximativ. DaB wir die uns nur approximativ bekannten Naturgesetze 
durch einfache präzise ersetzen, beruht nicht nur auf dem Wunsche nach 
Einfachheit, sondern vor allem auf dem Glauben daran, wie er schon in 
dem alten Wort; „simplex veri sigillum" zum Ausdruck kommt. 

Die au einer empirischen Kurve entdeckten Attribute der Stetigkeit, 
Richtung, Krümmung und der endlichen Anzahl monotoner Stücke werden 
präzisiert, als nicht selbstverständlich nachgewiesen und die entsprechenden 
endlich oft differenzierbareo Funktionen und Kurven im Anschluß an Jacobi 
als „vernünftige" bezeichnet und des weiteren zu Grunde gelegt. Es handelt 
sich nunmehr um die approximative Darstellung einer empirischen Kurve durch 
vernünftige Funktionen, wie sie z.. B. durch ein der Kurve einbeschriebenes 
Polygon geliefert wird; und ferner um die Approximierung vernünftiger 
Funktionen durch einfache analjt.ische Ausdrücke, speziell ganze rationale 
Kunktionen und endliche goniometrische Reihen (Literpolation). Die ersteren 
approximieren nur in einer endlichen ') Anzahl vou Punkten , Tangenten, 
Krümmungen usw., die letzteren erreichen einen möglichst guten Anschluß 
im Gesamtverlauf, wenigst«ns bei vernünftigen Funktionen. Im Zusammen- 
hange mit der Interpolation durch ganze Funktionen wird die mechanische 
Quadrutur und bei den goniometrischen Reihen der harmonische Analysator 
Ton Henrici betrachtet. 

Für die Praxis scieint übrigens die Annäherung durch Funktionen von 
der Form 
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mit nicht ganzzahligen Werten ^^ von gröBerer Bedeutung zu sein. Eine 
solche wird z. B. bei der Flutkurve erfordert; auch die alte Darstellung der 



1) Oder, bei zweckniUßiger Verallgemeinerung, abzählbar unendlichen Anzahl. 



Planetenbewegung durch eine epüyklische kouuut hierauf hinaus- Ist die 
anxuQUbernde Funktion f genau genug gegeben, um auch die Ableitungen 
/', /", . . . noch bilden zu können, so hat man eine lineare Relation 



ennitteln; dann sind die | Wurzeln der 

± C^i^' = 0, 

Eine 



mit kongtanten Eoefßzienten 
Gleichung 

und die Koeffizienten a^, 6^ ergeben sieh aus linearen Tileicbungen. 
geringe Modifikation tritt bei mehrfachen Wurzeln ein. 

Den Schluß dieses Abschnittes bildet eine kurze Charakterisierung und 
nachdrückliehe Hervorhebung der Leistungen Tschebycheffs in Problemen 
der ApproiioLationsmathematik. Bei den Funktionen von zwei Variablen 
finden zunächst die Begriffe der Stetigkeit, der Stetig -Vieldeutigkeit, der 
azimutalen Stetigkeit geometrisch -anschauliche Erläuterung. Dafi fSr daa 
Differeniieren nicht notwendig das konunutative Gesetz besteht, zeigt die 
Betrachtung des Scheitelpunktes eines KreuzgewSlbes. Von approsimierenden 
Darstellungen von Funktionen zweier Vaiiablen wird nur die Entwicklang 
nach Engel funktionen behandelt; die Koeffizienten ergehen sich höchst ein- 
fach ans der Besselschen Forderung, daß das Integral über das Fehler- 
quadrat ein Minimum sein soll. Auf Konvergenz und darstellende Kraft 
dieser Entwicklungen wird nicht eingegangen. 

Der zweite Hauptteil der Vorlesung behandelt die „freie", d, h. vom 
Koordinatensystem freie Geometrie ebener Kurven. Wurde bisher eine Kurve 
einfach als das Bild einer Funktion definiert, so handelt es sich nunmehr 
um eine lediglich geometrische Definition derselben. Zunächst werden äis 
Begriße der ebenen Puaktmenge, der Grenz- und Verdicbtungsponkte , dee 
Inhalts und Uml'angs einer Punktmenge, femer die durch die Worte ab- 
zahlbar, abgeschlossen, perfekt, dicht bezeichneten Eigenschaften derselben 
an einfachen geometrischen Beispielen sinnftllig erläutert. Schwierigkeiten 
bereitet der Begriff „Stetigkeit" einer zweidimensionalen Punktmenge. Durch 
Kleins Festsetzung: stetig beißen die Mengen der Punkte im Innern eines 
Kreises (oder eines Rechtecks) und aus solchen zusammengesetzte Mengen, 
wird der Begriff nicht erklart, sondern nur auf einen typischen Fall zurück- 
geführt. Wie man die Stetigkeit zwei- oder mehrdimensionaler Mengen 
durch Verallgemeinerungen der Anordnungsaiiome und des Dedekiudschen 
Schnittes von einer auf mehr Dimensionen enakt definieren kann, beab- 
sichtige ich bei andrer Gelegenheit zu zeigen. 

Die Begrenzung, d. h. die Menge der Grenzpunktc eines ebenen Punkt- 
kontinuums kann so mannigfaltiger Art sein, daß mau hieraus nicht ohne 
weiteres eine Definition der „Kurve" entnehmen kann. Nimmt man die 
Forderung hinzu, daß die Begrenzung stetig auf eine Strecke abbildbar sein 
soll, so entspricht die Begrenzung auch dann im allgemeinen noch nicht 
der gebräuchlichen Vorstellung einer Kurve. Denn die Peano-Kurve z. B., 
welche das Flächenstück lückenlos bedeckt, erfüllt die Forderung, ohne doch 
im eigentlichen Sinne des Wortes als Kurve angesehen werden ^u können. 
Man muß vielmehr, nach Jordan, noch die Eindrutiijkait der stetigen Ab- 
bildung auf eine Strecke hinzunehmen. Eine solche „Jordan-Kurve" be- 
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grenzt dum in der Tat ein Fllichenstiick, eio Satz, der neuerdings von 
Schoeoflies als umkehrbar nachgewiesea wnrde. Eine Jordan-Kurve bat 
nicht ohne weiteres, sondern nur, wenn gewisse Bedingungen erfüllt sind, 
die Eigenschaften, Bogenlänge, Tangente, Krümmung usw. zu besibteii. 
Kin einfaches Beispiel einer J or d a,n - Kurve , die zwar äberall Tangente, 
aber nirgends Krünunung besitzt, liefert eine Figur, die zuerat in der Theorie 
der automorphen Funktionen auftrat. Man erhält dieselbe, wenn man von 
vier in cjklischer Folge sich berührenden Kreisen ausgeht und fortgesetzt 
dnrch Spiegelung jedes Kreises an allen übrigen neue Kreise erzeugt- Die 
sämtlichen Berührungspunkte dieser Kreise bilden dann die besagte, nicht- 
analjtische Jordan-Kui-ve. 

Diesen pr&zisionsgeometrischen Abschnitt schließt Klein mit einem 
Exkurs über die Notwendigkeit und Nützlichkeit der Mengenlehre, wendet 
noh aber andererseits gegen willkürliche Neusehöpfungen von Begriffen, 
falls nicht durch dieselben ein crkenutnistheoretisches Bedürfnis befriedigt 
wird. Aber gerade dieses .findet statt bei den von Klein als unzweckmäßig 
und überflüssig verworfenen transfiniten Größen Veroneses; denn durch 
die widerspruchsfreie Eiiatenz derselben wird die Unabhängigkeit des Arcbi- 
medischen Axioms von den übrigen Axiomen der Arithmetik dargetan. 

Die noch folgenden Kapitel sind der „praktischen" Geometrie gewidmet, 
d. h. einerseits der „messenden" oder Geodäsie, andererseits der durch Zeichnen 
and Modelle „darstellenden" Geometrie. In der Geodilsic sind die approxi- 
mativen Met}) öden am vollkomm ensteu und klarsten entwickelt worden, 
w&brend im Gegensatz hierzu in der zeichnenden Geometrie sich erst be- 
sdieidene Ans&tze in dieser Hinsicht vorfinden. An der Potbenotschen 
Aufgabe wird die Abhängigkeit des Fehlers in der Lage eines Punktes von 
des Fehlem der zu Grunde liegenden Messungen, an der Hansen sehen 
Aufgabe die Methode der kleinsten Quadrate illustriert. Als typisches Bei- 
spiel eines approximationsgeometrischen Satzes wird der Legendresche 
SatE für kleine sphärische Dreiecke angeführt. In dieselbe Kategorie von 
Sätzen gehören z. B. noch die Maskelyn eschen Formeln sin j; = j;cos' x 
und ähnliche. 

In der höheren Geodäsie würde es unmöglich sein, von Tangential- 
ebenen und geodätischen Linien u. dgl. auf der Erdoberfläche zu sprechen, 
wollte man, wie in der präzisen Flächentheorie, Differentiale der Koordinaten 
za Gmnde legen; an deren Stelle müssen vielmehr, wegen der im kleinen 
tn unregelmäßigen Beschaffenheit der Erdoberfläche, endliche, sogar ziemlich 
betricbtlicbe Difl'erenzen eingeführt werden. So schiebt sich zwischen 
Differentialrechnung and Praxis eine rationelle Differenzen rech nun g. Die 
Klage, daß die Differenzenrechnung gegenüber der Differentialrechnung, in 
der sie früher stets traktiert wurde, vernachlässigt würde, ist wohl kaum 
ganz gerechtfertigt; die D ifferenzen rech nun g hat sich eben von einem Appendix 
der Differentialrechnung zu einer selbständigen Disziplin ausgewachsen. 

In der zeichnenden Geometrie bildet die Geometrographie Lemoines 
nur erst einen Ansatz ku einer Feblertheorie. Das Maß der Einfachheit 
einer Konstruktion, zusammengesetzt aus den Anzahlen der Elementarkon- 
struktionen, ist noch kein Maß der Genauigkeit, weil dabei ganz ungleich- 
artige Größen als gleich bewertet werden. So ist die Gerade zweier nahen 
E*unkte weniger genau als die zweier entfernter Punkte bestimmt. Aber 
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gelbst, wenn man von diesen von Fall za Fall wecligelnden Verhältnissen 
zunächst abstrahiert, um zu allgemeinen, wenn auch nur im Durchschnitt 
geltenden Sätzen zu kommen, so mtlBte man die mittleren Genauigkeiten 
der verschiedenen Element ärkonstrukÜonen zueinander in Beziehung setzen, 
■L. B, das Verhältnis der Genauigkeiten, mit der ein Punkt durch zwei Ge- 
rade und mit der eine Gerade durch zwei Pimkte bestimait wird, ermitteln. 

Eine solche Fehlertheorie hätte natürlich nicfat an die eiakt^n SHtze, 
sondern an die analogen A)iproiimationssät7,e anzuknüpfen, wie insbesondere 
an dem Pascalschen Satze des näheren erläutert wird. Der eiakt« Pascal- 
sche Satz konirat darauf hinaus, daß das Verschwinden einer gewisBen 
Determinant« li dasjenige piner anderen A nach sich zieht. Für di< 
zeichnende Geometrie kommt dagegen der „approximative" Pascalsche Sati 
in Betracht: wenn D klein ist, ist auch A klein. Der Nachweis solcher 
Satze erfolgt am einfachsten und vollständigsten durch Ermittelung der 
Relation zwischen den Größen, die, gleich Null gesetzt, die Voraussetzungen 
und die Behauptung des Satzes ausdrücken. Im vorliegenden Fall hetBt 
dieselbe einfach D = A und enthält daher sowohl den präzisen, als den 
approximativen Pascalschen Satz in sich. 

Die gestaltiichen Verhältnisse der empirischen Kurve gestatten Rflck- 
schlüsse auf die entsprechenden Eigenschaften der Idealkurve, jedoch iu 
allgemeinen nur, wenn die letztere in jedem Punkte bestimmte Ricbtung 
und Krümmimg hat. Eine interessante Anwendung hiervon macht Klein 
auf das schon früher von ihm behandelte Problem der Anzahl w der reellen 
Wendepunkte einer ebenen algebraischen Kurve der Ordnung n. Hier ver- 
mutete schon SalmoD den von ihm induktiv gefundenen Satz, daß diese 
Aniahl höchstens ein Drittel der überhaupt mögliehen Wendepunktanzahl 
3M(n — 2) beträgt, und Klein zeigte, daß in der Tat »(» — 2)—« 
nie negativ, nämlich stets der doppelten Anzahl der reellen isoUerteii 
Doppeltangenten gleich ist. Bei der Herleitung dieses Resultates ist 
ein Hauptpunkt der Satz, daß eine algebraische Kurve ( resp. Flache) 
die Ebene (resp. den Raum) in eine endliche Anzahl Kammern zerlegt. 
Ohne den Beweis hierfür diu'chzu fuhren, weist Klein darauf hin, diB 
andernfalls eine mit den Eigenschaften der algebraischen Funktionen un- 
verträgliche Häufungsstelle vorhanden sein müßte. Aber der Beweis dei 
Satzes folgt direkt und elementar aus dem Umstände, daß eine algebraische 
Kurve eine Gerade in eine endliche Anzahl von Stücken teUt, die sidk. 
endlich oft ändert, wenn die Gerade die Ebene z. B, durch Parallel Verschiebung 
beschreibt; ebenso folgt der entsprechende Sata für « Dimensionen dur<A» 
den Schluß von w auf k + 1. 

In einem Anhange wird noch von der Versinnliehung idealer Gebilde 
durch Zeichnungen und Modelle, insbesondere von der Darstellung Ae« 
singulären Punkte der Raumkurven und Flachen dritter Ordnung gehand^l*- 

Die vorstehend versuchte kurze Skizze kann von dem reichen und vi«^" 
seitigen Ideengehalte des Werkes, von den mancherlei darin ruhenden Keint»^^ 
zu neuen Untersuchungen höchstens einen ungefähren Begriff gehen. MöcÄ*"** 
es AtLS Interesse an der Approximationsmatliematik beleben und mSchta " 
dazu beitragen die Erkenntnis ihrer Wichtigkeit zu verbreiten. 

i/Pr. Tu. Vahlen. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze, Tjösnugen. 
A Aufgaben and LehraStze. 

98. Die Erde werde als eine Kugel vom Umfange 40000 km voraus- 
gesetzt. Zwei Punkte A und B von derselben geographischen Breite tp (= 524) 
haben aaf dem zugehörigen Parallelkreise den kleinen Abstand b (= 1 km). 
Um wieviel ist der Bogen des durch Ä und B gelegten GroBkreisea der 
Kugel kürzer als ö? Welches ist der Abstand der Mitten der beiden 
durch A und B gehenden obigen Kreisbogen? Man lege durch Ä den- 
jenigen Groflkreis, der den durch A gehenden Parallelki-eis in A berührt, 
und bezeichne den Schnittpunkt dieses neuen GroBkreises mit dem Meridian 
von B mit C. Wie groß ist BCi Man messe auf AC von A aus die 
Strecke AD = b ab; wie groß ist CB'i Die för t = 1 km /,u berechnenden 
Zahlenwerte sind in Millimetern auf fünf geltende Stellen anzugeben. 

Berlin. E. Lampe. 

99. — Znr Bestimmung der Gestalt einer Kurve in der Nähe eines 
■iagulären Punktes wird vielfach folgende Methode empfohlen. Man mache 
die Tangente in diesem Punkte zur Äbs7.issenachae, die Normale zur Ordi- 
utenachse eines Koordinatensystems der x und y und entwickele x und y 
nach steigenden Potenzen einer anabhängigen TeränderÜchen l. Erhält 
Huui dftnn 

3:_ar + flir'+* + a,("+* + ■•■, 

y = 6r +i.ir+' +6,r+» +■■■. 

Wo n ^ m ist und a und b von Null verschieden sein sollen, so ist der An- 
fangspunkt ein Plachpunkt, Wendepunkt, Spitze erster Art, Spitze zweiter 
-Art (Sehnabel), jenachdem »i und » ungrade, grade; ungrade, ongrade; 
S'rade, ungrade; grade, grade sind. Setzt man aber 



»<j ergibt sich eine Darstellung von x und y durch », die ebenfalls von 
*l«r verlangten Beschaffenheit igt, und daraus vrOrde folgen, daß jeder 
I*TUikt der Kurve ein Schnabel ist Wo steckt der Fehler und welcher 
^ESinscliränkuDgen bedarf jene Methode, damit sie richtige Ergebnisse liefert? 
KieL P. Stäckhi» 
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B« Lösiingeii« 

Zu 70. (Bd. IV, S. 349) (E. Lampe). — In der Ebene der Kardioide 
nehme man die Achse 0Ä{^ 2a) zur a;- Achse, die durch zu OÄ ge- 
zogene Senkrechte zur ^- Achse; außerdem sei die durch zur xy- Ebene 
gelegte Senkrechte die ;er- Achse. Femer sei Q ein Punkt des über OP als 
Durchmesser errichteten Kreises, und es sei von Q aus auf OP das Lot QE, 
von B aus auf OÄ das Lot BS gefllllt. Dann ist Q ein Punkt der zu 
bestimmenden Fläche, und seine Koordinaten sind 

OS = a?, SB=^ y, BQ = z. 
Setzt man noch OB = r, 0P=^ r^ ^ BOS = POÄ — ^^ so hat man 

imd weil nach der Polargleichung der Kardioide 

rj = a (l + cos '^) , 

so ergibt sich als Polargleichung der zu bestimmenden Fläche 

g* = ra (1 + cos ^) — r* 

und in rechtwinkligen Koordinaten 

{x' + y« + ^« _ axy = a« (x» + y^). 

um das von der Fläche eingeschlossene Volumen V zu ermitteln, 
man von der Polargleichung ausgehen. Dann ist der eine Quadrant di 
Volumens bestimmt durch die Gleichung 

ft r^ 7t a(l-\- coi ^) 

{F= / izrd&dr^ I jrYar^l + cos d) — r^ - d^dr. 



Nach bekannten Formeln hat man bei Weglassung der Integrationskonstani 
jrYr^r-r^ • dr = - \V{r^r - ?)^ + \r^ (yr^r — r^ • dr, 



/, 



dr . 2r — r, 

—> arc sm 



yr^ r — r^ 'i 



r. 
Man erhält also: 



iryr^r — t^ • dr ^ — \V{r^r — r'^^ -\- {r^{2r — r^Yr^r — r'^ 

+ HM arcsm — — 



2r — r, 

* • 



mithin: 
Ir Vr^r — r*rfr=5^7rrr oder f r Kar(l + cos^) — r'rfr=-A7ra'(l+cos 



i a(l-f-coi^) 

l/r^r — r'rfr=^7rrj oder / r]/ar(l + cosO) — r*rfr=./g7ra'(l+i 
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= >,./( 



1 + cos9)*<i#, 



— * + 3siii# + |(8m#ooB» + ») + |siii»(coa*» + 2); 



/< 



(1 + cos9)'d9= f n; 

in r' das VolumeD derjeaigeD Kugäl bedeutet, deren Durchmesser gleich 
Achse der Kardioide iat. 
Preozlau. W. STBasitASM. 

Semerhitig eu dtr rorsIeJiendeii Ijüsvtig. Die behandelte Aufgabe ist 
LUen Übungen fllr das zweite Semester an der hiesigen Technischen Hoch- 
ale entnommen; ihre Lüsong kann durch Anwendung der (iuldinsuhen 
sei sofort auf ein einfaches Integral gebracht werden. Denkt man sich 
> KSrper durch Rotation eines variablen Kreises um eine Achse ent- 
nden, die durch den Rückkehrpunkt der Kardioide geht und xu ihrer 
' senkrecht üt, so ergibt sich das Volumen il V des durch Rotation 
Kreises vom DorchmeBser r, um den Winkel d9 erzeugten Elementar- 

3"bereinstimmung mit dem Resultate der ersten Integration des oben 
bhneten Doppel in tegrals. Auch die zweite Integration kann nach E)r- 
fr durch 2 cos^ -, & und Benutzimg des bekannten Integrals 



Je«: 



■enig abgekürzt werden. Ein Eingehen auf die Eigenschaften der be- 
I krummen Oberfläche wäre noch zu wünschen gewesen. 
Brlin, Oktober 1903. E. Lampe. 



B Sl. (E. N. liarisien,} — Aus der Polargleichung der Ellipse folgt: 

, c u — und u der Winkel ist, den MF mit der positiven 
i der Hauptachse bildet. Wählt man diese als 7-Achse eines recht- 
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winkligen Systems, dessen Anfangspunkt der rechts gelegene Brennpunkt JF* 
ist^ so hat die auf FM in M errichtete Senkrechte die Gleichung: 

(I) rc cos M + y sin M = z — t-^ 

Diese Gerade ist Tangente der gesuchten Kurve k. Bildet man die Al> 

leitung nach u, so erhält man die Gleichung einer Geraden, die durch de 

Berührungspunkt auf (I) läuft: 

/-rrx • jo* sin u 

^ ^ ' ^ (1 -j- e coB u)" 

Da (I) und (II) aufeinander senkrecht stehen, so stellt (IL) eine No; 
von k dar. Berechnet man aus beiden Gleichungen x und y, so ergibt si 
folgende parametrische Darstellung von ki 

p(co8u -f- ^ C08 2m) i)(Bin u 4- € sin 2 u) 

^"^ (1 + ecosu)" ' ^ "^ (1 + e coB u)" 

Diese Form der Gleichung der ersten negativen Fußpimktkurve der Ellij^^ise 
inbezug auf einen Brennpunkt als Pol ist meines Wissens noch nicht b —j e- 
kannt. Sind nun x' und y' die Ableitungen von x und y nach u, so :ast 

f 1)"(1 + 2e" + 8f cos«) 
^y -xy^ (T+ecoBi*)* 

Daher wird der Inhalt der Kurve k ausgedrückt durch: 

n jt n 

du 



, / ^(i+2g'+3gco8u). du , r du ,, ^ r 



0^ 



p pdf 

Da 1 + f costt = — , also esinu • du = "^-t" is^ so ergibt sich: 

, pdf pdf pdf 

**'"r»eBinu""^y__pt^2pr~(l— "^""iy?* 
Mithin ist: 



a-J-c a-4-c 

7=3 / ü!^ — 2(1 — g«) rr^ir 
J vT P J Vf' 

a — c a — c 

xi-i.1. /*dr a . r^a . r dt na 

Es ist aber J —--arcsin-^, also / -^ = -j-, femer: 



a — c 



a — c a — c 

"/Vdr 6f » + 8f '(t» — 1 ) "r'ir a(2o«i+ Sc*) • «a 

J yr^ 2(i-o' 'Jyt~ 2* 

a — c a — c 

Folglich ist: 

Breslau. 0. Qutsche. 



VoraüMbt« MittmliiBgeii. 175 

Zu 84. (Bd. V, 8. 314) (0. Gntsche). ZtcHtt Lösung. — Trägt man 
AB in A und B iwei Winkel an, die gleich PJC— PBC'~ip säod, 
. bringt m&n ilire freien Schenkel in Q mm Schnitt, so ist Q im A ABC 

Winlcelgegenptmkt von P. 
ler müssen nach einem be- C 

nt«a Satze die I'\ißponkte der 
P and Q auf die Dreieck- 
911 gefüllten Lote auf einem 
196 liegen. Mithin sind P^, 
ind die Puflpiiiitte P^ und F 
von P und Q auf ^ß ge- 
:«n Senkrechten die Ecken 
>s 8 ebnen Vierecks. D&^ÄQB 
chscbenklig ist, so ist F die 
te von AB. Auch die Vier- 
e AP^PP^ und BP^PP^ sind Kreis Vierecke, daher sind die Winkel 
?,P und PP,P„ beide gleich 9, also < P^P^F ^ 90" - v uud 
P_,F= 90"+ gi, mithin P^P^F = 90"— ip. Die beiden Sehnen FP, 
i FP^ sind also gleich, da zu jeder der Peripheriewinkel 90°— 9 gehört. 

0. GUTSCHB, 




Zu 86. (Bd. V,S. 314) (0. flutsche), ^-''-^p itfsun^. — Die Vierecke 
i4,PB,, CA^QB^, A^Bih^A^ sind Sehnen Vierecke. Der Schnittpunkt i) 
D jI,£j und A^B^ ist das Potenzzentrum der drei diesen Vierecken umge- 
iriebenen Kreise. Der Mittelpunkt des durch A^A^B^B^ laufenden Kreises 
die Mitte M von PQ; die Gerade PQ ist also ein Durchmesser dieses 
Jises. Da die Mitten von CP und CQ die Zentren der beiden andern Kreise 
if so ist PQ der Zentrale dieser beiden Kreise parallel und steht mithin 
krecht auf ihrer Chordale CD. Der Pol von CD in be/ug auf den 
'is A^A^B^B^ muß aber auf dem auf CD senkrechten Durchmosäer, 
I- auf PQ liegen. Dieser Pol ist wegen der harmonischen Eigenschaften 
dem Kreise eingeschriebenen vollständigen Vierecks A^ B^ B^ A^ der 
nittpunkt E von A^B^ und ^jB,. Also liegen P, Q und K in einer 
Aden. 



Breslau. 
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Zu 86. (Bd. VI, S. 173) (Aus einem Briefe von H. C, Schumacher 
Jatobi). Man zeichnet in ein Dreieck die inneren Quadrate, von denen 
' Seite auf eine Dreiecksseitc fallt und von dnnen die beiden anderen 
*kel punkte in die anderen Seit«n fallen. Die drei Mittelpunkt« der 
'<3rate ergeben wieder ein Dreieck. Mit diesem verfahre man ebenso usw. 
■^Hrd gefi^gt, ob die Folge der Dreiecke gegen einen Punkt oder gegen 
' Linie konvergiert 

IHe Ecken des gegebenen Dreiecks seien mit den Zahlen 0, 1, 2, die 
^^el mit Uf, die Gegenseiten mit a, und die xugebörigen Höhen mit 
C./-=iO, 1, 1} bezeichnet. Der Mittelpunkt des Quadrates, dessen eine 
f« in die Seile a. fallt, soll f beiflen. Die Seiten und Winkel des 



J 
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neuen Dreiecks nenne ich a'f und a}. Dann findet man xunächfit die 3eite| 
des Quadrates mit dem Mittelpunkt 0' als 

Es empfiehlt sich fttr die Punkte f' homogene Koordinaten einsmfllhren ; 
seien die Quotienten der Abst&ude eines Punktes von einer Seite a^ au dorj 
Höbe }if die homogenen Koordinaten 5,. Der Punkt O' hat dann i 
Koordinaten ^, |g,, |g,. Aus den Werten der q lassen sich die ^ dal 
einfache Proportionen ermitteln. Um die Formeln kürzer und anscbaulicfa 
schreiben im können, setze ich abküraungsweise 



«/ + «/- 9»/. 2(5/ 



f = Sf, cos Uf = 



Ferner wBhle ich den Dmkreisdurchmesaer d des gegebenen Dreiecks gleich 1 
und nenne die doppelten Inhalte des gegebenen und des abgeleiteten Drei- 
ecks D und D\ und zwar soUen die Inhalte positiv oder negativ je nach 
dem DmlaufasLnn wei-den. 

Dann gelten die Beziehungen: 



(I) 



m 



i„ 



i,. 



1 


9. 


Vi 


Vi 


1 


Vo 


9>i 


Vo 


1 



(m) 

(IT) 



Femer ergeben sich die Winkel und Seiten des abgeleiteten Dreiecks au 






ic.sgn c,, dabei Wf = \ yc^ 9^ "l" '^ 9* ' 
^ sgn C/ , Cf= -^—^^-^ ~ sgn (c, cj. 



Aus diesen Formeln schließt man folgendes: 

1) Ist das gegebene Dreieck spitzwinklig, so sind alle GröBen s and c, ' 
also auch alle Größen D\ s', c' positiv. Das gegebene Dreieck verwandelt 
sich in ein spitzwinkliges, bei dem die Punkte f' denselben Drebungssinn 
haben wie die Punkte f. Da die Anschauung lehrt, daß das abgeleit«te 
Dreieck ganz in dem anderen liegt, gilt der Satz: Die von einem spili- 
icinkligen Dreieck abgeleitete Folge von Dreiecken konvergiert gegen einen Paidt 

2) Dag Dreieck sei rechtwinklig und b^ -= — ■ Dann wird Tß ^ 0, 
s, = 1, i)'= 0, aö " 0. Also: Jede^ recJittcinkUffe Draeck fälirt su ' 
gerade» Link, 

3) Das Dreieck sei stumpfwinklig und o^ der stampfe Winkel. Dum 
muß man drei Falle unterscheiden, je nachdem 

Sp + 2c, ^ ist; dann wird c^ ^ 0, also "o ^ j ' 
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- 8a) »0 + 2c^ > 0. Es werden alle e' positiv, also ist daa abgeleitete 
Dreieck spitzwinldig. Da aber D' < ist, so haben die Ecken f einen 
anderen Drehangssinn als die Ecken f. Aus Sq ■(■ SCg ^ folgt tgOj, =^ — 2. 
Also ergibt sich der Grenzwinkel y =' 116° 33' 54". Mithin gilt in diesem 
Fall: Die aux einem stumpfwinkligen Dreieck, dessen stumpfer WinAd Uemer 
ais y ist, abgdeHrte Folge van Dreiecken konvergiert gegen emc» Punkt. 

3b) Sg -f 2C(, < 0. c' und D' werden negativ; hiermit sind wir wieder 
auf den Fall 3) gefOhrt und müßten wieder drei Fälle unterscheiden. Der 
Fall 3 b) bleibt also vorläufig noch unenischieden. Man kann aber soviel 
sagen, daß die Dreiecksfolge auch hier gegen einen Punkt konvergiert, 
sofern nicht irgend eines der abgeleiteten Dreiecke rechtwinklig wird. Denn 
aus der Formel II. geht hervor, daQ nur ein rechtwinkliges Dreieck nach 
einem Schritt tu einer geraden lAnie werden kann. Es handelt sich also 
um die Frage: Wann tritt in der Dreiecksfolge ein rechtwinkliges Dreieck 
a.uf? Diese Frage ßndet ihre Antwort im Fall 

3c)s|,+ 2eo = 0. Es wird % = f und c^ = 0, also k^ = ^ ■ Sobald 

abo der eine Winkel eines Dreiecks = y wird, ist das abgeleitete Dreieck 
rechtwinklig, und dos folgende schon eine gerade Linie. Andere Dreiecke 
niit gleicher Eigenschaft gibt es nicht. Für die weitereu Untersuchungeo 
ist eine graphische Darstellung vorteilhaft. Ich setze tgaf=^t^, und be- 
zeichne mit t, and t^ stets die Tangente der spitzen Winkel, so genügen (, und 
/, immer den Ungleichungen < (,, /,<(». Wählt man (, und (, als 
Koordinaten eines Punktes P einer Viertelebene J, so stellt jeder Punkt P 
von ^ ein Dreieck dar. Zu jedem Punkte von iJ gehört ein Dreieck, um- 
gekehrt allerdings gehört nicht zu jedem Dreieck nur ein Punkt; doch spielt 
das keine Rolle. Für rechtwinklige Dreiecke ist ((, = 0, also F^ = /, i^ — 1 = 0. 
Die Gleichung J", = steUt in J eine gleichseitige Hyperbel dar. Alte 
Punkte dieser Hyperbel ergeben recbt^vinklige Dreiecke. Ist nun aber 
»o + 2Co = oder /(,-!- 2 = oder F, = 2(,(, -F /j -|- (, - 2 - 0, so erhält 
man ebenfalls eine Kurve F^, wieder eine Hyperbel, auf der alle Dreiecke 
liegen, deren abgeleitete Dreiecke rechtwinklig sind, und die nach zwei Ver- 
wandlungen gerade Linien geben. Aus den Gleichungen (IV) folgen die 
Gleichungen : 

Da nun ein Punkt P, - ((,, f,) von f, einen Punkt P, = {t[, l'^) von 
f, ergibt, so muü sich die Gleichung -f'j(',, 'a) = aus der Gleichung 
f, (*i, l'f) = finden lassen, indem man für die (' ihre Werte aus (V) ein- 
sefait. Das ist in der Tat der Fall, Bei der Berechnung tritt ein Faktor 
auf, der in ^ nicht ^verschwinden kann, und der also weggelassen werden 
darf. In gleicher Weise kann man von J^j('j, 'g)^0 zn einer Gleichung 
F, (',, /,) =" gelangen. Diese Gleii.'bung stellt eine hyperbelßbnliche Kurve 
dar. Ihre Punkte kennzeichnen Dreiecke, die nach drei Transformationen 
äich in geiade Linien verwandeln. 

Durch fortgesetzte Iteration ergibt sich so eine nie abbrechende Folge 
von Funktionen F,, Fj, . . . F^, . . . von der Eigenschaft, daB F^ aus F^_, 
hervorgeht, wenn man auf F^_^ (ij, t'^) — die Gleichungen (V) anwendet. 

AnblT d« Hilhaiutlk DDd Phftik. m Btiba VI], 1-2 
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JF"^ = stellt die Dreiecke dar, die nwh l Schritten eine gerade Linie er- 
geben. Die unendliche Folge von Kurven scheint gegen eine QrearJage ni__ 
konvergieren. Das geht hervor aus dem Verhalten der Schnittpunkte ^i^^ 
der Kurven F-^ mit der Mittelliuie des Quadranten jd. Für diese Paokt^^s 



ist t, = 
(VI) 



= (, also wird 



t' + tf + t 
(i-<*){t+a)° 



Umgekehrt ergibt sich daraus 



^W- 



Aas der Gleichung 



t 



■ f — 



(l -()(( + !) 



ersieht man femer, daß (' imm 

Wert e — yä — 1 herabsinkt. 



T als t ist, sofern t nicht unter d 
aber t' = t = i ist, so geht < 
gleichschenklige Dreieck in sich selbst über. 

Man stelle nun die Gleichung (VI) als Kurve T mit den Abszissen / u 
den Ordinaten t' dar. Die Kurve steigt vom Punkte (e, e) bestandig i 
hält sich immer über der Mittellinie des Quadranten. Zu M^ gehöre ( 
so ist ff" = 1. Man suche jetzt auf T einen Punkt T"-> mit der Ordinate I ^ '>, 
zu ib"! gehört die Absiisae ('*' = —~- ■ Dann suche man den Punkt ^ " *'' 
mit der Ordinate (W; seine Abszisse wird ("* u, s. f. Man sieht: ('" mJt 
kleiner als f<^', aber größer als e, l^^> ist kleiner als j'^' aber größer al^^ i. 
Folglich bilden die i''' eine Folge von immer kleineren Zahlen, die aber "Ä:^^- 

ständig größer als c bleiben. Also bilden auf der Mittellinie von ^ die Punkt« ^^^i 

eine Folge, deren einzelne Glieder sich dem Punkte M = {Y^ — 1, l/S — ^) 
immer mehr nähern, ohne ihn je zu erreichen. Daraus ist zu TermuA>^*i>i 
daß sich auch die Kurven Fj. einer Grenzlage nähern. 

Fassen wir jetzt die Ergebnisse zu einem Satz zusammen! Macht t»»«»« 
M»l einem Dreieck das anfangs angegebene Verfahren, so konvergiert rf«« 
Folge der Dreiecke im allgemeinen gegen einen PmM. Aber aus der e»r?^»- 
fachen kontinuierlichen Mannigfaltigheit, die die gesamten Dreiecke biU:^^**- 
sondert sich eine diskrete Menge von unemUich vielen etn/oc/int Mannigfa2i^*&' 
keAten aus. Aüe durch diese Mannigfaltigkeiten bestimmten Dreiecke füßfW^^ 
jTm geraden Linien, und aUe durch diesMe Mannigfaltigkeit bestimmten I^tr^^^- 
eeke gäyrawitein eine gleüAe AnetäU von TransformaHonen. 

Dortmund. H. Kükhe. 



2. Anfragen nnd Antworten. 

]0, Beispiel eines Tetraeders mit nicht kongruenten Seiten, 



die Kanten (die ^ 



r Ecke ausgeh enden u 



, die gegenüberliege« 



J^ 



VernuBcb te ^Mi ttei lun ^n . 

«»', b\ c'), die Inhalte der Begreazungsdreiecke (^^ „v, ^oK. ^as 
und der Rauminhalt (7^ in rationalen Zahlen gemessen werden: 
ffl= 157 080 a = 153 255 

b = 250 096 b' = 64 985 

I c— 168 935 c' = 200 200 

I ^atv = 3 902 999 100 

^o-ftc = 12 674 990 328 
^aft., = 5 103 136 500 
I Jfl^c- = 15714031872 

r— 204 203 844176 640. 
Ist ein solches Beispiel schon bekannt, insbesondere ein solches, das, 
wi& das vorliegende, kein« Symmetrieebene und lauter schiefe Kanten- und 
F*lä<slien Winkel begitsty 

Berlin. R. Güntsche. 

11. Zwischen den Seiten a, 5, c und den Winkeln a, ß, y eines 
IC-u^-^ldreieckB besteht folgende Begehung: 

(cot-g- <^tj +cot|cot|+cotgcot|-l)(tg§tg| + tg|tg^ + tg3tgj-l) = ^ 

Ist diese bekannt? 




Berlin. R. Güntschk. 

13. Durchlaufen n Punkt« einer Ebene n ahnliche Figuren in gleichem 
U^>x>_l.xiQrBinne derart, daß sie in jedem Momente der Bewegung sich in homo- 
log^D Punkten befinden, so beschreibt auch ihr Schwerpunkt eine ähnliche 

Ist dieser Satz schon irgendwo mit Beweis veröffentlicht? 
Berlin. M. Zacharias. 

13. Für jedes ebene Dreieck ABC besteht der Satz: Konstruiert man 
^, ***" den Seiten des Dreiecks nach außen gleichseitige Dreiecke, so bilden 
<i*e Alitten derselben die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks, welches den- 
aelbex, Schwerpunkt wie das Dreieck ABC besitzt. 

Der Beweis dieses Satzes laßt sich ohne Benutzung von Hilfslinien 
folg-ejidermaßen fähren: Die Spitzen der über den Seiten BC, CA und AB 
^J*^bteten gleichseitigen Dreiecke seien A^, B, und C,, ihre Mitten A^, B, 



Mass. 



Denkt man sich in den Punkten Ä^ , B und C drei gleiche 
^Q. m^, »(} und Mg befindlich, so ist A^ deren Schwerpunkt Laßt 
o 7** »a, nach C, M, nach A und »tj nach B^ gehen, so bewegt sich der 
r^öt^iunkt nach Bj. Geht nunmehr m^ nach B, m, nach C^ und m, 
j^-,^ -*4, so geht der Schwerpunkt nach C,, Kehren endlich die Massen- 
^ j *^ ^ ''^^^ anfänglichen Lagen zurück, so langt auch der Schwerpunkt 
3 "^»- in A^ an. Alle drei Massenteilchen haben gleichseitige Dreiecke 
1^ 5'** laufen, und zwar in gleichem Sinne. Nun gilt aber der Satz: Durch- 
^^ ^*» n Punkte n untereinander ähnliche Figuren in gleichem Sinne, so 
gj^ *^**J.auft auch ihr Schwerpunkt eine ähnliche Figar. Folglich ist A^B^O^ 
Kleichseitiges Dreieck, 



ISO 



Yermiaclit« Hitteil nngen. 



Dm zu beweisen, daß ^J?,C, denselben Schwerpunkt wie ABC be- 
sitzt, denken wir uns drei gleiche Masseo in den Ponkteo A, B und C 
angebracht. Lassen wir diese Massen die ühnücheu Dreiecke AB^C, 
BC^A und GA^B durchlaufen, so muB Ihr Schwerpunkt ein ähnliches 
Dreieck beschreiben. Da nun aber C, A und B denselben Schwerpunkt 
wie A, B und C besitzen, so reduziert sich die letzte Seit« des vom Schwer- 
punkte durchlaufenen Dreiecks und somit dieses Dreieck selbst auf einen 
Punkt. A^B^C^ hat also denselben Schwerpunkt wie ABC. 

Von wem rührt der schon lange bekannte Satz vom Dreieck her, und 
wo ist er veröffentlicht!' 



Berlin. 



M. Zacbariab. 



3. Kleinere Notizen. 




Karto^aphische Bemerkung Ober das Katenold. 

Teilt man die Achse des Drehungazy linders in gleiche Teile — ein 
und bildet man die entsprechenden Parallel kreise und außerdem Meridian- 
schnitte, die unter Winkeln — aufeinander folgen, so ist seine Oberfltlch© 
in kleine „Quadrate" eingeteilt. Ist der Zylinder der einbcsL:hriebeDe eines 

Katenoids, so braucht 
■~^A, tuan bekanntlich di« 

Teilungsebenen nur zu 
erweitem, um die qua- 
dratische Einteilung der 
Katenoidfläche zu er- 
halten and damit die 
konforme Übertragung 
herzustellen. Durch die 
GauBsche sphärische 
Abbildung wird aber das 
K ateno id bekanntlich 
konform auf die Kugel 
übertragen. Beiletzterer 
Abbildung ist das Ver- 
grö Serungsverhfil tnis 
— i-, wobei y der Pol- 
abstand ist. Dasselbe 
Verhältnis gilt aber ffir 
die gnomonische Ab- 
bildung der Meridian 
elemente auf die 2y- 
lindergeraden. Folglich wickelt sich die Zylindergerade so auf den Meridi&a 
des Katenoids ab, daß die obigen Teilpunkte wieder gegeben werden, und 
oingekehrt findet dasselbe statt. Der Radius des Zylinders ist dabei als 1 
vorausgesetzt. 

In der Figur 




I 



finden also folgende Beziehungen statt. Entspricht A^ 




Termi echte Mitteil ungeo. 

bei gnomoniscber Abbildung dem Funkte A^ der Kugel and ist OA^ gleich 
dem Bogen der Kettenlinie OÄ, so gibt die Horizontale AA^ den Punkt A^ 
des Zylinders, der demselbeo Kugelpunkte bei der konformen Abbildung 
(Mercatorscbe Abbildung) entspricht. Dabei ist der Krümmungsradius g 
der Kettenlinie parallel dem Kugelradius MAf, dar zu MA^ symmetrisch 
ist, so dafi die drei in der Figur mit y bezeiclmeten Winkel von derselben 
GriiSe sind. 

Die Beweise sind so einfach, daQ sie sogar elementar geführt werden 
köimen. 

Neu dürfte sein, daß der Meridian des quadratisch eingeteilten Eate- 
noids, auf die Zyliuderseite abgewickelt, die gnomoniscbe Einteilung der 
letzteren gibt. Da man aber die Länge des Bogens der Kettenlinie findet, 
indem man z. B. über DF als Durchmesser einen Halbkreis zeichnet, 
FE = MO als Sehne einträgt, wobei DE^ OD ist, so kann man bei der 
konformen Abbildung des Katenoids auf die Kugel die Qaufische Abbildung 
umgeben. Axialprtyjektion des Kaienoids auf die Zylinderftädie gibt die 
konforme AbbilduRff auf den Zylinder wnd umgekehrt. Gaußsciie oder die 
eAenffcnannte Erscüzabbildung gibt die konforme Abbildung auf die Kugel. 
Durch Abwickelung des Zylinders erhält mat) die Mercalorkarte, durch slereo- 
ffraphisdte Projektion die I'olarkarte der Kugel. Durdt Abwickelung der ein- 
geleiiien KettenUnie auf die Zylinderseüe die (nicht konforme) grutmonische 
A.bbildung; —. — ist das Vergi'öflerungSTerhältnis zwischen Kugelfläche und 
M erca torkarte , -^—j- dos zwischen Kugelflache und Katenoid und zugleich 
fUr den Meridian der gnomonischen Karte. 



Hagen. 



G, HOLZUiJLLER. 



Zar OeonetroKrapIile der HasckeroniBCben Kreist« Unn gen. 

Die MaBcheroniBcben Kreisteilungen, die in dieser Zeitschrift ((3) 6 
146, 1903; Berl. matb. Ges. 2, 14, 1903) geometrographisch behandelt 
«mrdeu, lassen eine kleine Vereinfachung zu; die Fttnfteilung l&Qt sich 
mit 18 (statt 20), die Zehnteilung mit 22 (statt 24), die Siebzebnteilung 
mit hü (statt 59) E lerne utaroperationen ausführen. Näheres darüber im 
Arcta. in einem späteren Teil der „Beiträge" des Unterzeichneten. 

Berlin. R. Güntsche. 
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Beriehtlgunget) tn Band Tl. 
880, Z. IS V. o. Die Aumerknng ■) gehört an das Ende der Notiz. 
228, Z. 9 V. o. lies 6, _ 1 (i^ a.y 
288, Z. 11 ?. o. lies b.-\' 1 (moä a.y 
840, Z. 12 V. o. tiea p staU r. 
341 ist anstelle der Figur die beifolgende zu setzen; 




. -^iBHiirTiiti. Jir rr.«' 
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I UMta.S.17l. - », VoarBUMti. g. in 



Foggenaorrs Axmalen. 



.1. U«.:h- 



UAnuhcn, S 



i Lehre weck'L-u if!t eine kleine Ai^L'iimiiiiiiunm* 
iiiil 191ClciiH^ntJ*n. 12 Ani(H'nilH'i :tstüiHligc>r 

■ I L't.'lJ 

'\>t\'}:i üiit'^T S. Ni 2 lii! lue iils.i"^.iiltiya dwaer 
ipyjg, l*ü8tblr. 3. erbeten. 
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HANS BOAS 

Elektrotechnische Fabril 

Berlin O., Krautatr. 62. 



Spiegel- Galwanometer 

System Deprea-d'Arsonval 

von höohster Strom* 
empflndUohkeit, au allen 
Mossnngon und Demon- 
Btrationea goeignet. Qe* 
ringe Dämpfong auoh 
bol kursgesohlo&senom 
Rahmen. £igon -Wider- 
stand oaob Wonaoh 
zwlsohon 20 und 40O 
Ohm. Leiohteste A.uf- 
BtoUung. ToUkommen 
onempfindUcb gegen 
maene tische Störungen. 
Mit elnCftobem Fenster 
für aubjektivo Beobaoh- 
tung, mit Kreuzfenster 
für Ablesung mit Liolitselger. 
Konstruktion. 

Zeiger -Galvanomet er 

mit konstantem Kullpunkt and proportionaler £ 
für alle Bedür&tisse. 

=^ Preise auf geffSllige Anfrage. 



Qiano Batlafcw von H. 0. Teab«Br iii {.plpiljc, v. 
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XihQT die Bedingungen der Ereissclinitte der Flächen 
2. Ordnung. 

Von Otto Staude in EoBtock. 

Dupin') bezeichnete es als „eine Art Paradoxon*', daß die Bedingang 
der Gleichheit zweier Hauptfcrüramungsradien einer Fläche einmal durch 
eine Gleiehnng, das Verschwinden der Diskriminante einer quadratischen 
Gleichung, ein andermal aber durch sirei Gleichungen ausgedrückt 
werden könnte. Die eigentliche Erkläning dieses Paradoso os gab 
Amiot*), indum er jene Diskriminante in eine Summe von drei 
Quadraten zerlegte; das VerschwiDden von zweien dieser Quadrate hatte 
das des dritten zur Folge und war daher mit dem Verschwinden der 
Diskriminante gleichbedeutend. Im wesentlichen um dasselbe Paradoxon 
handelt es sich bei der von Hesse gestellten Aufgabe, die Diskrimi- 
nanle der quadratische» Gleichung des Hmtptadisenproblems der eb^ien 
Sehnitte der Fläche 2. Ordnung als eine Summe von Quadraten dar- 
gustfUm.^) Diese Darstellung war von Bedeutung deshalb, weil sie 
einerseits die Realität der Wurzeln der quadratischen Gleichung er- 
weisen und anderseits die Bedingungen der KreisBchnitte liefern mußte. 

Unter Benutzung der Theorie der orthogonalen Transformation 
gelaug es Hesse*) auf Umwegen, für die in Rede stehende Diskrimi- 
nante eine Summe von Ö, (>, 7 oder 10 Quadraten zu erhalten. Durch 
Zurüekiuhrnng des Hauptaehsenproblems der ebenen Schnitt« auf das 
der Kegelschnitte in der Ebene gewann bald danach Henrici') die- 
selbe Diskriminante als Summe von 2 Quadraten. 

In ausgezeichneter Weise behandelte Sonillart*) die Aufgabe von 
iQesae und gab eine Zerlegung der Diskriminante in 2 Quadrate, be- 

1) Cb. Dupio, DäTeloppementB de ({äom^trie (1813), 129. 

2) B. Ämiot, J. de math^matiqueB (1) 12 (1817), 130. 
Sj Vgl. Hesse, Vorleaungeo Aber analyt. Qeom. dee Baumes, 3. Auft., S.403 

(im folg. nnter „Vorlea." angefülu'tj. 

4) 0. Beete, J. für Mathematik (tO (1863), 308; 3t2. 
6} O- fieurici, J. für Mathematik «4 (186&), 161. 

SoQillait, J. für Mathematik 65 (1866), 385; 334. 
■I HnUwnullk und Ftajjlk. 111. KelLe, TU. 
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184 Otto Siaode; 

zielmngB weise in ein Produkt von 4 Faktoren, um eine möglichst ein- 
fache Qestalt der Bedingungen der Kreisachuitte daraus abzuleiten. 
Hiermit nahe verwandt aind die von Bauer') hergeleiteten Resultat«, 
der für die Diskriminante eine Zerlegung in Quadrate uud in ein 
Produkt von 4 Faktoren erhielt Dagegen geUngte Geiser^) auf dem 
Umwege durch das Hau ptachaenp roh lern der Fläche 2. Ordnung selbst 
zu einer Darstellnng der Diskriminante durch 6 Quadrate. Eine neue 
direkte Ableitung der Hesseschen Zerlegung gab Sourander.') Auch ■ 
aeine Entwicklungen laufen im wesentlichen mit denen von Souiltart I 
zusammen, worauf dieser aelbst aufmerksam macht.*) ' 

Bei der mannigfaltigen Bearbeitung, welche die HesscBche Auf- 
gabe gefunden hat, dürfte es gestattet sein, im folgenden eine Quadrat- 
darstellung der gedachten Diskriminante mitzuteilen, die sieh nicht nur 
auf äußerst einfache Weise herleiten läßt [in Nr. 2, 3, 4 des folgenden 
Textes), sondern auch der einzigen Grutidform der Bedingungen der | 
Kreiaschnitte (Nr. 6) entspricht, auf die achließlicb alle analytischen I 
Behandlungen der ganzen Frage mehr oder minder unmittelbar binau«- i 
laufen'^) (Nr. 7-15). 

1. Die quadratische Gleichung des SauplaclisenprohJems der rhenen J 
Schnitte. ~- Bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oxyä 1 
sei die Gleichung einer Fläche 2. Ordnung: 

^ ^ -|-2«j,y4-2n„^ + fli„ = 

und die Gleichung einer Ebene in der Normalfonn: 

(2) ax + by -i-ce — d^O 
mit: 

(3) o» + t' + c» = 1. 



1) G. Bauer, J. far Mathematik 71 (1870), 46. 

8) C. P. Geiser, Annali di matemftt. (2) 8 (1877), 113, 

3) E. Sourander, J, für Mathematik 85 (18T8), 339. 

i) C. Souillart, J. für Mathematik 87 (1679), SSO. 

6) Über die Oltere Literatur vgl. E. Kötter. Jahtesber, d. Math. Ver. 5, 
S. 73. Die erste Beütimmung der KiciBschnitte der allgemeinen Mittelpnaktsflächen 
2, Ordnnng geben Monge-Hachotte, J. ^c. poiyt. cah. 11 (1802) S. Ifll; auf die 
für die Kreiaschnitte eintretenden t^chnitte in einer endlichen (und einer unendlich 
fernen) Ueraden beim hyperbolischen Paraboloid weisen hin Klügel, Math. 
Wörterbuch 3 (1808) S, 328 und Hachette, Corresp, poljt. I (1808), 4S3; vgl. 
Steiner, J. f Math. 1 (1S26) S. 60. Andere Bestimmungen geben Dupin, Däval. 
(1813) S. 159; Placker, J. f. Math. 19 (1830) S. 8, sodann mittels der Besiehong 
tum imaginären Kogelkreia Pouceiet, Tcait« (1882) S. 397; von Staudt, Bei- 
träge (18e7], S. 139; vgl. auch Rease, J. f. Math. 41 (1860), S64 und Yorlea. 
S. 407—411. 
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Das Hauptachsenproblem der SchnitUcurve der FläcJte (1) und der 
JEbene (2) führt dann auf die quadraMsche Gleichung:^) 

<4) J(i) = 0, 

iTO /i(A) die Determinante bedeutet: 



J{X) 



<8) 



«11 



a 



IS 



a„ — A 



«IS 



a, 



81 

a 



a 



81 



a 



88 



a 

A c 





Die ünfercJe/erminan^ yon ^(A) sollen in folgender Weise be- 
aeichnet werden: 



r^nW 



<6) 



^m(A) 



^«W 



(7) 



^aW 



0»— A 0,3 ft 

«82 «88—-^ C 

6 C 

Oji — A a^j a 
0,1 Oj^ — A ft 
o Z» 

0,1 o,,— A ft 

«81 «82 c 

o Z» 

«21 «22-^ «28 
«81 «82 

ah c 



, -^mW = 



"81 
O 



, ^28 W^ 



, ^i,(A) = - 



«88--^ 



, AW 



Oji— A Oi3 o 

0„ «88""^ ^ 

C 

0,1— A Ol, o , 

«81 «82 ^ 

o 6 

0,1 0,3 ft 
«81 «88-^ C 

o c 
Oll— A Ol, Ol, 

«81 «82 «88--^ 

a b c 



^cW - - 



Oii-A Ol, Ol, 

«il «22—-^ «28 

a b c 



r(A)- 



«18 

«22 

«88--^ 



Oii-A Ol, 

(8) 0,1 0,,-A 

«81 «82 

Setzt man zur Abkürzung: 

*' = z/ii(0) + z/„(0) + z/33(0) == - o,i(&« + c«) - a^{c^ + o«) 
— «88(«* + ^*) + 2a23&c + 2031C0 + 2a^,o6 



(9) 
und 



* = z/(0), 



1) Sie findet sich in entwickelter Form bei Cauchy, Le9on8 sur les appli- 
cations 1 (1826), S. 269; in Determinantenform bei HesBe, Yorles. üb. anal. G. d. 
R., 1. Auflage (1861), S. 381. 

X8^ 
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X^X. ^ 



2 



SO lautet die Entwicklung der Determinante (5): 
(10) z/(A) = - A« - *' . A + *. 

2. Die Diskriminante von jd{X) =» und die Wurzel von ^'{X) = 0. — 
Der Differentialquotient von z/(A) ist nach (10): 

J'{X) 2X-~d\ 

Er verschwindet für: 

(11) 

womit also identisch: 

(12) z/'(Ao) =. 0. 

Setzt man den Wert (11) in (10) ein, so berechnet man: 

4z/(Ao) = *'« + 4*. 
Da aber: 

2) = (J'^ + 4(J 

die Diskriminante der quadratischen Gleichung (10) ist, so folgt die 
einfache Bemerkung: 

Ist Xq die Wurzel (11) der Gleichung z/'(A) = 0, so ist die Dis- 
kriminante der Gleichung z/(A) = 0: 

(13) D = 4z/(Ao). 

3. Identische Gleichung zwischen ^{X), ^'{X) und den Unter- 
determinanten (6). — Der Differentialquotient von ^(X) ist nach (5) auch: 

(14) z/'(A) = - z/„(A) - ^„(A) - J„il). 

Nun besteht für die Determinante 4. Grades (5) stets die Beziehung^) 



^„(A) J„(X) 


-J{X) 


ttj! — Z a 


^^W ^8.W 




a 



oder entwickelt, und die beiden entsprechenden Gleichungen hinzugefügt: 

. ^„(A)^„(A) - z/|,(A) a^Jil) 

(15) ^saW^ua) - ^,xW &*^W 

\J,,{X)J„(X) - Jl,iX) = - c*J(X). 

Multipliziert man jetzt (14) mit — ^/^^(A), so wird nach (15): 

- JnW^'W = ^iW + ^?,W - <='^W + ^i(A) - 6*^a), 

also mit Hinzufügung der beiden analogen Relationen: 

- ^,,iX) . J\X) = J\,{X) + J{,{X) + zyj,(A) - (6« + c«)z/(A) 

- d,,{X) . J'(X) = z/|,(A) + Jl,(X) + Jl,iX) - (c» +o«)^(A) 

- ^„(A) • ^'(^) = ^i(^) + ^sW + ^s(^) - («* + &*)^W- 



1) Baltzer, Determinanten. 4. Aufl., S. ö8, 2. 
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I Durch Addition dieser 3 Formeln folgt aber mit RQcksickt auf (14) 
I und (3): 

^ivischen ^{k), '^'{i.) und dm Untcrdäei-miimnkn (6) besteht iden- 
tisch in i die Beeiehung: 

(16) ^|■\X) = ^,{X) + J»„(X) + ^^(A) + 2^„{X) + 2Jl(l) 
+ 2^,(-l) - 2^(1). 

4. QuadraidarsteUung der Diskriminante. — Wendet man die Iden- 
tität (16) auf den Wert X — Z^ an, so wird in Folge Ton (12): 

= ^,(i„) + z/J,(i„) + z/|,(A„) + 2^|,(;,) + 2^,(,J.„) + 2^,(Ao)-MAo) 
Setzt man endlich den hieraus folgenden Wert von -^(A^) in (13) ein, 

■ 8o ergibt sich sofort mit Hmblick aof (11) und (9): 

^ie halbe Diskriminante der quadratischen Gleichung (4) ist als 
Sutnme von Quadraten in der Fortn darsteUbar: 

(17) 4i> = z»J,(l„)-f-^|,(Ao) + ^„(io) + 2^ä3(A.) + 2^^,(/„) + 2^,(i,), 
wo A«, den Wert hat: 

(18) J^^^^a^^{b*^c') + ^aJi(c^+a')+^a^{a* + b')~a^ibc-~■a,^ca-a^^ab. 
'N&ch (6) und (18) sind ^n(X^), ^„(A^), ^siiK), ^8»(^o). ^AQ> 

■^la C^o) fff'^^^ rationale Funktionen der gegebenen Koeffizienten a^, a, b, c 
^er Gleichungen (1) und (2). Es folgt daher aus (17) zunächst: 

Die beiden Wurzeln der quadratisclien Gleichung (4) sind bei beliebig 
ff^ebenen redien Koeffizienten a^,,, a, b, c stets reell. 

5. DasVoscfiwinäen der Dislcriminante. — Für reelle Koeffizienten a^^ 
"» &> c verschwindet die Diskriminante (17) immer dann und nur dann, 
^diti die 6 Quadrate einzeln Tcrschwinden. Also: 

JDie beiden Wurzeln der quadnifiscJien Gleichung (4) sind immer 
j "«»»« Mnrf nur dann einander gleich, wenn die g&febenen Koeffixienten a,^, 
*^ ft, c die 6 Bedingungen e>- füllen: 

(19) ^„(Jl,) = 0, z/„(Ao)=0, z/,,(V = 0, z/„(;o) = 0, 
^„(A«) = 0, J,,(.!^) = 0, 
1 **'«» A.„ den Wert (18) hat.^) 

Die Bedingungen fllr die Gleichheit der beiden Wurzeln sind aber 
I ^'^cli der Bedeutung der Gleichung (4)*) gleichzeitig die Bedingungen 
I ^*/»«»-, daß die Ebene (2) die Fläciw (1) in einem Kreise, beziebungs- 
I ^lae in einer endlichen und einer unendlich fernen Geraden, schneidet, 

1) Die Gleichungen (l'J) sind, da nach (6) und (3) ^^„(1,) — 4, (0) + i,(6' + c») 
I "^ C<«»+ 6* -f c*)J,,(0) + 1,(6" -f O. UBw., in a, b, c homogen und vom 
*• Grade. 

S) Vgl. Hesae, Vorle«, 3. i03. 
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Diese an unsere Quadrstdantellung (17) sich tminittelbar an- 
schließende Form der Bedingimgea der Ereisschnitte kann jedoch noch 
etwas modifiziert werden. 

6. Das Verscliwinden der ünlerdetertninanlen (6) und die Grund- 
form der Bedifigtmgcn der Kreisschnitk. — Wenn die Gleichung ^{l) = U 
eine Doppelwurzel hat, so wird diese, da sie der Gleichung ^'{i.} = 
genügt, den Wert A = Ag in (11) haben. Die Gleichungen (19) lassen 
sich daher auch so deuten: 

Eine Doppdwured 1 = 1^ der Gleükung ^(X) = genügt stets den 
6 Gleichungen: 
(20) .4„(A) = 0, ^„(Z)^0, ^„(A) = 0, ^„(i)-0, 

^„(A) = 0, ^„(A) = 0. 
Setzt man andererseits von einer Große i. voraus, daß sie den 6 Glei- 
chungen (20) genflgt, so ist für dieselbe nach (15) mit Rücksicht auf 
(3) auch J{!l) = und nach (14) ebenfalls ^(i) = 0, aiso: 

Genügt eine Große A den 6 Gleiehungen (20), so ist sie eine Doppel- 
■wured der Gleichung ^(i) = 0. 

An Stelle der 6 Gleichungen (19) mit dem bestimmten Werte (18) 
von Xg können somit als Bedingungen der Kreisachnitte die ö Glei- 
chungen (20) mit unt)estimmtem i. in dem Sinne eintreten, daß durch 
Elimination von A nur 5 Gleichungen zwischen den Eoe^ienten a^^ 
a, b, c übrig bleiben. 

Indem wir diese Gleichongen nach (6) in je 3 Formen schreiben, 
sprechen wir den Satz so aus; 

DiV Ebene (2) sdmeidet die Fläche (1) in einem Kreise, wen» 
gwischen den g^ebenen Koeffieienien Of,., a, b, c und einer unbestimmten^ 
Größe X die 6 Gleichungen besteheti: 

^uW=-^..(0) + i{^' + c')=-(a„-A)c»-(fl„-A)fc* + 2«„6f= O 

^„(i) = ^„(0) + A(c'+o'} = -(fl„-A)a'-taii-^)c*+2o„ca^ « 

z/„(A) = ^„(0) + A(o* + 6») = -(a„-A)6»-(a„-A)o>-f2a.,ai-= 
'^mW'^'^jiC-*)"^*'^ =(«1, — A)6c+a,,a* — aj,o6 — a,,ca== ^ 

*4,, (A) = ^,, (0) — Xca =■ (a„ — X)ca+ «j, 6' — %, 6 c — fljjdit == 
^i,(^) = ^„fO) — Ao6 =((!„ — A)ö6+aijc' — 0,3 Ca — a„&c^== 

Wir nennen diese an unsere Quadrat dar Stellung (17) sich anlehnend^ 
Form der Bedingungen der Ereisschnitte die Grundform dieser B* — 
dingungen. ') 



(21) 



1) Sie Bind ohne die QnadratdarBt«llimg (IT) auch von Hesse, Torlei. S. 400 
■mgegebaii. 



r 
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7. Die durch EliminaUon vmi K aus der Grundform evtstefiendm 
Seriingungen der Kreisschnitk. — Die 6 Gleichungen (21) sind nidU 
uncthhäitgig Toneinasder, sondern zählen im allgemeinen für 3 unab- 

Aus den für die Determinante (5) nnbedingt gültigen Gleichungen: 

[a^„(;) -I- 6<J,j{i) + cz/,5(A) = 
C^S;) ö^„(A) + 6 J„(-l) + c^„(A) = 

L^„(i) + 6^8i(A) + c^3j,(-l) = 
loX^^en nämlich unter der Voraussetzung: 

*i*^ (jleichuQgeii: 

e^„(l) + 6^„(i)-0 

e^„(«) +a^„(J)-0 

M„(J) + »A.» - 

^^^^t der Determmaiite : 



«1« 



2 die, 











Wenn Äeiw« (7er 3 Größen a,b,c verschwindet, sind die 3 Gleichungen; 

**»«fi i^ö/^e der 3 Glekhmgm (23). 

Direkt ans (22) aber geht hervor: 

Wettn l-eine der 3 Größen a, b, c versckwindd, sind die 3 Glei- 
Ölungen (23) eine Folge der 3 Gleichungen (24). 

Wählt man mit Rücksicht auf diesen Satz die 3 letzten Gleichungen (21) 
als Vertreter der übrigen, so erhält man durch Elimination von i bei 
Anwendung der zweiten Form der Gleichungen (21) sofort die folgen- 
den 3 Bedingungen zwischen den ß,^, a, b, c: 

(25) «'^m(*>,I = ''-^«(O) = c^i)(0). 

Dies sind die eleganten von Souillart^) and später mit einer eai- 

Bprechenden QuadratdarBtellung der Diskriminante D von Bauer*), 

endlich auch von Sourander*) aufgestellten Bedingungen der Kreie- 

Bcbnitt«. 




1) SoDÜlart, a. a. 0. (18ÖS) S. 326, Formel (li). 
a> Bauer, a, a. 0. (1870) S, 61 (28), 

Sonrander, a. a- O. (1878) S. 343 (S6). 
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Auf jeden Fall ist nach (3) eine der 3 Größen «, 6, c nicht C 
Ist etwa c^O, bo folgt aus den 3 Gleichungen: 

nach der dritten Formel (lö) zuerst: 

^(i) = 0; 
danach aus den beiden ersten Formeln (15): 

^„{i)=0, ^,i(>l) = 0; 
hierauf endlich aus der letzten Formel (22): 
^3,(A) = 0. 
Wenn c 4= Oj sind die 3 Gleichungen (26) hinreichend, 
drei andern GieicJmnt/en (21) nach sich gu ziehend) 

Durch Elimination von l aus (26) folgen zwischen den a^y a, b, 
die zwei Bedingungen: 

(27) (a» + c*)^i,(0)-(&*+c^^s,(0)=0, ai^i,(0} + (6» + c')^ij(0)= C, 

die entwickelt und von dem Faktor c befreit bei Hesse*) abgeleitet sin d 

Eine Kombination von 4 Gleichungen (21) liefert bei EliminaticJW 
von l die zwei Bedingungen: 

(28) fc^„(0)-c^i,(0)=0, c(^u(0)-^„(0))-a^„(0)-f 6^„(0)=<3», 

welche durch Nollsetzen zweier der sechs Hesseschen Quadrate fOi* 
die Diskriminante D entstehen.^) 

Die verschiedenen Formen der beiden zwischen den Koeffizienten o„ 
a, b, c bestehenden Bedingungen der Kreisschnitte entsprechen also verschie- 
denen Arten der Elimination voji l aus den sechs, im aUgetneinen für 
drei unabhängige Gleichungen suhlenden Gleichungen (21), 

Hieraus erklärt sich die Mannigfaltigkeit der Formen dieser Be- 
dingungen und der entsprechenden Quadratdarstellungeu der Diskrimi- 
nante D, während die an unsere Quadratdaratellung (17) sich anlehnende 
Grundform (21) nur eine einzige ist. 

8. Die durch Elimination von a, b, c am der Grundform entstehende 
Bedingung für A. — Sollen für eine gegebene Fläche (l) die Kreis- 
Bchnittehenen (2) bestimmt werden, wobei es ohne Rücksicht auf den 
Wert von d nur auf die Verhältnisse a:b:c ankommt, so hat man 
aus zwei solchen Gleichungen, die sich nach Nr. 7 durch Elimination 



1) Dies beweht weniger direkt HesBe, Vories, S. 402. 

2) Hesse, Vorles. 8. 403 (Sfi). 

8) Sie Bind von Heise, Vorles. B. 406 mit a,„ = 0, 
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von l auB (21) ergeben, die beiden Verhältnisse a : 6 : c zu berechnen,') 
Sind diese gefunden, so kann man dann auch l durch die Koeffi- 
zientcD a^ anadrücken, indem man sich einer der Gleichnngen (äl) 
be«üeiit oder den Wert (18) von ig benutzt, der nach DiTiBion mit 
a* — f- 6' + c* = 1 nur von a:b:c abhängt. 

Ea ist aber auch der umgekehrte Weg möglich, unter Elimination 
vori a:hic aus den Gleichungen (21) zuerst A durch die n^^ darsu- 
st^f-l*^ti, und gerade dieser Weg führt auf den einlachen Zusammenhang 
de« Problems der Kreisschnitte mit dem Hauptachsenproblem der 
EnSohe (1) selbst. 

Für die Determinante (5) gelten mit Hinblick auf (6)— (8) un- 
l»e*lingt die Gleichungen: 

f(ö„ - i)z/„(i) + o„z/„(X) + ai.^„(/) + a^„{X) = ^(i) 
(29) U.'^nW + («« - f-)At{^) + «M-^isCi) + fr^aW = 
U,i^i,(>l) + a^td^^{X) + {«„ - i)-^i5,(A) + f ^„(A) = 0. 
Beatehen nun die 6 Gleichungeu (21), so folgt wegen der Voraus- 
setzung (3), zunächst aus (15) .itf(A) = und dann wieder wegen (3): 
(30) ^„(A)=0. 

"1 gleicher Weise folgt: 
(30) A(A)=-0, ^,(A) = 0. 

Nun ist aber für die Determinante (5) wieder unbedingt: 

[(a„ - A)^.(i) + Oi,z/,(J) + o.,<(A) + ar{i.) ^ 

(30 a,.^,(i) + {a„ - A)^,(l) + a„^„(A) + hr{X) - 

W^^{1) + a„^,(A) + (a„ - l)dXi.) + criX) = 

'"'** daher bei Voraussetzung von (30) wegen (3): 

(3?) r(/) = 0. 

Die 6 Gletchungen (21) haben zur Folge, daß auch: 
(^*> ^,(A) = 0, ^j(A) = 0, ^,(A)==0, r{i)^o. 

In (32) ist nach der Bedeutung (8) von r(X) die von a:b:c freie 
"'Eichung für A gefunden: 

1) Die Qleichung a. Giadea für ein solches Verhältnis tat noch Eesse, J. f. 
"^- 41 (1860) 9, 294, auflösbar, weil zwischeo den 6 Wnraeln s, y, ic, y, a^ y, 

■"" ReUtion besteht: 

(x, - y.) (.r, - V,) (^j - yO 4- Ci/i - ^,) Cj. - ^,) (y. — a^i) - : 
*'' ist von Bauer a a. 0. aufgestellt und auf die kubische des Hauptachsen- 
P^^lenw der Fläche iurückgefOhrt. 



1 



I 



l 
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Sollen bei gegebenen Koeffizienten fl,^ der Fläche (1) fleischen 
UtÜKkanntm a:b ic und i. die 6 Gleicjcungen (21) heslehen, so muß 
eine Wurxel der htbtschen Gleichung (32) des Hauplacksenproblems dtr, 
FläcJte (1) sdbst sein. 

9. Bedeutiimi des Verschwindens der ünterdcterminanten ^„ (A), 
^s(J,), ^X^)- — Die kubisfihe Gleicliung (32) hat bekanntlich 3 reelle 
Wnrzeln. Setzt man den Wert einer solchen Wurzel ?. in die Glei- 
ehuageu (21) ein, so enthalten diese nur mehr zwei TJnbekaimte 
a:b:c, von denen die der Wurzel i. entspredtenden Kreisschniüebcnen (2) 
abhängen. 

Jeder Wurzel f. entspricht aber auch eine Mauptactise der Fläche (1), 
derm Hichtiingskosivus a, ß, y durch die mit der betreffenden Wurzel 
gebildeten Unterdeterminanten von r[i.) sich so ausdrücken'): 
|.:^:,._r„(i):r„(l):r„(J) 

(34) _r„(i):r„{i):r„(i) 

I -r.,(j):r.,«:r„(i). 

Nun stehen die Determinanten ^„{i^), '^i(^), -^cW ™it den Unter* 
determinanten von r[X) unbedingt in der ans (7) und (8) ersichtlichen 
Beziehung: 

I- J,(x) = ar^,(x) + 5r„(A) + cr„(i) 

(35) \-AW = «r,.(A) + hr„{i) + cr„a) 
{- ^,(A) = aP^^ii) + ftr„(A) + crji). 

Die aus den Gleichungen ('21) folgenden Gleichungen (30) bedeateri 
daher mit Rücksicht auf (34) nichts anderes als: 

(36) aa + bß + CY = 0. 
Dies bedeutet: 

Die einer Wurzel k der kubischen GUidtung (32) entsprechendm 
Kreisschnitlebenen sind m der derselben WurzA entsprechetiden Bauptat^im 
der Flüche (1) paridld. 

Daß die Gleichung (36) auch besteht, wenn wegen des VeTBchwiii' 
dens aller ^^^{}) die Bestimmung (34) der aißiy versagt, wird nclt 
in Nr. 10, (43) ergeben. 

Mit den SchluBeätzen von Nr. 8 und Nr. 9 ist die Bedeutung 
der aus den Grundgleichungen (21) folgenden Relationen (33) fest- 
gestellt.») 

1) Hesse, TotIsb. S. 218. 

S) Die 4. Oleicbmig (83) hat SonilUrt a. a. 0. S. 326 durch direkte Aoc- 
rechnung aue (31) abgeleitet; die Ableitung und Bedeutung der drei ersten 
Gleichaugen (38) dürfte hier in Nr. 8 Eom ersten Mal mitgeteill sein. 
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10. AneaM der einer Wurzel X entsprechenden Kreisschnittebenen, — 
Um die einer bekannten Wurzel X der kubischen Gleichung (32) ent- 
sprechenden Ereisschnittebenen zu bestimmen , bietet sich in den drei 
ersten Gleichungen (21) für jedes der 3 Verhältnisse 6 : c, c: a, a:b 
eine quadratische Gleichung dar. Durch Auflösen derselben erhält man 
beziehungsweise : 



(37) 



(38) 



6 : c = o,, + «1 Y- r^iX) : a„ - A = a„ - A : Oj, - «1 V^^f\JJ^ 

eia-Ofi + s, V- -TmCA) :a,i-A = o„-A:a3i-f, Y- r„{).) 

\a: 6 = öl, + f,y- r,j(A) : «4,— A = «n - A : o„ - f,y— r„(i) , 

wo die drei Wurzelgrößen irgendwie festgesetzt sein soUen und darnach 
«,, £„ «j je + 1 oder — 1 bedeuten. Daneben gelten aber nach (30) 
rmd (35) die Gleichungen 

far,,{l) + 6r„(A) 4- cr„(A) = 

ar^ix) + 6r„(A) + cr„(A) = o 
Ur„(A) + 6r,,(A) + cr„{x) = o. 

Ist nun die betrachtete Wurzel X eine einfache Wurzel der Glei- 
chnis (32), 80 sind fQr sie die ünterdeterminanten: 

(39) r,,(A), r,,{x), r,,ix) 

nicht alle Null.^) Sei also etwa rii(A) + 0. Da - T^iW die Dis- 
^minante der ersten quadratischen Gleichung (21) ist, so gibt die 
erste Zeile (37) zwei bestimmte und untereinander verschiedene Werte 
des Verhältnisses b : c. Zugleich gibt die erste Gleichung (38), in der a 
den Koeffizienten r^i{X) hat, zu jedem der beiden Werte von b:c einen 
einzigen bestimmten Wert von a : c oder a : 6.*) 

Einer einfachen Wurzel der hubischen Gleichung (32) entsprechen 
diso stets zwei verschiedene Wertsysteme der Unbekannten a:b : c und 
daher nach (2) zwei verschiedene Systeme zu einander paralleler Kreis- 
schniUeAenen. 



1) Weier Straß, Berl. Monatsber. 1868, S. 214. 

2) Die 8 Vorzeichen f^, f,, f, in (37) sind im allgemeinen von einander ab- 
hängig. Ist z. B. keine der 3 Größen (89) NoU, so ist mindestens eine der 3 Größen 
Oji — X, Ojii — X, Ojj — X, etwa a^ — X, von verschieden. Dann folgt aus (37): 



a:6:c==aii-i:ai,-«,l/-r„(Z):a,i+f,y-r„(Z), 
und die Substitation dieser Werte in die 4. Gleichung (21) gibt: 

wodurch mit Rücksicht auf rf^(X) = r,,(Z) r„(l) das Produkt £,£, bestimmt wird. 
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Ist dagegen k eine swcifaclie Wurzd der kubischen Gleichnng, 
verschwinden für diese alle 3 ünterdeterminanten (39), jedoch nichll 
aUe Elemente von r(A). Die Gleichungen (38) reduzieren sich dann Hnf:] 



(40) 



■ -■l 



Hier können die 3 Elemente Hj, — )., ■ 
minante r(i) nicht alle drei verschwinden, 



«SS 





-A = 

- l- 

l, (7j3 — A der Deter- 
da sonst aus dem Ver- 
schwinden der drei Ünterdeterminanten (39) auch das der übrigen 
Elemente a^^, w,,, a^^ folgen würde. Sei also etwa «„ — A + 0. Dann 
geben die zwei letzten Gleichungen (4f') in: 

(41) « : Ä : c = a„ - A : Ojä 
ein einziges bestimmtes Wertsjstem o : ft : c. 

Einer doppelten Wurzel der hJyischen Gkiejtung (32) entsprü^i 
stets ein einziges Wertsi/siem a:b:c und daher ei» einziges System i 
ander paralleler Kreisschnittebenen. 

Die der Doppelwurzel entsprechende unhestimmte Hauptachsein 
richtung a, ß, y braucht, wieder im Falle fl,^ — A^-0, nur der einai 
Gleichung: 

(42) (<i„-J)« + <.„? + «„y-0 
ZU genügen, sodaß nach (41) wieder wie in (36): 

(43) aa + bß + cy = 0. 
Für eine dreifache Wurzel X werden die Gleichungen (21) identiad 

in a:b:c erfüllt. 

Bei drei ungleichen Wurzeln sind also 6, bei zwei gleichen i 
einer ungleichen Wurzel 3 und bei drei gleichen Wurzeln oo* System) 
von Kreisschnittebenen vorhanden. 

11. Die reellen Kreissehnittdterien. — Die Wurzeln A,, A,, A, dal 
kubischen Gleichung F(A) = 0, für die etwa 

(44) A, < A, < A, 
sei, stehen mit den stets reellen Wurzeln Aj, Ai' der quadratiBolui 
Gleichung /^(((A) = 0, i= 1, 2, 3, nach einem Satze von Cauchy'j 
in der Beziehung: 

(45) ^^i;^A,^A;'^A,, 

Der Verlauf der beiden Kurven j» = r(A) und n^r^^i.), auf i 
recktwinkliges Achsensyatem StXfi bezogen, ist daher, 



uchr, Exerc. S (ISSS), G 



da nach (>f) 1 
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F(± cx>) = ^ oo und I^j(± oo) = + oo ist, der in der Figur ange- 
deutete. Daher ist notwendig flir jedes i = 1, 2, 3 : 



(46) 



J:A)^o, r,,{x,)£0, r,,{x,)^o. 



:^'r/v 




■'* i}^.^^ 



-jTa; 



Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf (39) sofort: 

Sind die 3 Wurzeln X^y A,, Aj alle verschieden^ so sind nur die 
der mittleren Wurzel entsprechenden leiden Systeme van Kreisschnitt- 
ebenen reeU, 

Für 2 gleiche Wurzeln ist nach (45) entweder: 

Ai — AJ = A, oder X^ = k'i = Aj 
und daher bezüglich: 



oder 



Ist eine- Doppduyarzd vorhanden, so ist das ihr entsprechende System 
von Kreisschnittebenen das einzige reelle, 

12. Einteilung der Flächen 2. Ordnung nach den Kreisschnitt- 
ebenen. — Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche (1) mit der 
Ebene (2) nimmt in bezug auf ein in der Ebene (2) liegendes recht- 
winkliges Koordinatensystem ^, rj, dessen Achsen den Hauptachsen der 
Schnittkurve parallel sind, die Form an: 



(47) 



A,r + ^V' + 2«is6 + 2a,,ri + «„ = 0, 



wo Aj und A, die Wurzeln der Gleichung (4) sind. Wenn wir für 
einen Kreisschnitt die Bedingung A^ = X^ aufstellten (Nr. 5), so sind 
anter Kreisen auch Linienpaare inbegriffen, die aus einer endlichen und 
einer unendlich fernen Geraden (A^ = Ag = 0) oder einer unendlich fernen 
Doppelgeraden (A^ = A, =» 0, «^3 = a^j = 0) bestehen. 
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Die Fläche (1) selbst hat in bezug auf ein ihren HftnptavhseB 
paralleles System ^, ij, g (mit anderer Bedeutung von |, ij, als ebo^ 
die Qleichung: 

(48) A,V + W + ^>S* + 2a,J + 2tt,,Tj + 2a^t + «« = 0, 

wo ij, Aj, Aj die Wurzeln der Gleichung (32) sind. 

Bescbräuken wir uns nun auf Flächen mit reellen Punkten, 
umfaßt die Gleichung (48) hi^i 3 verschiedenen Wuneht i,, A,, A, die 
EUipsouie, Hyperboloide, Paraboloide und Kegel ohne gleiche Achsen, 
die dliptisclten und hyperbolisdien Zylimier und die eigenflkhen Ebenol- 
paare. AUe diese Flächen (es sind diejenigen, die mit dem imaginärem 
Kagelkreis 4 getrennte Punkte gemein haben) haben also 3 Systeme 
reeller Kreissdmitt^enen, parallel der Hauptachse ij, die detn algfbraisdt 
mittleren Kopffizlenten Aj entspricht. Z. B, sind die KreisschnittebeneB 
des hyperbohBchen Zylinders (Ai < 0, Aj — 0, Aj > 0) die den Asymp- 
totenebenen parallelen Ebenen. 

Bei meei gleichen Wurzeln umfaßt die Gleichung (48) die Sßtatioti»- 
dlipsoide, -Hyperboloide, -Paraboloide, -Kegel und -Zylinder, die para- 
bolischen Zylinder, Parallelebenenpaare und endlichen Doppelä)enen. AJk 
diese Flächen (sie haben mit dem imaginären Kugelkreis 2 Paare zn- 
aammenfallender Punkte gemein) haben also ein System reeHer Krei^ 
schnittebenen, parallel den der Doppeltcurzel A entsprechenden oo' Haupt' 
aclisenrichtungen. Z. B. sind die Ereisschnitte des parabolischen 
Zylinders die zu seiner Synunetrieebene parallelen Ebenen. 

Bei drei gleichen Wttreeln umfaßt die Gleichung (48) noch Kug^n, 
Ebenenpaare ans einer endlichen und der -unendlich fernen Ebene und 
unendlich ferne Doppelebene, die oc' Systeme von KreisschnittebeneB 
haben. 

13. Beziehungen der Grundform (21) zur Theorie des Kegelsf^nitt- 
biisckels. — Die Grundform (21) der Bedingungen der Kreisschnitte, 
wie sie unserer Quadratdarstellung (17) der Diskriminante der quadra- 
tischen Gleichung (4) entsprechen, ist aber anch der unmittelhare Aus- 
druck der Ponceletsclien^) Definition der Kreisschnitte, für welche auch 
die Koeffizienten a, b, c der Ebene (2) nicht reell zu sein branchen. 

Die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogene Fläche (1) 
schneidet die unendlich ferne Ebene in dem Kegelschnitt: 

91 = «„ar" + a„y* + o„b' + 2a„y« + 2a^zx + 2a,ja;v = 0, 

wobei X, y, e als Dreieckskoordinaten eines Punktes der unendlich 



1) Poncelet, a. a. O, 
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ferxien Ebene gelten. Dieser K^elsclmitt beBtimmt mit dem imagiimreu 
Kagelkreis 

«^ = 3-' -f 1/' + r" = 

eir» Kegelsobnittbüacbel: 

C4»^ qp - iv = (flu - i)^ + (o» - 'i)y' + («M - ^)^ 

+ 2a„i/a; + 2agiex + 2a,ja:j/ =- 0. 

Soll nun die unendlich ferne Gerade: 

C^O) ax + by -i-ce = 

Bestandteil eines Kegel achnitt.ea A des BüachelB (49) sein, so müSBen, 
faÜB c=HO, nach Substitution des aus (50) folgenden Wertes ss in (49), 
<ii^ Koeffizienten von x^, y\ xy in (49) verBchwinden. Dies gibt aber 
«Ü«; 3 Bedingungen (26), welche nach Nr. 7 für c + die 6 Gleichnn- 
Kex» (21) Tertreten. 

Die 6 Gleichungen (21) sind also nidits anderes als die (iiber- 
^ci^iigen) JBedingungen dafür, daß die unendlidi ferne Gerade (50) 
c^»»«m der 3 Linienpaare des unendlich fernen Kegelsdinitlbüschels (49) 

<*»*ffehort.') 

Die unendlich ferne Gerade der Ebene (2) geht dann durch zwei 

"^On. den vier Schnittpunkten der Flache (1) mit dem imaginären 

Kiagelkreis, und ist daher nach Ponceleta Definition eine Ereis- 

Bcluiittebene. 

H. Besiehwng der Grundform (21) sntr Theorie des Flächenhüschels. 

~~ Die Schnittkurve der Fläche (1) und der Ebene (2) ist ein Kreis, 

^««n sich durch diese Schuittkurve eine Kugel: 

C&X) Ä = \^{x^ + 3/* + 5') + '2h^^x + ^2h^^y + 20^,? ->^h^^ = 

"^i^idurch legen läßt. Eine solche Kugel schneidet die Fläche noch in 
®m«m zweiten Kreise.') Die Ebenen der beiden Kreise gehören daher 
**s Ebenenpaar dem Flächenbiischel 

<5a} f- Xk = («1, - Xb^i)x^ + (a„ - A6,i)f/' + (a,, - Xb^^)e' + 2a,,ys 
+ 2a^iZX + 2a,j3:y + 2(a^^ — A6„)ar + 2(fl„ — A6,J)/ 
+ 2(aj4 - A6„)« + a„ - /6„ = 

*l und entsprechen einem bestimmten Werte des Parameters i. 

1) HesBe, YorlBB, 8. 406; 407 entfernt sich hei der analjtiachen Oarstellong 
*^«er Bedingungen wieder von den Gleichungen (21); bei Lindemaan, Vor- 
**«»Mgen über Geom. 2 (Raum) S. 188; treten sie in Folge der Verflechtung mit 
^**i Hanptachaen Problem nicht direkt hervor. 

2} Heaee, Vorles. 8. 110. 




Soll aber die Ebene (2) ganz der FUicbe (52) angeboren, 
falls C + Ö, die Gleichung (52) durcb die Substitution: 



in 7 und y identiscb werden. Diee gibt die 6 Bedingungen: 

|(agj - Xh,)c^ + (a,3 - Aö,i)fc* - n^^hc = 
{«11 - -l VK' + («s» - -l^i)»*- ««'^a = "^ 
(«3, — Xbj{)ab — a^^ca — 0^10 + «„<:*= 0. 

i(ßjj — ifc„)arf — a^^cd — {On — Xh^^i? + {a^^ — kh^ca = 
(a„ - i&u)&d - a^tcd - (a,^ - Afc,Jc' + (oj^ - k\^hc = 
(a„ - J6„)rf* + 2(ns, — ifc,Jcrf + (a„ - iö,,)»^ = 0. 

In (53) aber erkennt man, nur daß hier 6,, X statt A steht, die 
3 Bedingungen (26), welche nach Nr. 7 fQr c=4=0 die 6 Gleichungen (21) 
zur Folge haben. 

Die 6 Gleichungen (21), mit 6,,i /«*■ i, sinrf also nichts anderes 
als die (überzähligen) Bedingungen dafür, daß durck die Schnitilinie der 
Fläclie (1) mit der Ebene (2) äne Kugel (51) geht. 

Die 3 Gleichungen- (54) nämlich, die in a, b, c, d homogen Bind^ 
liefern, nachdem lb^^ als Wurzel der kubischen Gleichung (32) und 
a: b: c aus (53) bestimmt sind, 3 lineare Gleichungen für b^^ : fcj,, 
^u-^n> ''ai-^itf ^u'^n- ^^^ dienen also zur Bestimmung von drei 
von den vier Konstanten Verhältnissen der Kugel (51). Eines derselben 
bleibt anbestimmt, da durch einen Kreis oc' Kugeln (ein Kugelbüschel) 
hindurchgehen. 

15. Bedeutung des Koeffizienten 6,, in (51). — Handelt es sich 
nur um eigentliche Kreisschnitte («li = A, + '^ in (4''))j ^° kann man 
in (51) mit Hesse') b^^ — 1 nehmen, üin aber in di€ Methode von 
Nr. 14 aueh die aneigentlichen Kreisschnitte (1, = Aj = in (47)) ein- 
zuschließen, die doch in den Grundgleichungen (21) mit enthalten sind, 
so muß man in (51) die Möglichkeit i,, = (1 zulassen. In der Tat ist 
nach Nr. 8 6,,^ eine Wurzel der kubischen Gleichung r(ft„A)=0 
(vergl. (32)); es kann daher l,^X^O werden. Soll aber dann f—Xk = 
ein Ebenenpaar sein, ohne daß es /* = ist, so kann nicht X und muß 
daher h^J verschwinden. Das Kugelbüschel (51), welches durch die 
Schnittkurve der Flüche (1) mit der Ebene (2) geht, wird dann im 
aUgemeinen ein Büschel von Ebenenpaarea, deren jedes aus einer end- 
licbeu und der unendlich fernen Ebene besteht, Der Kreisschnitt, 

1) Hesse, Vorlee. S. 410; 111. 
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durch den alle diese Ebenenpaare gehen, besteht seinerseits aus einer 

endlichen nnd einer unendlich fernen Geraden. 

Wir erläutern dies an dem Beispiel des hyperbolischen Para- 

boloids: 

f = m^y^ — n^z^ + 2a^^x = , m^^n^. 

Die kubische Gleichung r{h^^V) = hat in diesem Falle die Wurzeln: 
6ii X = — n*, 0, m*. Für die mittlere Wurzel geben die Gleichungen (63) 
bis auf einen gemeinsamen Faktor: 

Setzt man diese Werte mit dem oberen Vorzeichen von c und dem 
Wert 6jj = in (54) ein, so ergibt sich: 

Entniimnt man hieraus: 

^^14 = «14; Aftg^^-fc^^m + md, Xl^ 2-l^d-d^y 

80 wird neben: 

/■= 2a^^x + (fny + nz — d){my — wä? — d) + (2my — d)di 
Xh = 2a^^x-\' 2 -h^(my + nss — d) + (2my — d)d, 

wo man ohne Beschränkung A = n setzen kann. Man hat daher: 
/•— nk = (my + nss — d)(my — nz — d — 2b^. 

Die Ebene: 

my + njs — d = 

Bchneidet in der Tat das Paraboloid in der Geraden: 

my + nz — d=^0, 2a^^x + (2my — (I)d = 0, 

^^ch die alle Ebenen des Büschels: 

nh = [2ai^x + {2my — d)d] + 2l^{my + nz — d)^0 

^^t dem Büschelparameter 65^ hindurchgehen. 

Rostock, den 21. Juni 1903. 
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Der Iterationswurf einer ebenen Kollineation. 

Von Franz London in Breslau. 

Ist eine Kollineation IS in der Ebene gegeben, und entspricbt in 
Bezug auf G einem Punkte P, der Punkt P„ diesem Pj, dieBem P, 
usw., so verstehen wir unter dem Iteralionsicurf der Kollineation S 
den von den Punkten P,, Pj, Pj,, P^, Pj auf dem durch sie Lindurcb- 
gebenden Kegelscbnitte bestimmten Wurf, wobei wir unter dem Wnrt 
Elementen eines einförmigen Trägers genau die von Herrn 
Gustav Kohn in seiner Arbeit: „Über die Erweiterung eines Grund- 
begriffes der Geometrie der Lage" (Math. Ann. Bd. 46, S. 285 — 309) 
gegebene Erweiterung des Wurfbegriffes verstehen. Dieser Begriff 
des Iterations Wurfes ist, wie man uumitt«lbar erkennt, auf kollineare 
Beziehungen in höheren Räumen, wie auf projektive Punktreihen auf 
demselben eindimensionalen Träger übertragbar. Der Iterationswurf 
bildet f[ir die Kollineation einen durchaus charakteristischen Begriff, 
er bestimmt vollständig ihre projekti vi sehen Eigenschaften; seine fun- 
damentale Bedeutung soll im folgenden für die ebene Kollineation ans- 
einandergeaetzt werden; zuvor werden in einem einleitenden Abschnitt 
die analogen Verhältnisse für die Projektivität auf einem einstufigen 
Träger behandelt. 

A. Projektive PnnktreltieiL 

1. Seien A, B zwei Punkte im Räume mit den homogenen Koor- 
resp. &, 



dinaten "i | o« | Cj 
wenn m, [ «, | m, 
werden durch: 



b^\b^\ b^, sodaß die Gleichungen von A, B, 
laufende Ebenenkoordinaten bedeuten, dargestellt-^ 



«(«) =■ w^ö, + «,a, + ifjOs + "«ö 



u(b) = w^fi, + «,6, + u,Ä, -I- «4&4 ■ 

Die Punkte der durch A, B bestimmten geraden Piinktreihe wer( 
dai^estellt durch; 

i,»(a) + i,»{i)-0, 

worin x^ \ :r, binäre homogene Parameter bedeuten, die wir die binär 
Koordinaten des durch Xju(a) + Xjit(i) = dargestellten Punktes . 
nennen. Dabei ist bekanntlich — das Doppelverhältnis der vier Punkt^^ - 
Hl.o) = 0, w(Ä)=0, «(a)+H(i) = 0, XiU{a) + x,u(b) = 0. 
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Man ist übereingekommen, den Koordinaten 3:^ \ x^ nicht nur reelle, 
sondern auch komplexe Werte beizulegen, welche letzteren wir als zu 
komplexen Punkten gehörig betrachten, wodurch man den Vorteil hat, 
Ausnahmen von allgemeinen Sätzen zn beseitigen, und versebiedene, 
ilireiii Wesen nach zusammengehörige FäDe unter einem Gea ich topunkte 
zu Tereinigen. Zwei Punkte der Geraden AB: 

x^uia) + a^u{b) = resp. yiu(a) + j/,m(6) = 
heißen Icot^ugiert komplex, wenn — nnd — konjugiert komplexe Zahlen 
sind. Man kann zwei konjugiert komplexe Punkt« der Geraden - — 
erentnell nnter Änderung der Grundpunkte A, S — stets in der Form: 

m(c) -\-iu{d) = 0, M(f) - iu(d) = 

darstellen, wo m(c) = 0, u{d) = die Gleichungen zweier reellen 
Ptmkte C, D der Geraden bedeuten. Wählen wir zwei solche konjugiert 
komplexen Punkte ^, £ als Gnmdponkte, wo abo: 

,,{a) - „CO + ■■««, »(6) - «(») - iu», 
80 werden alle Punkte der Geraden A, B dai^estellt durch: 

a:,M(a) + a;,«(&)=-0 
oder, wenn wir a:^ — jj + iSf (t=u »l setzen, dorch: 
=. 2,u(a) + x^u{b) = (yi + t«,)(M(c) + »«(*) + (jf» + i>.)(«(c) - iuid}) 
= \(Pt + »,)"W - C^i - 2a)«Crf)l + ^K^i + ^.)«(c) + (y, -ff,)«(d)l ■ 
Fragen wir nun, in welchem Falle der Punkt x,u(a) + x^u{b) = ein 
'^eßer Punkt der Geraden A, B ist, so muß dazu der mit i multi- 
[ plizierte Ausdruck verschwinden, d. h. 

^ + •^ = 0, ^1 — ¥» = 0; oder äj = — .s, , j/j = !/i , d. h. 
I ^1 = ^1 + ^i'j ^i ^Vi — «iM 

^ mßBsen also die Parameter x^, x^ konjugiert komplex sein. Also 
gilt: Sind u{a) = 0, u(6) =■ die Gleichungen zweier konjugiert kom- 
I Ptexcr Punkte A, B, so steUt x^u{a) + ij«(6) = dann und nur datm 
*»>en TPtUen Punkt der reeüen Geraden AB dar, wenn i,, a;, konjugiert 
^Wiptere Werte haben. 

Verstehen wir also unter A, B zwei reelle oder konjugiert kom- 
I pleie Punkte mit den Gleichungen u{a)^0, u(b) = 0, stete können 
I "ir für die Gleichungen der reellen Punkte der reellen Geraden AB 
'j "lie Darstellung: JiM(a) -|- XfU{b) = ansetzen, wobei, im Falle A, B 

ed, X, \ Xj reelle, im Falle A, B konjugiert komplex sind, ij | x, 
rt komplexe, binäre Parameter bedeuten. 




L 
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Betrachten wir auf der Geraden AB eine reelle projektive Be- 
ziehung ^, welche einem reellen Pnnkte X {xiU{a) + x^u^h) = 0) einen 
reellen Punkt X' {x[u [a) + x'^u if)) ^ (S) zuordnet; alsdann bestehen 
zwischen x^\xj und x[\x'^ Beziehungen von der Form; 
(fx[ = aj,ar, + «„a-j, qx'^ = a^^x^ + a^tX^; 
(ji ist ein Proportioualitätsfaktor). 
Eine solche projektive Beziehung *!ß besitzt zwei Doppelpunkte, welche 
reell oder konjugiert komplex sein können. Lassen wir die beiden 
Grundpunkte A, B mit den beiden Doppelpunkten von ^ zusammen- 
fallen, 80 wird Iß dai^estellt durch: 

(1) Qx[ = «iZ, , ßig = e^Xj. 

Hierin sind Cj | ^ die Koordinaten des dem Punkte 1 1 1 entsprechenden 
Punktes E, der somit die Gleichung CjU(a) + esM{6) = besitzt. Sind 
die Doppelpunkte A, B reell, ao sind auch f^ | Cj — nach dem oben 
Ausgeführten — reell, sind jedoch A, B konjugiert komplex, so sind M. 
auch Cilcs, damit dem Punkte 1|1 ein reeller Punkt e^\e^ entspreche, ^« 
konjugiert komplexe Zahlen; auch 3;, |xg und x[,t'j sind im letzteren mm 
Falle konjugiert komplexe Zahlenpaare. Die Formeln (1) stellen uns ^kj 
demnach eine jede reelle Projektivität der Geraden dar, und zwar -^cj 
ebensowohl für den Fall reeller, wie für den konjugiert komplexer TCi^ 
Doppelpunkte; nur der Fall zusammenfallender Doppelpunkte ist aus- — ^m 

zuschließen. Dies bietet den Vorteil, daß wir im folgenden Projektivi ü 

täten mit reellen, wie mit komplexen Doppelpunkt«!! mittels derselbeiLa:x;«ii 
Darstellung werden behandeln können. 

3. Das Doppel Verhältnis: 

(2) „_(^BXX')-|:|-||, 

welches ein beliebigcB Paar X, X' in bezug auf die durch (1) ge 
gebene Projektivität ^ entsprechender Punkte mit den Doppelpunktet^-^ 
A, B von ^ bestimmt, hat für alle Paare entsprechender Punkt« dei^r«' 
immlichen Wert ■'■; bei reellen Doppelpunkten ist ra reell, bei koii^c3i- 
jugiert komplexen Doppelpunkten kom])lei mil liem absoluten Betrage LÄ^j 
da alsdann e, j f, konjugiert komplex sind. Dieses Doppel Verhältnis c^^"« 
nennen wir den Doppelpunktswurf der Projektivität ^. Der DoppeC^ -'■ 
punktswurf ist eine (irrationale) Invariante der Projektivität 'iß; die 'prc^:^^^ 
jektiven Eigenschaften von % hängen nur von diesem Wurf ab, indem d^K=iP 
Projektivität durch die 2 Doppelpunkte und diesen Wurf voUslÄndi^^S 
bestimmt ist. Zwei Projektivitäteu mit demselben Doppelpunktswu^- — rf 
sind in einander überführbar durch jede Projektivität, welche d^^^< 



\e-^3m^ 
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Doppelpunkte der einen in die Doppelpunkte der andern überfülirt. 
Ist die Projektivität von besonderer Art, so wird sich dies auch durch 
die spezielle Natur des Doppelpunktswurfs charakterisieren. Ist die 
Projektivität durch 3 Paare entsprechender Punkte gegeben, so bedarf 
es zur Bestimmung des Doppelpunktswurfs der Kenntnis der beiden 
Doppelpunkte, also der Ausführung einer quadratischen Konstruktion, 
sodaß der Doppelpunktswurf auf irrationalem Wege erhalten wird und 
daher auch nicht reell zu sein braucht. Es gibt aber auch einen stets 
reellen y auf rationalem Wege erhältlichen Wurf, welcher in derselben 
Weise für die Projektivität charakteristisch, jedoch von einfacherer Art 
ist, als der Doppelpunktswurf. Entspricht nämlich dem Punkte P^ in 
bezug auf ?ß der Punkt Pj, diesem P^, diesem P, usw., so nennen 
wir die so sich ergebende Punktfolge Pq, P^, Pg, ... die zum Anfangs- 
punkt Pq gehörige Iterationsfolge von ?ß und bezeichnen die Punkte 
Pq, Pj, Pj, ... als ionsehitive Punkte von ?ß. Durch 4 konsekutive 
Punkte Po, P^, Pj, Pj ist ?ß eindeutig und in einfa^Jister Weise be- 
stimmt. Das Doppelverhältnis: 

Tr=(Po, p„p„p,) 

nennen wir den Iterationswurf der Projektivität ?ß; derselbe ist von dem 
gewählten Anfangspunkte P^ völlig unabhängig und wird allein durch 
die Beschaffenheit von ^ bedingt. Es gilt nämlich: Sind Qq, Q^, Q^, Q^ 
-d beliebige konsekutive Punkte von P, so ist: 

Sahen wir nämlich für $ die Darstellung (1), und sind: 

p[-) I p^-) resp. g(») 1 3^-) 

die binären Koordinaten von P^, Q^ (w = 0, 1, 2, 3; wobei pf^ ^^ Pu 
Si*^ = q^ gesetzt werde), so ist: 

Qtfp--^iPi, QP?^-=^Pi, QPf^'-^iPi 
(jgKi) = e^q^, 6qf) = cf g,-, 6^^) = ef g, 



(I = 1, 8). 



Ifithin ist: 



iK») 



- -j-r = — , oder (- = x setzend ) : 
p. 

d.h. Pq, Qq'^ Pj, Q^] Pg, Q^] Pj, Q^ sind Paare homologer Punkte 
einer Projektivität, welche dieselben Doppelpxmkte hat, wie ?ß. Also ist: 

(Po, Pi, P„ P,) = (Qo, Qr, Qi, ft); 
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mithin ist der Iterationswnrf einer Projektivität vom Änfangsjnmki P„ 
\MUg unabhängig. Insbesondere ist bei derselben Iterationsfolge für 
i-1,2, 3, ... 

(P;, Pt + ,, P* + ,, P*+,)"(Py, P„ P„ P^) = W. 
Mithin gehört zn jeder Projektivität ein eindeittig bestimmter Iteratlons- 
icurf, während umgekehrt zu jedem Werte von W unendlich viele 
Projekt! vi täten gehören, welche W als Iteration swurf besitzen. Man 
kann, wenn W gegeben ist, 3 konsekutive Punkte Pg, P,, P, will- 
kürlich annehmen und sodann Pj, eindeutig so bestimmen, daß 
(P^, Pj, Pj, Pj) = W wird, sodaß oo' Projektivitäten den nämlichen 
Iterationawurf besitzen: Je 2 dieser Frojektivitäten ^, %' mit dem i 

nämlichen Iterationswurf lassen sich in einander überführen dtvrch eine a 

Projektivität, wefcÄe 5 konsekutive Punkte P^, P,, Pj von Sß in 3 kor*- — 
sekutive Punkte P^, P/, P,' von Iß' überführt; und umgekehrt besilten .«> 
3 Projektivitäten, welche in einander überführhar sind, denselben IteraUons- — ■; 
umrf. Demnach hängen die projektiven Eigenschaften von ^ allein .mim 
von ihrem Iterationswurfe ab, welcher für ^ charakteristisch ist, und .t». 
dessen besondere Beschaffenheit auch die besondere BeschafFenheit von $ ^y 
bedingt. Vor dem Doppelpunktswurf zeichnet sich der Iterationswnrf^fc— w 
dadurch ans, daß sein Wert stets rceU ist, und daß er aus den Koef- — ^i<i 
fizienten der linearen Substitution, welche 5)8 analytisch darstellt, sict-Äztd 
rational ergibt. Ist 5ß durch 3 entsprechende Pimktepaare gegebeii,^_«ZM3i 
so kann man daraus 4 konsekutive Punkt« Pg, P^, Pj, Pj und damitfrijil 
(Po, Pj, Pj, Ps) = W unmittelbar bestininien; überhaupt ist die Be— ^»■-e- 
Stimmung einer Projektivität aus 4 konsekutiven Punkten die einfachst^>>z#~ te 
Art, eine Projektivität zu definieren. 

Um die Beziehung zwischen dem Iterationswnrf W and denc:^-sni 
Doppelpimktswurf o zu ermitteln, betrachten wir in der durch (1) '*••—- g-\f 
gestellten Projektivität die 4 konsekutiven Punkte, deren erster PunkcfLtt 
die Koordinaten 1 1 1 hat, die demnach die Koordinaten: 

1|1, e,\e„ ^,14, €-14 
beBitzen. Der Wurf dieser 4 Punkte ist der Iterationewurf W. also ii 



W- 



( «, + >,)' lt,+'.)' 



Hieraus folgt, da Dach (2) - = h : 

1 4- 0, + a»< 
oder: 

(3) W^l+ ^ ■ 
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Setzen wir: ^ + ^ "° ^'7 ^^ == ^^ so sind t, J die beiden Inyarianten 
der Projektiyitat^ AlaHanTi ist: 

(4) ^-i^' 

eine Relation, die sich auch ohne Benutzung der Doppelpunkte her- 
leiten läBt^) Demnach ist der Iterationswurf W die absoltUe Invariante 
der projektiven Transformation. 

3. Da die Natur einer Projektivitat ^ durch die ihres Iterations- 
wurfes bedingt ist, so fragen wir, wie muß der Iterationswurf be- 
schaffen sein, damit $ reelle, imaginäre^ gleiche Doppelpunkte besitzt. 
Seien P^ Pj, Pj, Pj 4 konsekutive Punkte, so wählen wir das Koor- 
dinatensystem so, daß 

-Mtti -M» -VJJ -Ml 

resp. die Koordinaten: 

1|0, 0|1, 111, «ii«, 

besitzen. Alsdann wird $ dargestellt durch die Gleichungen: 
der Iterationswurf von ^ ist: 

Die quadratische Gleichung, von der die Doppelpunkte abhängen, 
lautet: 



«f-«i «i-P 



= P* - «iP + «l(«2 - «1) = • 



Die Doppelpunkte sind reell, gleich oder imaginär, je nachdem die 
Diskriminante: 

T + ai(«2 - «1) = f «i««(l - ~) 
positiv, Null, negativ ist. Mithin sind für 

0<^<4 



«» 



die Doppelpunkte reell, für -^ < oder > i sind sie konjugiert kom- 

plex; für -^ = 0, -^ werden die Doppelpunkte identisch. Denkt man 
t 

sich, was linear möglich ist, den Punkt Q konstruiert, für welchen 
(P^j, Pj, P,, C) = 8 ^*> ^^ 8^** ^* ®^°® Projektivitat ?ß durch 4 kon- 
sekutive Punkte Pq, P^, Pj, P, gegeben, so besitzt ^ reelle Doppel- 

1) cf. Pasch: Math. Ann. Bd. 23 Zur Theorie der Eollineation und Reziprozität 
S. 418—436 cf. S. 421. 
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punkte, wenn P in demjenigen Teile des Trägers sich befindet, welcter 
von P, und Q begrenzt wird und P, enthält; befindet sich jedoch P, 
in dem andern Teile dea Trägers, so sind die Doppelpunkte nicht reell. 
Fällt Pj mit Q oder P, zusammen, so hat P zusammenfallende 
Doppelpunkte; im Falle P, = P, ist ^ „ausgeartet". Man kann also 
durch den bloßen Anblick der 4 konsekutiven Punkte P^, P,, P,, Pj, 
die Realitäts Verhältnisse der Doppelpunkte von ^ beurteilen. 

4, Per Iterationsißurf zyklischer Frojektivitäien. — Eine Pro- 
jektivität ^ heißt n-zykliscli, wenn in einer Iterations folge P„, P,, P„ ... 
von f der Punkt P„ = P^ (also P,^* = P,) ist; ea ergibt sich als- 
daim aus der Darstellung (1) für ^, daß jede Iterationafolge diese 
Eigenschaft hat und der Doppelpunktswurf w eine (von 1 verscliiedene) ^ 

«te Einheits Wurzel ist; für « > 2 sind somit die Doppelpunkte nie ^ 
reell, für n = 2 ist P eine Involution. Es soll die Beschaffenheit des ^ 
Iterationswurfes einer »i- zyklischen Projektivität untersucht werden ^^^ 
Zwei projektive Punktreihen mit nicht reellen Doppelpimkten kann .«i^lj 
man stets durch 5 lionzentrische , gleiche, gleichlaufende Straliletibiischet X-^ 
projizieren. Um das Projektionszentrum P zu finden, hat man P so zn .m::»-^ 
bestimmen, daß, wenn P^, P,, Pg, Pj 4 konsekutive Punkte sind, die^^üe 
Winkel P^FP^, P^PP^, A^s einander gleich sind, was mittele Ä^-l« 
elementarer Konstruktionen zu zwei stets reellen Pitnkten P, P' führt c*-3rt. 
Ist f M-zyklisch, so sind die Strahlen PP^, PPi, PP^ ■ ■ ■ BO 
sehaSen, daß: 

n ■ P^t = iiP^t+i = Asr. (* = i.! 

Es ist also: 

P^l = ^^- (* = !.»,.... 

Vier konsekutive Punkte P^, P„ Pj, Pj einer n-eyklisch»^ Projektiv! 
sind demnach dadurch charakterisiert,') daß sie von einem Punkte P d»rc=L^^A 
4 Strahlen projiziert iverden, für welche 

P^,=P^PP^^P^,^-^. (*=i,i....- uM 

Sind Pp, Pj, Pj gegeben und soll Pj so gefunden werden, ^m- * 
P^, P,, Pj, Pj 4 konsekutive Punkte einer «-zyklischen Projektivit5*£ 
werden, so ist P so zu bestimmen, daß P^PPi = P^PP^ = — - 
[»— i,i,...B-i) ist. Alsdann ist P^ eindeutig bestimmt aus der Forderung' 

1) cf. Steiner-Schröter: Theorie der Kegelachnitt-e III. Aufl. DnicbgBBehfB 
von R. Sturm, Leipng 1898, S. 6UÖ. 
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Was den Iterationawarf W, einer M-zykliachen Projektivität be- 
trifft, 80 bt: 



n — ~ 4 CDs' ■ 



kn . Ahn 



(* = l,»,S, 



Für jeden Wert von w gibt es zunächst (h — 1) Werte von W^, da 
jedooli; coH i - = — cos (H — Ic) , so sind die Werte, welclie zu k und 
« h gehören, identisch, und k erhält nur die ganzzahligen Werte, 

■v»-elche kleiner oder gleich sind. Insbesondere ist für: 
«==2,3,4, 5 , 6, 



= 0, CO, 






Sollen nur solche Zyklen zugelassen werden, welche ans lauter ver- 
Bchiedenen Punkten bestehen, so sind Ton den Werten von k nur die- 
jenigen, welche relativ prim zu n sind, zu berücksichtigen. Da ((14 = 2 
'**■» so sind bei vier konsekutiven Punkten P^, P,, Pj, Pj einer 
•"'zyklischen Projektivität P^F^ durch Pi P j harmonisch getrennt. 

B. Eollineare ebene Systeme. 
1. Sind u(a) = 0, u{h) = 0, «(c) — die Gleichungen dreier, nicht 
"* derselben Geraden gelegener Punkte A, B, C, so hat jeder Punkt X 
der Ebene (-1, B, C) eine Gleichnng von der Form: 
x.,H{a) + z,u{b) + x,H{c) = 0- 
I *^*" Xiennen a:^ | j-, | Hg die homogenen Koordinaten des Punktes X, und 

1"**^ Darstellung behalt auch dann noch ihre Bedeutung, wenn zwei 
_ ^ drei Punkte A, B, C, z. B. A, B konjugiert komplex sind. Damit 
. "* diesem letzteren Falle X (xj | ic, | «,) ein reeller Punkt ist, müssen 
I ^^- -A. 1) Xi, x^ konjugiert Komplexe Werte erteilt werden, wohing^en 
*a »-erfi ist. Sind 2 Punkte X, X' der Ebene {A, B, C) entsprechende 
^^^Iste einer in dieser Ebene gegebenen reellen Kollineation ß, alsdann 
^'t^hen zwischen den Koordinaten sTj | a^ 1 3"j und x[ \x^[x^ von X, X' 
^i«hungen von der Form: 

0x'i = aiiXi + aisXj + 0:i^a ((=i,s,s) 

{ p bedeutet einen Proporti od alitätsfaktor | . ■ 

[ _*i»e solche reelle Kollineation besitzt 3 Doppelpunkte, von denen stets H 

j **i«i- reell ist, während die beiden andern reell oder konjugiert kom- ^M 




I Texte 

k 



plex Bein können. LasBen wir die 3 Grundpunkte A, B, C unserer 
Koordinatenbe Stimmung mit den 3 Doppelpunkten zuBammenMIen, ao 
wird S dargestellt durch: 
(1) Qx! ^ e^Xf. (■ = i,s,st 

Hierin sind e^ | (.^ | e^ die Koordinaten des dem Punkte 1 1 1 i 1 in bezug 
auf E entsprechenden Punktes; es sind also e, !^]^ reell, wenn die 
3 Doppelpunkte reell sind, im andern Falle sind 2 der 3 Werte <-=p 
Cj I Cj I Cj konjugiert komplei, der dritte reell. Somit läßt aich durch (1) ^^ 
jede reelle Kollineation mit 3 verschiedenen Doppelpunkten darstellen, ^ « , 
mögen die letzteren reell sein oder nicht. 

3, Sei eine Kollineation 6 mit den Doppelpunkten A, B, C durch .crdi 
die Formeln (1) gegeben, so ist der filnfelementige Wurf') {ABCXX'^},^^ ^Di 

welchen die 3 Doppelpunkte A, B, C mit einem beliebigen Paar homo «id- 

loger Punkte X, X' bestimmen, für aUe Paare homologer Punkte^»-^±e 
konstant.*) Das soll heißen: Wenn X, X' und Xj, X, irgend 2 Paar^^^-3« 
homologer Punkte von 6 sind, und wenn die beiden durch A, B, C, X, X' — ü' 
und A, B, C, Xj, X^' hindurch gelegten Kegekchnitte so projektiT he- auc - 
zogen werden, daß A, B, C aich selbst entsprechen, bo ist in dieBe«r^sr 
projektiven Beziehung: 

{ABCXX^ A {ABCX'X,y 
Dieser Wurf, den wir den Doppdpunktswmf der Kollineation nennen -*=»i 
ist, wie von Herrn G. Kohn a. a. 0. zuerst hervorgehoben worden ist^:*'*! 
für die Kollineation charakteristisch, indem die Natur einer KollineatioEZ^ ■" 
und die ihres Doppelpunktswurfes einander bedingen, und die projektivBiEiÄ:*n 
Eigenschaften einer Kollineation nur von dem Doppelpunktswurf ab— ■^^^^ 
hängen, indem zwei Kollineationen desselben Wurfes in einander über— "'^■^" 
geführt werden können. Nun scheint es bemerk era wert, daß nebed^*" 
dem Doppelpunktswurf ein zweiter fiinfelem entiger Wurf bei de^^^* 
Kollineation erscheint, welcher eine analoge Bedeutung für die Kolli- -Ä ^' 
neation besitzt und ebenso, wie der Doppelpunktswurf für die Kolli--« -■'■ 
neation charakteristisch ist, ihre projektiven Eigenschaften und ihr»"^"^** 
Natur bedingt, dabei jedoch den Vorzug vor dem Doppelpunkt 8 wurr^:*^-" 
besitzt, in erliebUch einfacherer Weise mit der Kollineation verknüpflF"^^ "^ 
zu sein und die in Rede stehenden Verhältnisse wesentlich durch- -*^' 
sichtiger zum Ausdruck zu bringen. Die Beziehung zwischen einec ^^' 
Kollineation und diesen beiden Würfen ist eine ähnliche, wie di^-*^ 

1) cf. G. Kobn: ÜLer die Erweitening eiuee Grundbegriffes der Geometri- -** 
der Lage Math. Adii. 17, S. 286—309. Die dort eingeführte T&nniuologie iat ii 
Texte durchgängig xagnmde gelegt. 

S) a. a. 0. S. 291. 
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zwischen einer algebraischen Oleichung und den beiden Systemen, die 
von ihren Wnrzehi einerseits , von ihren Koeffizienten andererseits ge- 
bildet werden. Zu diesem zweiten fünfelementigen Wurf gelangen wir 
folgendermaßen. Sei eine ebene EoUineation durch die Gleichungen (1) 
analytisch dargestellt. Entspricht dem nicht auf einer Doppelgeraden 
gelegenen Punkte Pq in bezug auf (S der Punkt P^, diesem P^, 
diesem Pj usw., so nennen wir P^j, P^, P,, Pj, ... konsekutive Punkte 
von C Durch 5 konsekutive Punkte P^, P^, P,, Pj, P^ ist S ein- 
deutig bestimmt, und diese Bestimmung darf man wohl als die ein- 
fachste Bestimmung einer EoUineation bezeichnen, da sie nur Punkte, 
die in S einander entsprechen, und in geringster Anzahl beansprucht. 
Der in Bede stehende Wurf ist der von 5 konsekutiven Punkten von S 
gebildete, f&nfelementige Wurf: 

genommen auf dem durch diese 5 Punkte bestimmten Kegelschnitt; 
diesen Wurf nennen wir den Iterationswurf der KoUineation, Derselbe 
ist von dem gewählten Anfangspunkt Pq völlig unabhängig und für 
alle Systeme von 5 konsekutiven Punkten von S invariant. Denn sind: 
P„ Q^ («=»0, 1, », 8, 4) zwei beliebige Systeme von 5 konsekutiven Punkten 
von S und sind: 

i'i*^ I M*^ i P?^ ^^P- äi*^ 1 98*^ I ^^ ^*'=®' ^' *» •» *^ 

die Koordinaten von P, resp. Q„, so ist: 



also ist: 



^?i"^ =- S)-Pi"^ (^=iA«; »=o,i,»,s,4) 



wobei Q, 6, t Proportionalitätsfaktoren bedeuten, d. h. P^ Q^ (n=o, i, 2, s,4) 
sind entsprechende Paare einer KoUineation mit denselben Doppelpunkten, 
wie S, und also ist^): 

(Po, P„ P„ P„ P,) = («0, Qu Q„ «5. Q*)- 

Der Iterationswurf hängt also nicht von dem gewählten Quintupel 
konsekutiver Punkte, sondern allein von der Natur der KoUineation ab; 
zwei Kollineationen (S, S' mit demselben Iterationswurf sind in ein- 
ander überfQhrbar durch jede KoUineation, welche 4 konsekutive Punkte 
Po, Pi, P„ Pj von S in 4 konsekutive Punkte PJ, P/, P;, P; von 6' 
überführt; daher sind die projektiven Eigenschaften einer KoUineation 
nur von ihrem Iterationswurf abhängig. Der Iterationswurf tritt auch 

1) cf. Kohn, 1. c. S. 287. 
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in jeder geraden Piinktreihe u der Ebene auf. Seien JP^, P, die beiden 
Punkte auf m, welche ein Paar entsprechender Punkte der gegebenen 
Kollineation S bilden, seien P,, P^, P^ die konsekutiven Punkte 7on 
Pp, P, ; bezeichnen wir alBdann die Schnittpunkte von w mit PjP,, 
P4P,, Pj Pj resp. durch P.', P,', P^', ao ist nach eluem bekannten 
Satze'): 

(Po, p,, p„ p„ p^) = {P„ Po, p;, p;, Pj"), 

wobei der Wurf links, auf dem die 5 Punkte enthaltenden Kegelschnitt, 

der Wurf rechts auf der die 5 Punkte enthaltenden Geraden u zu be ^ 

trachten ist. Also gilt: 

Ist u eine beliebige Gerade, Pg, P, das auf ihr befindliche Paar-^.^a 
homologer Punkte der KoUineaHon @, Pj, P3, Pj ilie in bezug auf E^E^E 
konsekutiven Punl'tc von Pj, P^, so ist der Wurf, den P^, P, befÜmmetK-^r^^^ 
mit deti Punkten, in welcheti u die Seiten d^s Dreiecks PJp^P^ schnmdel^-^/^ 
gleich dem Iterationstmtrf der Kollineation G. 

Seien g^, 9i, ffs, g^, gi 5 konsekutive Gerade von E, so beatimmei^ i!^n 
auch diese einen Wurf (gg, g^, g^, g^, g^), den wir den Iterationsgeraden^i-^Bh 
tourf von G nennen. Bezeichnen wir den Schnittpunkt von g, und j,^ —^1 
mit Pi+i (1^0, 1, i, 3, 4), so ist: ^_ 

PJP,, P„ P„ PJ = P,iP,P,P,P,) = g,{g„ g„ g„ g,) ■ 

-?.(?fl. 9t, ffi> ffi)—Ü3(!fv 9%, 9u Oo)' ^^ 

die letzte Gleichung folgt, weil bei einer Kollineation die auf homc^^ o- 
logen Geraden induzierten homologen Punktreihen projektiv sin>- -^Mi. 
Femer ist: 

J*i(^o. Pi. -P»- ^1) = ^(l/o. 9i, 9i, 9i) = 9i(9i, ffi, ft, J?o)- 
Folglich entspricht in der Projektivität, welche auf den durch 

Po, P„ P„ Pj, P^ resp. 9,, 5,, //„ 3,, jf^ 
gehenden Kegelschnitten durch: 

(P„, P„ P„ - . .) A U*, A, .ffo> ••■) 
definiert ist, dem Pnnkte P, die Gerade g^, und dem Punkte P, ( 
Gerade ^,; mitbin ist: 

(P., P„ P„ p„ P.) - (j„ a, 9„ j,, s.). 

Also gilt: Set einer Kollineation ist der Wurf von 5 kons^tiv^"^^ ] 
Pinnen P,- gleich dem Wurf von 5 kotisekutiven Geraden g^ ('=o, 1. », 1. 4f 
rfer higfere genommen in umgekelirter BeihenfoUje. Oder: 



1) Vg-1. 1. c. Art. 6, S. 888. 
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Der Iterationspunktmirf einer KoUmratiim ist yldch dem Iterations- 
geradenwurf der iiiveraen KoUineation. Analytisch ergibt sich dies daraus 
sofort, daß die Geraden der inversen KoUineation durch genau dieselbe 
lineare Substitution, wie die Punkte der nraprünglichen KoUineation 
transformiert werden. 

Wählt man als Ausgangspunkt P^ einen Punkt einer Doppel- 
geraden der KoUineation, so liegen die konsekutiven Punkte J*„P,, Pa,-- 
alle auf derselben Doppelgeraden und bilden die Iterationsfolge einer 
Projektivitat (cf. A. (2)). In diesem Falle, wo kein eigentlicher Kegel- 
schnitt durch Pu, Pj, Pj, Pj, Pt hindurchgeht, kann von einem Wurf, 
in dem früheren Sinne nicht mehr gesprochen werden. Der Iterations- 
wurf der entstehenden Projektivität (Pg, P,, P,, Pj) ist derjenige 
Wurf, welchen 4 beliebige konsekutive Punkte [der KoUineation auf 
demjenigen Kegelschnitte bestimmen, welcher sie mit der der Doppel- 
geraden gegenüberliegenden Ecke des üoppeldreiecks verbindet. 

3, Der lierationstimrf hei besonderen KoUinealimten. — Da die pro- 
jektiven Eigenschaften einer KoUineation nur von dem Iterationswnrf 
abhängen, so gelangt man, wenn der Iterationswnrf in spezieUer Weise 
angenommen wird, zu einer KoUineation besonderer Art, und umgekehrt 
besitzen spezielle KoUineationen auch Iterations würfe von besonderer 
Beschaffenheit. Wir woUen einige Fälle dieser Art untersuchen. Wir 
betrachten zunächst diejenigen KoUineationen, bei welchen der Iterations- 
wnrf ein „uneigentlicher" ist'), d. h. wo der Kegelschnitt durch die 
5 konsekutiven Punkte in ein Geradenpaar zerfäUt. Wir woUen die 
KoUineation, bei welcher von den 5 konsekutiven Punkten P,,, P,, . . P, 
die 3 Punkte P., P^, P, (; + t + i=o,i,..i) in derselben Geraden liegen, 
als die KoUineation [i k l] bezeichnen. Dabei sollen „ausgeartete" KoUi- 
neationen d. h, solche, bei welchen Punkte existieren, deren entsprechende 
Punkte unbestimmt werden, ausdrücklich ausgeschlossen werden. 

Die Kollinealion [0 1 2]. Bei dieser KoUineation liegen die zu 
einem beUebigen Punkte P^ konsekutiven Punkte P,, Pj auf derselben 
Gieraden, daher ist diese Gerade eine Doppelgerade; es geht mithin 
durch jeden beliebigen Punkt P^, der Ebene eine Doppelgerade und 
nur eine, da sonst die KoUineation die Identität wäre, was wir aue- 
BohlieBen. Diese sämtUchen Doppelgeraden bilden einen Strablenbüschel, 
ond die KoUineation ist eine Perspektivität oder Homologie. Das näm- 
liche gut für die KoUineationen [123], [234]. 

Die KoUineation [0 2 4] ist so beacbaffen, daß die durch zwei- 
malige Anwendung dieser KoUineation entstehende KoUineation [024]^ 



1) cf. a. a. 0. S. S90. 
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eine Perspektivität ist, da für [0 2 4]' je 3 konsekutiTe Punkte P^, P^, Pj 
in derselben Geraden liegen. £ine solche KoüineBtion, deren Quadrat 
eine Perspektivität iat, nennen wir') „liulbperspekiiv" \ sie ist dadurch 
charakterisiert, daß die auf einer der 3 Doppelgeraden induzierte Pro- 
jektivität eine Involution ist. 

Die Kollinmtion [013] ist bereits von Clebsch und Gordan*) 
betrachtet worden; es ist diejenige KolJineation, für welche die lineare 
Invariante i, verschwindet, wobei, wenn die Kollineation in der Form: 

(2) QX', = anX, + «,s3-j -f 0,3% (i = l,ä,») 

gegeben ist, 

Bei einer solchen Kollineation befindet sich der einem Punkte P ent — 
sprechende Punkt P' auf der harmonischen Polare von P in bezug^ 
auf das Doppelpunktdreieck der KoUiueation, Später ist von Herm^ 
Pasch'} gezeigt worden, daß bei einer derartigen Kollineation oü*^ 
Dreiecke existieren, welche ihren entsprechenden Dreiecken umge — 
schrieben sind. Mau bezeichnet daher auch eine Kollineation der an — 
gegebenen Art als in dngeschriebaier Dreiedcslcufe befitullieh. Desgleichec^ 
stellt auch [12 4] eine in eingeacbriebeuer Dreieckslage befindliches 
KoUiueatiou dar. 

Bie Kdlineation [023] ist so beschaffen, daß ihre inverse Kolli- 
neation [023]~' sich in eingeschriebener Dreieckslage befindet; ein^a 
solche Kollineation besitzt^) oo* Dreiecke, welche ihren entsprechende^^ 
eingeschrieben sind, und wird deshalb in umgeschriebener Dreieckslag-^ 
befindlich genannt. Bei einer solchen Kollineation verschwindet di>^a 
quadratische Invariante ij der Kollineation, wobei, wenn die Kollineation^ 
durch die Gleichungen (2) dargestellt ist und a^^ die Adjunkte von a^^ 
in der Determinante ja.-tl (i,t=i,s,3) bedeutet: 

»» = «11 + «Sl + «SS ■ 

Desgleichen stellt [1 3 4] eine Kollineation in umgeschriebener Dreieck« * — 

läge dar. 

Die KoUineati&tt [014] ist ebenfalls schon von Clebsch niM-<3 
Gordan a. a. 0, untersucht worden, sie ist dadurch charakterisiert, di» ff 
für sie die quadratische Invariante if ~ i^ verschwindet, wo i,, i, i i^ 

1) B, a. 0. Art. n. 

2} Über bitemäre Formen. Math. Ann. 1, 3G8-100, cf. S. 392. 
8) Zur Tlieorie der Kollineation und EeiiproiitBt. Math. Ann, 23, 419 — (36. 
cf. S. 426. 

4) d", PaBoh a, a. 0. S. 420. 
DJ a. a. 0. a. Sas. 
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I oben angegebene Bedeutung haben. Denken wir uns das Doppel- 

f pucktdreieck einer solchen Kolüne&tion als Koordinatendreieck gewählt, 

also die Kollineation dargestellt durch die Gleichungen (1), so ist: 

», = Ci + ^ + e»,^', = e^Ct + e,e, + e,fg, 
daber ist fiir eine Kollineation [014]: 

= (e, + Cg + ft,)» - (6,63 + e^c^ + 6,63) 

i=^ «J + ^ + e| + ^s^s + ^s^i + ^^8 ■ 
Betrachten wir einen beliebigen Punkt P, den wir zum Einheits- 
pvinkt des Koordinatensystems wählen, so hat sein in bezug auf [0 1 4] 
entsprechender I*unkt die Koordinaten t'i|c,;^, derselbe befindet sich 
ittfolge der letzten Gleichung auf dem Kegelschnitt: 

f= 3^1 + xl + xl + x^x^ + X^Xi + x^x^ = 0. 
Dieser Kegelschnitt, dessen Gleichung auch in der Form: 

/■— {x^ + Xf+ x^y - {x^x^ -(- Xj^x^ + 1,3;,) =- 
geschrieben werden kann, gehört dem durch /", = (x^ +3:3 + a;,)' = 
<nx<3 /j = x,jg + aTjj, + Zt^j = bestimmten Büschel au, berührt also 
den Kegelschnitt /', -= in den beiden Punkten Pj, Pj, in welchen der 
Kegelschnitt f^ = von der doppelt zählenden Geraden /i = ge- 
I Bcliiiitten wird. Dabei ist f^ die harmonische Polare von P m bezug 
**^f das Doppelpunktdreieck, ^ = derjenige dem Doppelpunktdreieck 
' 'im schriebe iie Kegelschnitt, welcher P und /j zu Pol und Polare hat. 
L>em Büschel (/■,, /j,} gehört noch der Kegelschnitt: 
/i = /l - 2/; = arj + a^ + 4 = 
*"» d. i. derjenige Kegelschnitt, welcher das Doppelpunktdreieck als 
"**»ardreieck und P und f^ als Pol und Polare besitzt. Nun ist: 

/i-i/i-i/'.. f--,A + if.- 

'"litlxiii ist in bezug auf den Büschel (/i, /",) das Do ppel Verhältnis : 

(A, f„ f., /■)--!■ 

**- die Elemente /',, /",, /'„ f sind harmonische Elemente. Somit ist 
r**" -Kegelschnitt /■,, auf welchem der zu einem Punkte P in bezug auf 
' 1 -4] entsprediemie Punkt sich befindet, derjenige Kegdschnitt des 
^^^<^Jiels (/", , /"j), tcelcher zu, /j in besag auf f^, f^ harmonisch ist. 

Die KoUineation [034] besitzt als inverse Kollineation eine Kolli- 

^^tion der zuletzt betrachteten Art und ist dadurch ausreichend 

^^r^tterisiert. — Damit sind alle Kollineationen mit un eigentlichem 

**^tionswurf erschöpft. 
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Wir betrachten nunreielir einige besonders wichtige spezielle KoUi 

neatlonen und nnterauchen die Besonderkeit ihrer Iterationsvmrfe. ZonächB^^^ 
fragen wir: 

Wie ist der Iterationswurf einer KoUineaHon S beschaffen, dtB-T^ne 
einen Kegelschnitt K m sich transformiert? Sei P^ ein beliebiger Punk-^^E*A 
von K, so liegen die zn P^ konsekutiven Punkte P„ Pj, Pj, . . . sÄmk:^ ^t- 
lich ebenfalls auf K und bilden die zu P^ konsekutiven Punkte der^;^=r- 
jenigen Projektivität ^, welche durch S auf K induziert wird. Di i Oi» 
Doppelpunkte D^, 7), von $ sind auch Doppelpunkte von ß, ihre Venr^aer 
binduagslinie rf^ ist mithin eine Doppelgerade von S, die beiden andei — ^«n 

Doppelgeraden sind — da die ganze Betrachtung in sich dual ist _ 

die in D^^, D^ berührenden Tangenten (/,, (/j von K, deren Schnit^^^^Jtt- 
punkt 7)j der dritte Doppelpunkt von S ist. Es ist somit der "VfvxL^miiMui 
(P^PiF^PgP^) so beschaffen, daß P^ derjenige Punkt ist, welch»^«=ier 
dem Punkte Pj in der durch die 4 konsekutiven Pankte P^, P^, Pj, .KL. Pj 
auf K bestimmten Projektivität S\} entspricht. Es ist also anf der^^am 
Kegelschnitt K: ^M 

(Pj, Pi Pj Pj) = (Pi Pj Pj, P^). S 

Sind (?^ $„ §,, (?„ ^, 5 andere konsekutive Punkte von S mit iv». ■ "Jm 
beliebigen — nicht auf X gelegenen — Anfangspunkte Q^, so ist n a ^ e h 
Art. 2 

(P„ P, P, P, PJ = ((?„(?, (2, <?,^,), 

und es wird, wie a. a. 0. gezeigt, der Punkt P. in §,- i!=o.i,i,t^ -^'*' 
mittels einer Kollineation S' übergeführt, welche dasselbe Dopp^^^^'' 
punktsdreieck bat, wie G. Dem Kegelschnitt K entspricht in bezi_^»'"8 
auf E' der durch ^,- (; = o, t,!,3,i) gehende Kegelschnitt K', welch -*='*'■'' 
ebenfalls (/j, rf, in ö^, D^ berührt. Die Projektivität «ß auf K wif^^-^^ 
durch G' übergeführt in eine Projektivität ^' auf K', in welch- ^ä^^^ 
Qot Qi7 ■ ■ ■ Qi ö'° Quintupel konsekutiver Punkte bilden, so dafi (^ ti 
dem Punkte $j in bezug auf 5ß' entspricht. Also gilt: Der Iteratioi^'^^ 
wurf {Qf, Q^ Qi Qi Q^) einer Kollineation, wdcJte eine» Kegelschnitt ; '" 

sich transformiert, ist so beschaffen, daß die 5 Punkte Qf (i=o,i,.- i) füK- -^"t 
konsehitive Punkte einer Projektivität auf dem durch sie kindurcJ^:^^^' 
gdegteji Kegelschnitte bilden. Andererseits erkennt man leicht, daß eii^ -^^ 
Kollineation mit einem Iterations würfe von der eben dargelegten Bi^E^^ 
schaffenheit einen Kegelschnitt in eich überführt. Demi der dun-^^ ™ 
5 solche Punkte Q^ hindurchgehende Kegelschnitt wird'offeubar dnr^^*^ 
die Kollineation in sich übergeführt; da der Anfangspunkt Q^ belieW -¥ 
gewählt wai', so gibt ea uneudÜch viele Xegelsclmitte, welche mittels • 
in sich übergehen, die sämtlich df, d, in D^, Dj berühren. 



le mittels « I 
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Um eine Eollineation, welche eineo Kegelschnitt in sieh Qbeifiihrt, 
m koostmieren, kann man demnach 4 konsekutive Punkte P^ P„ /*,. P, 
willkürlich wählen; legt man durch sie einen beliebigen Kegelschnitt K 
und bestimmt denjenigen Punkt P^ auf K^ für welchen: 

( Po P, P, P,) = (P^Pi P, Pi) , 
ao ist die durch die fünf konsekntiTen Punkte Pg. . . . P^ eindeutig 
bestimmte Eollineatiou von der gewünschten Beschaffenheit. Es gibt 
daher zn P^, P„ P,. P, onendlich viele Punkte P^. welche P^ P^, JV P, 
zu einem Quintnpel konßekutiver Punkt« einer Kollineation, welche 
einen Kegelschnitt in eich überführt, ergänzen. Diese Pnnkte P^ t>T- 
filllen eine Kurve von sehr einfacher Art. Um dieselbe zu bestimmen, 
legen wir das RoordLnatensystem so, daß die 5 konsekutiven Punkte: 

Po, P„ P„ P„ P, 
resp- die Koordinaten: 

i|i|i, i|oio, o|iio, 0,0,1, «iKl«, 

erhalten. Alsdann geben die Gleichungen: 
(3) gx'^ = a^x, , Qx'j = «.(aTj - x^) , qx', = ic^(x, - a^) 

i die analytische Du^tellang derjenigen KoUiueatiou &, welche 

Po, P„ P;. P„ P, 

zu konsekutiven Punkten besitzt. Die Gleichung des durcli 
Po, P,. P,, Ps, Pj 

hindurchgehenden Kegelschnittes K iat: 

(^(k, - ß,)^i(^'* - ^.0 - ««iC«» - Kj)^j(-^ - ^i"* = 0. 

' Soll die KoUineatiou II einen Kegelschnitt in sich transformieren, so 
! muß der dem Punkte P^ in bezug auf E entsprechende Punkt 7';^, 
I dessen Koordinaten: 

I «l«»!«j(«S-"l)l"j(«3-«l) 

L und, sich auf K befinden; es muß also sein: 
^^^L = 0,(0^ — «i)ßias(Kj(«g - Kj) — tt,{ag — Of)) 

^^P — «iC«» - «>)««(«. - "i)(«ii(«8 - «si - «l««)) 

f = «ia,a,(a, - a,) ■ («;- a,ag). 

Da wir (£ als eine solche Kollineation voraussetzen, welche eineu 
nicht zerfallenden Kegelschnitt in sich ttberfUhrt, so muß notwendiger- 
weise der letzte Faktor der rechten Seite der vorigen Gleichtmg ver- 
Hcbwinden, also: , „ 

«;-«i«3-o, 
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d. h. P^{tt^ ttgla^) liegt auf dem Kegelschnitt x^ — x^x^^O, d. h. auf' 
demjeuigen Kegelsclmitt, -welclier durch P„, P,, Pj hindurchgeht und" 
P1P3, FiPs herührt. Also gilt: Bei einer KoUineatio», welche einmi 
Kegdschnitt insicli transformiert, ist der Iterationswwf {P^, Fj,Pj,Pi,Pi^ 
so beschaffen, daß sich P^ auf demjenif/en Kegdschnitt befindet, icelcher 
durch Po, Pi, P, hindurchgeht umt P^P^, P^P^ berührt. Um also 
eine Eollineation, welche einen Kegelschnitt in sich transformiert, zu 
erhalten, nehmen wir P^, Pj, P,, Pj willkürlich und P^ auf dem ge- 
keunzeiclmeten Kegelschnitte an. 

Der Itcrationswurf' etfUischer KoUineationen. ~ Eine «-cyklisch« 
Kollineution ist eine solche, bei welcher in der Iterationsfolge P^ 
P,, Pb, . - . der Punkt P, — Po ist. Man weiß, daß eine solche 
n - cjklische Kollineation stets einen Kegelschnitt in sich trans- 
formiert'), also zu der soeben betrachteten Klasse von KoUi- 
neationen gehört. Mithin beönden sich die konsekutiven Punkts 
P{,, P,, Pj, . . . auf einem und demselben Kegelschnitt k und bilden auf 
diesem die konsekutiven Punkte einer n-q/ldisc}ie}i Projeklivität, Am.' 
den Fundamental-Eigenschaften des Iterationa Wurfes einer Kollineati<»l< 
folgt alsdann, daß das nämliche gilt für eine jede Folge konsekuti 
Punkte mit beliebig gewähltem Anfangspunkt, daß also auch filr i 
solche der (n+l)te Punkt mit dem Ausgangspunkt zusammenfällt. 
Der Iterationsumrf P^^P^P^P^P^ einer n-cyUischen Koüincation ist da- 
her so besdiaffm, daß die 5 Punkte P^, Pj, Pj, P3, Pj konsekutiv$l 
Punkte einer n-cyklischen Projektivität auf dan durch F^, P,, . . . P^ 
hindurchgellenden Kegelschnitt bilden. Um daher eine »-cyklische Kolli- 
neation herzustellea, hat man folgendermaßen zu verfahren: Man wählt 
Pf,, Pj, P,, I\ beliebig und bestimmt denjenigen eindeutig bestimmten 
Kegelschnitt k, welcher P^, P,, Pj, P^ enthält, und auf welchem d« 



1) Lflroth: Math. Ann. XUI, p. 805—319: Clier cj kl isch -projektive Funkt- 
gruppeu in der Ebene und im Räume, vgl. auch Kein, Inaug. DiBs, Breslau 1879. 

Man beweist dieu analytisch am einfachsten folgen dermaüe n : Soll die EoUi- 
neation pa;| = e^.ar,. (> = i. j, oj m-cyklisch aein, ao muß: fjx^. = rar, 1.1 = 1, 2,«), aJiO 
fj< = r Bein. Da bei einer reellen Kollineation 3 der 3 Werte c,. konjugiert kam-: 
plex Bind, der dritte reell und positiv ist (cf. B. 1), bo denken wir die Numerienuig 
so gewählt, daS f, reell ist; alsdann ist: rj = ^ ebenfalls reell und positiv, nnd 
ist; ej.= f^s, wo c^ eine nte Wurzel der Einheit und s^=\^i die positive nie Wniiel 
aus der positiven Zahl i bedeutet; dann ist: f|=^ ± I, ([.^1 sind konjugiert komplexe 
Ute Einheitawurzeln, also i, ■ f, ^ 1, nnd es gilt: e,e,=^ *, (,s' = s' = (tjS)'^«J; 
also befindet sich der dem Punkte 1 1 1 1 1 entsprechende Funkt e, | r, | (^ auf dem 
Kegelschnitt XjX, — ^[^0, und dieser EegetBchnilt wird daher in sich selbst 
transformiert. 
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Wurf (PqPjPjPj) gleich dem Iterationswurf w^ (cf. A. 3) einer «-cyk- 
lischen Projektivitat $ ist Auf k bestimmt man P^ als den zu P, 
entsprechenden Punkt in bezug auf die n-cyklische Projektivität $. 
Mithin ist P4 eindeutig durch Pq, P^, P^, P3 bestimmt, und daher 
diejenige Eollineation, welche Pq, P^, P^, P3, P4 zu konsekutiven 
Punkten hat, von der gewünschten Beschaffenheit. 

Der ItenxHonswurf derjenigen Kollineation (S, deren Quadrat 6^ sich 
in eingeschrid^ener Breieddage befindet, — Seien Pq, P^, P,, P^, P^ 
5 beliebige konsekutive Punkte von S und das Koordinatensystem so 
gewählt, wie oben, sodaB die analytische Darstellung von S durch die 
Formel (3) gegeben wird, alsdann wird die durch zweimalige Anwendung 
von S gewonnene Eollineation & dargestellt durch: 

Hierbei haben wir in (3) Oj, a^, «3 von Null verschieden voraus- 
zusetzen, da im andern Falle ausgeartete Eollineationen entstehen, bei 
welchen Punkte existieren, deren entsprechender aufhört, bestimmt zu 
sein. Soll S^ sich in eingeschriebener Dreieckslage befinden, so muß 
die lineare Invariante t\ (cf. S. 212) verschwinden; diese lautet bei 
unserer Darstellung: 

*i = — c^Oj + <h(^ — ««) = «»(«8 — 2äj). 

Soll i^ » sein, so muß, da a^ von Null verschieden vorausgesetzt ist, 
1X3 — 2 o, ^ sein, d. h. der Punkt o^ | ck^ | 0:3 befindet sich auf der 

Gkraden: 

x^ — 2Xi = 0, 

cL L diejenige Gerade durch Pi(l|0|0), welche zu a;, = in bezug 
auf iCj = 0, x^ — x^=^0 harmonisch ist, also der durch P^ gehende zu 
PiP^ in bezug auf P1P3, PiPq harmonische Strahl. Also gilt: Der 
Iterationswurf (P^P^P^P^P^) einer Kollineation ß, deren Quadrat 6* 
sich in emgeschriet>ener Dreiecksla^ge befindet, ist so besdiaffenj daß der 
Teikowrf Pi(Po, PzyP%, PJ = ~ 1> olso ein harmonischer ist Um eine 
Kollineation dieser Art herzustellen, hat man bei beliebig gegebenen 
P|j, Pi, P,, P3 nur P4 auf dem zu PiP^ in bezug auf PiPq, P1P3 
harmonischen Strahle beliebig anzunehmen. 

Eine Eollineation dieser Art ist auch — wie man leicht beweisen 
kann — dadurch charakterisiert, daß der zu einem Punkte P ent- 
sprechende Punkt P| sich auf demjenigen Eegelschnitt befindet, welcher 
das Doppelpunktdreieck als Polardreieck besitzt, und P und dessen in 

15* 
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bezng auf das Doppelpusktdreieck genommene harmoniache Polare p ' 
zu Pol und Polare hat. 

4. Z>i'e Bealitätsverhiäfnisse der Dnppeldemenie einer KoUincatlon, 
Jiergeleikt aus ihrem Iteratwnswurf. — Wir wollen untersuchen, wie 
man aus dem Iteration 8 würfe {P^P^P^P^P^ einer Kollineation © er- 
kennt, ob die 3 Doppelpunkte von E verschieden oder teilweise oder 
sämtlich zuEammenfaUend sind, ob sie sämtlich reell sind oder nicht 
Wir wählen P^, Pj, P,, P^ beliebig und wollen betrachten, wie man 
P^ zu bestimmen hat, damit die durch die 5 konsekutiven Pnnkt« 
Poi - ■ ■ Pj gegebene Kollineation Doppelpunkte von bestimmter Bo- 
Bchaifenheit hat. Wir wählen das Koordinatensyatem, wie auf S. 21^ 
sodaß die Kollineation ß durch die Gleichungen (3) S. 215 dargestellt | 
wird. Die Doppelpunkte von S werden alsdann bestimmt aus der fllr J 
Q kubischen Gleichung: 

-«,[ 



-K,S"+K,0,P- 







-«j 



Die Digkriminante dieBer Gleichung lautet: 

= ri«»«sia»('^-9ai)*-4«3(3ß*-a8)(3ai -«s)l- 
Ist /} = Q, so fallen 2 der 3 Doppelpunkte zusammen; für alle Punkte 1 
(fj |aj|ff,, für welche J dasselbe Vorzeichen besitzt, sind die Realität«- I 
verhältniase der 3 Doppelpunkte von 6 die gleichen. Die Gleichung I 
.^ = gibt den Ort derjenigen Punkte Pi(ai l^al^sK f*''' welche dia 
durch Pfl, Pj, Pj, Pj, P^ bestimmte Kollineation G 2 zusammen- 
fallende Doppelpunkte hat. Dieser Ort .-/ = ist eine Kurve 6. Ord- 
nui^, welche in die einfache Gerade a, = 0, die Doppelgerade «g = 
und die Kurve III. 0. 

f(uixtt) = as,(ag - 9«,)» - 4a,(3o:j - «j)(3ß, - c,) = 
zerfällt. Diese Kurve III, 0. besitzt offenbar den Schnittpunkt 1 1 3 J 9 
der 3 Geraden 

«B-9ßi = 0, Soj-og— 0, 3«! — o, = 
als Doppelpunkt und zwar ist dieser Punkt ein Riiekkehrpunkt '), weil 
sich die Kurvengleichung auf die Form bringen läßt: 
-3Y(««k)-(36 «1-1-30,-32 aj)(9a,-6Kj-(-c3)»-4(9a,-|-3a,-2o,)'-=0. 
1} Tgl. 2. B. ClebBch-LindemaDn: Varleaangen über Geometrie I S.59I ff. 
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Aus dieser Form erkennt man^ daB 

9a, — 6aj+ «3 = die Gleichung der Bückkehrtangente, 

36a| + Soj — 32aj = „ „ „ Wendetangente ^ 

9«! + Sog — 2^5 = „ ;, yy VerbindungsHme vom Rück- 

kehrpunkt und Wendepunkt, 

1| 3|9 die Koordinaten des Bückkehrpunktes, 

10 1 — 24 1 9 „ „ „ Wendepunktes sind. 

Die Kurve /*(«««) = enthält die 3 Ecken Pi, P^, P3 des Koordinaten- 
dreiecks und berührt in P^ resp. Pg die Seiten P, Pj (oj = 0) und 

Pi-P,(«i = 0). 

Befindet sich P4 auf der durch J =» j,\ a^a\f\aaa) = dargestellten 
Kurve, so fallen von den Doppelpunkten der KoUineation {P^P^P^F^P^ 
zwei zusammen, und zwar wird, wenn P^ auf a^ = oder «3 = sich 
befindet, die Kollineation eine ausgeartetey da alsdann die Determinante 
der Kollineation verschwindet und stets Punkte existieren, deren ent- 
sprechende unbestimmt sind. Liegt insbesondere P^ auf «j = 0, so 
fallen alle 3 Doppelpunkte der zugehörigen ausgearteten Kollineation 
zusammen, da alsdann die obige kubische Gleichung, aus der sich die 
Doppelpunkte bestimmen, die dreifache Wurzel p = besitzt. Fragen 
wir, ob es noch andere Punkte P^ gibt, für welche die zugehörige 
Kollineation 3 vereinte Doppelpunkte hat, ohne jedoch eine ausgeartete 
Kollineation zu sein. Alsdann müssen die Koeffizienten der obigen 
kubischen Gleichung den Gleichungen genügen^) 

^ «8 — «g a, «8 a, CTg 

1 : 3- — —3— : -3- 3— : — «lOgOs 
oder: 

= «jOg - -^ = i«ö(3«» - ^)> 



a!a< 



d. L es muß P^ entweder auf c^ = liegen, was wir jetzt ausschlieBen, 

oder es muß: 

«1 : a, : «3 = 1 : 3 : 9 

sein, d. h. es muß P^ mit dem Bückkehrpunkt der Kurve /*= zu- 
sammenfallen. Es hesitzt also die Kollineation {P^P^P^P^P^ dann 
und nwr dann 3 in einem Punkte vereinte Doppelpunktey wenn — bei 
beliebig gewählten P^,, P^, Pg, P3 — der Punkt P^ mit dem Rückkehr- 
punkte 1|3|9 von f=0 zusammenfälUy wobei wir von ausgearteten 
KöUinecUionen absehen. 



t) Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann: Vorlesungen über Geometrie I S. 228. 
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Befindet sicli P^ in einem Gebiete der Ebene, wo J das Vorzeichen 
nicht ändert, so sind die Realitätsverbiiltnisse der Doppelpunkte der 
xugehörigen Kollineati onen die gleichen; entweder sind für alle diese 
KolÜneationen sämtliche 3 Doppelpunkte reell, oder für alle Kolli- 
neatioueu ist nur einer der 3 Doppelpunkte reell. Die ftealitüts- 
verbältniase der Doppelpunkte können sich nur ändern, wenn ^ sein 
Zeichen wechselt, d. h. wenu P^ die Kurve f{uaa) = oder die Oft- 
rade ßj = (d. h. P, Pj) überschreitet. Fällt P^ mit P^, zusamnien, 
so wird die zugehörige KoUineation cyklisch mit 4-elementigem Cyklus, 
in dieaem Falle ist, was auch aus der kubischen Gleichung für die 
Doppelpunkte unmittelbar erkennbar ist, nur einer der 3 Doppelpunkte 
reeli Mithin besitzen in dem Gebiete, welches von den Punkten JP4 
gebildet wird, zu welclieu man von P^ gelangt längs stetiger Kurven, 
welche f{ciua) = 0, «j = eine gerade Anzahl von 4Ialen überschreiten, 
die zagehörigen Kollineationen nur einen roeUeu Doppelpunkt. In dem 
andern Gebiete jedoch, welches von den Punkten P^ gebildet wird, zo 
welchen man von Pj, gelangt längs stetiger Kurven, welche f — O, 
«5 = eine ungerade Anzahl von Malen überschreiten, besitzen die zu- 
gehürigen Kollineationen 3 reelle Doppelpunkte. Durch iJberschreituag 
von f=0 oder Oj = gelangt man aus dem 'einen Gebiete in das 
andere; nur die Punkte der Geraden CI3 ^ machen eine Ausnahme 
und zeigen das oben beschriebene Verhalten. 

5. Zuriickßhrung der vorigen Untersudiurtg auf den FaU einer 
Kollineatwnf die sidi in eingesckriä)ener Dreiedcsloffe befindet. — Wir 
können die im vorigen vorgenommene Untersuchung der Realitäts- 
verhältuisse der Doppelpunkte einer durch ihren Iterationswurf ge- 
gebenen KoUineation dadurch erheblich vereinfachen, daß man an Stelle 
der vorgelegten KoUineation eine andere einführt, welche die nämlichen 
Doppelpunkte besitzt, für welche jedoch die Untersuchung der in Rede 
stehenden Verhältnisse sich besonders einfach gestaltet. Dies ist in 
besonders hohem Maße der Fall für die Kollineationen , die sich, 
in eingeschriebener Droieckslage ') befinden ( — ahgdvürzt in ,^oüt- 
neationeii i. e. D." — ). Es wird sich daher zuvörderst darum handeli^i 
die an sich interessante Aufgabe zu lösen: Wenn eine KtAlineation S 
daixh 5 hmsehiÜve Punkte gegeben ist, eine KoUineation i. e. D. S JW 
lumstmieren, tvdciie dieselhen Doppelpunkte, wie G, besitzt. Es wirf 
alsdann ß durch 6 in sich übergeführt, oder © und ß sind ver- 
tanschbar: 6ß = SS- Diese Aufgabe wird gelöst mittels des folgen- 
den, an sich bemerkenswerten Satzes, den ich kürzlich an anderer 

1] et B. 8. 



I 
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StfiUe ') Teröffentlicht habe, and fiir den hier ein anderer Beweis mitgeteilt 
werden soll. Der in Rede stehende Satz lautet: Entspricht in dir Kolli- 
neaiion G einem Punkte P der Punkt P, , diesem der Ptmict P, und in der 
zu S inversen KoOtneation (£~ ' dem Funkle P der Punkt P_ , , diesem der 
Punkt P_j, alsdann ist die harmonische Polare von P in liezug auf das 
ßoppddreiech von S ideniisclt mit der harmonischen Polare von P in 
beiug mf das Dreieck, tcelches P_tP_i, P_,P,. P,P, su Seiim hat.'} 
Dabei verstehen wir nnter der harmonischen Polare eines Punktes P 
in bezng auf ein Dreieck die gerade Polare von P in bezug auf die 
von den 3 Dreieckseiten gebildete, zerfallende Kurve III, 0. Sind 
Pilftlps ^^ Koordinaten von P, a{x) = 0, 6(j;) =- 0, c(j;) = die 
Gleichongen der 3 Dreieckseiten, so ist die Gleichung der harmoniKhen 
Polare: ^,M. «1^ O 

a(p) "T b(p) "^ dp) " "■ 

Bei einem Dreieck mit 3 reellen Ecken A, B, C erhält man die 
harmonische Polare von P, indem man P aus A, B, C auf die G^en- 
seiten nach A,, B^, (?, projiziert, zu A^, S,, C\ die harmonischen 
Punkte A^, B^, C^ in bezug auf die auf derselben Seite liegenden 
Sckenpaare konstruiert imd dieae — bekanntlich in derselben Geraden 
liegenden — Punkte verbindet. Die oben gegebene allgemeine Definition 
<3er harmonischen Polare behält auch bei Dreiecken Geltung, deren 
Scken nicht sämtlich reell sind. 

Sei eine Kollineation ß gegeben und das Doppeldreicck derselben 
zum Eoordinatendreieck gewählt, dann ist die analytische Darstellung 
■won E: 



QXi- 



"Wählen wir den Punkt P i 
Koordinaten von: 



. Einheitspnnkt (1 1 1 1 1), so sind die 



Tmd es ist die Gleichung von P_^P_^•. 



e..' T' 



-230: t^er 



] Satz B 






I lier Theorie lier ebcuen 



1) ef. Math. Ann. 57, i 
Kollineation eil, 

3) Wählend dea Druckes ist eine Terallgemeinerung dieses Sat/es auf Räume 
von mehr ata zwei Dimensionen erschienen von Herrn Berzolarl; 8opra un 
teorema reUtivo alle uolliueaxioni, Rend. lal, Lomb. Milano (3) 36, 919— VSa (1903}. 
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die Gleichung von P_iPi lautet: 



die von PiP,: 



U/-t 30a JUa 

ßj ^ Cj 



x^ x^ x^ 



= 0, 



e. 



«» 



0. 



A^ ijS gjS 
Cj Cg Cj 

Mithin ist die Gleichung der harmonischen Polare von P (1 1 1 1 1) in 
bezug auf das Dreieck, welches P_^P_^, P_^P^y PiPj zu Seiten hat: 



x^ 



X, 



8 



Xfl 



8 



I ß-1 ß-^ 



3 ' 
1 



«T 



+ 



ai 



X, 



1 



er^ fr* 



^8 
«8 



•IUI »C^a 






3 



'8 



«T 



2 



C-1 



''s 



+ - 






^ 



er* 



*^3 



8 



1 



ef <^, 



*, 






''s 



= 0. 



Nun ist: 



1 1 1 



>2 






«r' 



1 



= («* - Cs)(fti - «i)(«i - <•»)> 



,—i 



«r* 



?iFn(«i - OC«"» - Ci)(ci - «.)> 



'i*«*« 



"^8 



= ^^ (*» ~ ^»)(^» ~ ^^^'^ ~ ^)- 



Also wird die obige Oleichung der harmonischen Polare: 

1 



c?c|4 



X, 



«r 



3 



X, 

er* 
er' 



Xt 






(«t— «5)(^8— «l)(«l— «t) 



+ 



Xi 


«s 




^ 


«s 


-eie,c, 




^ 





a;, 






X. 



s 



j 






Oder: 



(«1 - «.)(«i - <i)(«. -«,")■ ^ «it«i«l4(^'^* - ^*cr*) 

+ (e,e| - c|e,) -ei^«i(c5-»ei -cs-*Cj)]+a;,[. . .]+a;,[. . .] } =0. 



r ebenen EQlUnektion. 
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mit X, und Xj multiptiziericn Faktoren [. . .) gehen aus d«ni Faktor 
jr, durch cykÜsche Vertanschung von e^, e^, c, hervor. Die letzte 
cihnng läfit; sieh sefareibeD: 

-^ii^^r^Hi^irig l«.fe-<.K«.-«.K«.-'.)]+^[-]+».|.. 11-0. 

Faktoren, welche mit J,, x, multipliziert sind, sind dem mit j-, 
:ipliziert«n Faktor gleich, da dieser sich bei cyklischer VertBusi'hung 
e,, r,, f, nicht ändert Ist also «i 4^ c« + ^> d. h. ist die Kolli- 
ion keine Homologie, was wir aasschließen, da alsdann der Inhalt 
res Satzes bedentongsloä wird, so ist die Gleichung der bo- 
bteten harmonischen Polare: 

z, + X( + Xj == 0, 
die Gleichung der harmonischen Polare von P(1|1{1^ in bezng 
das Doppeldreieck von €, womit unser Satz erwiesen ist. Der Be- 
läßt sich auch auf den Fall, wo die 3 Doppelpunkte teilweise 
^kintlich zusammenfallen , ausdehnen. Mit Hilfe dieses Satzes 
1 man nun, wenn eine Kollineation durch 5 konsekutive Punkte 
P,, Pj, P,, Pj gegeben ist, zu jedem Punkt die harmonische 
j-e in bezng auf das Doppeldreieck von E konstruieren, ohne daß 
>s Doppeldreieck explizite gegeben zu sein bmucbt. Man kann 
jetzt auch ohne weiteres die Kollineationen i. e. D. konstruieren, 
be dasselbe Doppeldreieck, wie S, besitzen. Ist das Doppeldreieck 
[Koordinatendreieck gewühlt, so ist die Kollineation: 

pxi = e,Xi l.^i.!.») 

ngeschriebener Dreieckslage befindlich, wofern'): 
e, + e» + eg — 0, 
der dem Punkte 1 1 1 1 1 entsprechende Pimkt c, \ c, | r, auf 
ionischen Polare von 1 1 1 1 1 in bezug auf das Doppeldreieck 
indet; alsdann ist aach: 



j befindet sich auf der harmonischen Polaro von ij | x, | x,. 
Jsf eüie Kollineation E gegehai uiul befindet sich für irgend 
t P der entsprechende Punkt P' auf der Imrmonischen Polare 
1 auf das Doppeldreieck von S, so befindet sich S tu «"«- 
r Breieckslage, und es befindet swii fiir jeden Punkt x, | i, | arg 

mde x\ I x, | x'^ auf der harmonisdicn Polare von x, | a:, | J,. — 
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Ist eine beliebige KoJlineation ß durch 5 konBekutive Punkte Pj 
P,, . - - Pj gegeben und soll eine Kollineation i. e. D. 5 konatruiert! 
werden, welebe dieselben Doppelpunkte, wie S, besitzt, so konstniiers' 
man mittels des vorangeacliickten Satzes die harmonische Polare voai 
Pj in bezug auf das Doppeldreieck von @, wähle auf dieser einen be- 
liebigen Punkt Q^ , konstruiere die zu Q, in bezng auf S konsekutiven 
Punkte ft, ft. 4- ft. alsdann sind P,ft (' = i.s, .5i (cf. B. 2) Paare 
entsprechender Punkte einer Kollineation E mit denselben Doppel- 
punkten wie S, und die so erhaltene KoUineatiou ß befindet sich in 
eingeschriebener Dreieckslage, da Qj sich auf der harmonischen Polare 
von P, in bezug auf das Doppeldreieck befindet. 

Je nach der Wahl von $, auf der harmonischen Polare Ton ^ 
erhalten wir auf diesem Wege die sämtlichen oo' Kollineationen i. e. D. 
welche mit @ dasselbe Doppeldreieck haben, oder, was daeselbe ia^l 
G in sich überführen oder mit 6 vertauschbar sind, Ist also eine b&-t 
liebige KoUineation S gegeben, so hönnen ivir auf dem angegebenen Wt 
stets EolUneationen i. e. D. konstruieren, welche dies^en Doppäpm 
besitzen. 

Wir können somit, wenn es sich um die Untersuchung der Reali- 
täts Verhältnisse der Doppelpimkte handelt, stets die vorgelegte KoUi- 
neation 6 ersetzen durch eine Kollineation i e. D. mit den nämlichen 
Doppelpunkten. Für eine Kollineation i. e, D. jedoch ist die Unter- 
suchung der Realitätsverhältnisse der Doppelpunkte erheblich einfacher, 
was seinen algebraischen Grund darin hat, doB die kubische Gleichung 
von welcher die Doppelpunkte abhängen, in diesem Falle eine .,r«ftmert^ 
ist. Wir haben oben (S. 212) gesehen, daß bei einer Kollineation i. e. D, 
wenn P^, Pj, . . . konsekutive Punkte der Kollineation sind, P, eidi 
auf P^P^, P, sich auf P^P,, usw., P,^^ sich auf P,.Pi^.i befindet 
Darans ergibt sich, daß eine solche Kollineation durch 5 konsekutive 
Punkte noch nicht vollständig bestimmt ist, sondern erst durch 6. Seien 
also P,, Pj, . . . Pg 6 konsekutive Punkte einer Kollineation i. e. D. 
6, und sei daher P, auf PiP^, Pj auf F^P^, P, auf P^P^ gewählt 
Wählen wir das Koordinatensystem so, daß: 



^ 



resp. die Koordiuatea ; 

1|0|0, 0|1|0 



Pj 



OlOjl, 111|0, 0|1|1, l|lln 

erhalten, Bodaß also der Schnittpunkt E von P,Pj und PjPj der Bim- I 
heitspunkt dieses Eoerdinatensystems wird und k das DoppelTerhältni«: J 
(P,1',EP,) + I1 



Der Iterationswtirf einer ebenen Kollineation. 225 

bedeutet; alsdann ist die analytische Darstellung unserer Kollineation 

QX^ =» x^ , Qx'^ =» aXi + x^ , Qx'^ = ax^ , 

aus der man unmittelbar erkennt^ daß sich die Kollineation in ein- 
geschriebener Dreiecksli^e befindet^ da f&r sie die Invariante i^ ver- 
schwindet. 

Die kubische Gleichung; von welcher die Doppelpunkte abhängen, 
lautet in diesem Falle: 



= (>* — a() — a* = 0. 



-1 

— a Q — 1 

-a Q 

Die Diskriminante dieser Gleichung lautet: 

Je nachdem A negativ oder positiv ist, sind alle 3 Wurzeln reell 

oder nicht. 

Nun wird 

A<0, wenn 0<a<^, 

A.> 0, „ a < oder a > ^ . 

Die 3 Doppelpunkte sind also dann und nur dann sämtlich reell 
und verschieden, wenn < a < ^; ist a=^ ^ so werden 2 der 3 Doppel- 
punkte identisch. Man konstruiert also auf der Geraden P^P^ den- 
jenigen Pimkt P; für welchen das Doppelverhältnis: 

ist Befindet sich P^ zwischen P^ und P, so sind alle 3 Doppelpunkte 
reell; ist P^ » P, so fallen 2 der 3 Doppelpunkte zusammen; liegt Pg 
außerhalb der Strecke P4P; so sind 2 der 3 Doppelpunkte konjugiert 
komplex. 

Breslau, Dezember 1902. 
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Nene Schliefinngsprobleme. 

Von Pii. Maennciien in Alzey. 

Das Ponceletsche Schließungaproblem bei zwei Kegelachnitten, 
das ich bereits in dieser Zeitschrift (Bd. (3) 4, 296) fSr zwei Kreise in der 
Weise erweitert habe, daß an die Stelle der geradlinigen Polygonseiten 
gewisse Kreisbogen treten, soll jetzt eine noch weiter gehende Verall- 
gemeinerung erfahren. An die Stelle der geradlinigen Polygonaeiten 
treten jetzt Bogen von gewissen Kegelschnitten, und die Kegelschnitt^, 
denen das Polygon ein-, bezw. umbesehrieben ist, dßrfen nunmehr b&- ' 
liebig gestaltet sein. 

Eine zweimalige Anwendung des so gewonneneu Resultats liefert. 
alsdann die Verallgemeinerung eines Steinerschen ScMießungasatzea. 

Die auf diese Weise gefundenen Satze werden schließlich anf dest 
Kegelschnittbüschel übertn^en. 

1) Anf einer Fläche 2. Ordnung, die ich mit F bezeichnen wQ^ 
nehme ich drei Kegelschnitte, Kj, K^ und K^ so an, daß JT, zwischen 
K^ und K^ liegt und Ä", und K, keinen gemeinschaftlichen Pnnkt haben. 

Nun beschreibe ich K^ ein Polygon ein, dessen Seiten Bogen von 
Kegelschnitten sind, die anf der Fläche F liegen und K^ und K^ 
jedesmal anf dieselbe Art berühren. Gelingt dies von einem Punkt« 
des Kegelschnittes K^ aus mit n Seiten, so gelingt es von jedem 
Punkte aus, der auf K^ liegt, mit derselben Seitenzahl, 

Bmeeis: Die Ebenen der Kegelschnitte des Polygons nmhülletf] 
einen Kegel mit der Spitze S, auf dessen Mantelfläche Ä", und K^ 
liegen. Ich wähle S als Zentrum und projiziere die sämtlichen Kegel- 
schnitte auf die Ebene von £",. Alsdann erhalte ich zwei Kegelschnitte, 
K, und fi'g, das Bild von Äj, und ein geradliniges Polygon, das Bild 
der Kegelschnitte des Polygons auf F. Da aber für das geradlinige 
Polygon, das K^ ein- und AT, umbesehrieben ist, der Schließungssatz 
für zwei Kegelschnitte gilt, so ist auch die Gültigkeit des oben aas- 
gesprochenen Satzes bewiesen. 

Zitsatz: Unser Schließungssatz gilt natürlich auch dann noeh, 
wenn wir K^ durch eine solche Ranmkurve 4, Ordnung ersetzen, derem 
Projektion von S aus auf eine Ebene einen Kegelschnitt liefert. 

2) Die auf F gezeichnete Figur projiziere ich nun von einem be- 
liebigen anderen Punkte aus anf die Ebene von K^. Dann entstehen 
die Kegelschnitte K,, ä;, K; als Bilder von K„ K^, Ky Ein Kegel- 
schnitt entsteht anch als Bild der Kurve 4. Ordnung, falls ich nur 



1 



A 
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einen der geeigneten Pnnkte als Projekt! onszentmm wähle. Als Bilder 
der K^ und K, berührenden Kegelschnitte, die das K^ e in beachri ebene 
Polygon bilden, entstehen Kegelachnitte, die Ki und K^ jedeamal aaf 
dieselbe Art berühren und ein Polygon bilden, das K^ einbe- 
schriebeu ist. 

Diese Kegelschnitte haben aber noch drei wichtige Eigenschaften 
mit den ihnen entsprechenden Kurven auf F gemein, nämlich: 

a) Die Verhindnngalinieu der Berührungspunkte einea jeden dieser 
Kegelschnitte mit K^ nnd Ä'j gehen durch einen Punkt, nämlich durch 
S', das Büd von S. 

b) Schneiden sich zwei von diesen Kegelschnitten, die K, in U' 
and V berühren mögen, in den PuJikten P' und Q', so geht die 
Gerade P' Q' durch S', und auf der Geraden P'Q'S' liegt außerdem 
der Schnittpunkt der gemeinschaftlichen Tangenten in ü' und V. 
Denn P und Q auf F, sowie die Tangenten in U und V haben die 
gleichen Eigenschaften. 

c) Der Kegelschnitt, welcher K^ in U' berührt, möge K^ in ü" 
berühren. Die gemeinschaftlichen Tangenten in V und ö" schneiden 
sich in einem Punkte I)'. Alsdann gibt es stets noch einen unter den 
K, und K^ berührenden Kegelschnitten, der A', in L\ und Kj in U" 
so berührt, daß die gemeinschaftlichen Tangenten in diesen beiden 
Punkten ebenfalls durch Ö' hindurchgehen. 

Das System der A\ und K^ berührenden Kegelschnitte, die außer- 
dem noch die soeben festgestellten Eigenschaften besitzen, will ich eine 
Serie nennen. Die beiden Kegelschnitte, welche von allen Kurven der 
Serie berührt werden, mögen die Träger der Serie heißen und der 
Pnnkt, in dem sich die Verbindungslinien der Berührungspunkte 
schneiden, das Zentrum der Serie. 

Letzteres ist durch die Träger und einen Kegelschnitt der Serie 
bestimmbar. Denn aus U' und ü" läßt sich ü, nnd 17," beatimmen, 
und die Geraden U' ü" und i7,' 17, " seimeiden sieh in S', dem Zentrum 
Jer Serie. 

3) Wew» die Träger Ä", und ff,' gegchen sind, so ist eine Serie 
durch einen ihrer Kegtischnitie eindeutig bestimmt. 

Beweis: Ich wähle im Raum einen beliebigen Punkt S. Durch 
diesen Funkt als Spitze und A',' als Leitlinie ist ein Kegel 2. Ordnung 
bestimmt. Durch diesen Kegel lege ich eine Ebene dei-art, daß die 
Schnittfigur Aj und Ä", ein in der Geraden SS' gelegenes Perapeb 
tivitätszentmm C haben. Der gegebene Kegelschnitt, der die Serie be- 
stimmen soll, möge A, in A^, A'j in A^ berühren. Diesen Punkten 
entsprecfaeu nun die Punkte A^ auf Ai nnd A^ auf Kj. Ä^A^ geht 
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durch 5; denn (', A^ und S' beatimmen eine Ebene, in der nach 
Konstruktion auch A^, vi, und S liegen miisaen. Die durch die Spitsw 
des Kegels gebende Ebene muß aber eine Gerade aus dem Kegel 
heraus schneiden. 

Durch Ä,A^ lege ich die Tangentialebene an den Kegel mit d« 
Spitze S. Auf dem gegebenen Kegels clinitt nehme ich außer vi, 
und A^ noch einen beliebigen Punkt P' an. 

Die Gerade P'C möge die Tangentialebene in P treffen. Durch 
die Berührungapunkte A^ und A^ sowie den Punkt P ist aber ein 
Kegelschnitt eindeutig beatimmt, und dieser ist zu dem gegebenen 
Kegelschnitt persp aktiv. Durch K, nnd Ä^ ist ein Flächenbüschel 
2. Ordnung bestimmt und durch P eine ganz bestimmte Fläche F 
dieses Büschels. Auf dieser Fläche liegt der durch Ai, A^ und P 
bestimmte Kegelschnitt ToUständig, da diese drei Punkte eine Ebene 
bestimmen, die aus der Flache F einen Kegelschnitt herausschneidet, 
welcher Ä'j in A^ und K^ in --1, berührt und außerdem durch P geht 

Ich verbinde nun P' mit jS' und ziehe die gemeinschaftliche 
Tangente in Ay Die beiden Geraden treffen sich in einem Punkte Qf, 
von dem aus ich eine zweite Tangente an Ä", ziehe. Diese berührt in B,. 
S'Bi trifft Äj in einem Punkte, den ich mit Bj bezeichne. Durch 
B,, Bj und P' ist ein zweiter Kegelschnitt bestimmt, der die in a), b) 
and c) auf S. 227 angegebenen Eigenschaften hat. Dieser Kegelschnitt 
wird aber durch das Zentrum C auf die Fläche F als Kegelschnitt ab- 
gebildet, der £j und K^ in B, und B^ berührt und dessen Ebene 
durch S geht; mithin gehört der durch B^, B', und P' bestimmte 
Kegelschnitt derselben Serie an, wie der angenommene. Die Fläche F 
nenne ich eine der in der Ebene gelegenen Serie mgehörige FUche. 
Es gibt beliebig viele Flachen, die einer gegebenen Serie zugehören. 

4) Gelingt es von eittetn Ptoikle eines Kegdschniäs Äj aus. diesem 
ein in dersdbett Ebene gelegenes Polygon eimuhesdireiben, dessen Seitat 
Bogen von Kegdsclmitten einer Serie sind, so gdingi dies immer »h| 
dersdben SeUenzaM, in tcddiem Punlie auf K^ man auch beginnen mag. 

Beweis: Ich projiziere die Figur derart auf eine zur Serie gehörige 
Fläche 2. Ordnung, daß K^ sich selbst entspricht, K^ das Bild von 
K'j ist, und das Bild von K^ entweder auch ein Kegelschnitt oder 
eine Kurve 4. Ordnung. Letztere muß jedoch immer so ^beschaffen 
sein, daß die Verbindungahnien ihrer Punkte mit dem Perspektivitats- 
zentrum von £^, und K^ einen Kegel 2. Ordnung bilden. Daß dies 
immer möglich ist, soll zunächst noch nachgewiesen werden. 

Ich nehme einen Punkt S an mit den Koordinaten 3^i | Xj | a^i i 
Durch diesen Punkt und den Kegelschnitt K^ Ist ein Kegel S, Ord- 





nung bestimmt, den icli mit ü beneicbneQ will. Die Ebene von Ky 
nenne ich M, und eine zweit« Ebene N wälile icb so, daß der TOn 
ihr aua dem Kegel berausgescbnittene Kegelschnitt A', mit Kj ein auf 
der Geraden SS' gelegenes Perspektivitätszentrum C hat, wo S' das 
/entniiti der gegebenen Serie bedeutet. Dann ist 

U+XMN=0 

<Iie Gleichung eines Büschels, und nun muß ich X eo wählen, daS die 
dadurch bestimmte FEche zu der gegebenen Serie gehört. 

Durch C und K^ iat ein Kegel V bestimmt, und durch diesen 
Kegel und die zur Serie gehörige Fläche U+ K'MN ein neuer 
BQschel, dessen Gleichung lautet: 

Da in dieser Gleichung alle veränderlichen Größen Funktionen von S 
sind, so kann die Fläche dieses BUschelB, welche durch den Punkt S 
geht, so bestimmt werden, daß die Hessesche Determinante der 
Flächeuirleichum; 

verschwindet. Die Hessiana dieser Fläche iat also eine Funktion von 
den drei unabhängigen Größen x^, r,, x^. Wenn sie verschwindet, 
was auf beliebig viele Arten erreicht werden kann, so ist die durch S 
gehende Fläche des zweiten Büschels ein Kegel. 

Wenn ich nun die Serie in der Ebene auf die Fläche 2. Ordnung 
abbilde, derart, daß die Bilder der Träger Kegels chnitte sind, deren 
Perspektivitätszentrum S ist, und S dabei so gewählt wird, daß die 
Strahlen von diesem Punkt ans nach dem Bild von K'^ einen Kegel 
2. Ordnung bestimmen, so erhalte ich auf der Bildfläche 2. Ordnung 
eine Figur, für die nach 1) der Schließungssatz gilt. Also muß er 
auch für die Serie in der Ebene gelten. 

5) a) Silfssaiz: Alle Pimiie, in denen sich Kegelschnitte einer 
Serie gegenseitig berühren, liegen auf einem KegelscJinttt. 

Beweis: Ich bestimme eine zu der Serie gehörige Fläche. Das 
Bild der Serie besteht nun aus Kegelschnitten, die sich gegen- 
seitig berühren, und zwar liegen die Berührungspunkte auf dem 
BerühruDgskegel mit der Fläche, und die Spitze dieses Kegels ist 
das Perspektivitätszentrum der Bilder der beiden Träger. Der Be- 
rühnutgskegel trifft aber die Fläche 2. Ordnung in einem Kegel- 
schnitt, sbo muß auch das Original in der Ebene ein Kegelschnitt 
gewesen sein, q. e. d. 
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b) Aus diesem Hilfaaatz folgert man sofort den folgenden 
Schließimgs b atz : 

Gelingt es einmal, swei Kegelschnitten der Ebene n Kegelsdimik 
einer Serie derart einmibesehreä)en, daß jeder dersdben den vorhergelienden 
und den nachfolgenden berührt, so gdingt dies stets, wo man aucA be- 
ginnen niag. 

Denn nimmt man von jedem Kegelschnitt der Serie nur den 
Bogen von einem Berührungspunkt bis zum andern, so kann man 
den in 4) bewiesenen Satz auf die dadurch entstehende Figur uu- 
wenden. 

Der ao gefundene Satz ist eine Verallgemeinerung eines bekannten 
Steinerschen Satzes'), und jetzt erscheiueo, wie man sieht, die heideu 
Sehließ ungsprobleme, das Ponceletsche hei zwei Kegelschnitten und 
das Steinersche hei zwei Kreisen, als Speziatialle eines und desselben 



6) Ich will nun den folgenden Hilfssatz beweisen: 

ürder den beliebig vielen Flächen, die eu einer Sene gehören, gibt 
es auch solche, bei denen das BiUl eines in der Sbene der Serie gelegenen 
Kegdschnitls K^ ebenfalls ein Kegelschnitt ist. 

Ich bestimme, wie in 3) angegeben, eine zu der Serie gehörige 
Fläche. Dann wird im allgemeinen das Bild Ton K'^ eine Raumkum' 
4. Ordnung sein. Diese liegt aber, wie auf S. 228 ausgeführt ist. auf ^ti 
dem Kegel 2. Ordnimg mit der Spitze S. Diesen Kegel schneide ich .«i 
durch eine beliebige Ebene und erbalte den Kegelschnitt K^'; ebenso o 
schneide ich den durch S und K^ bestimmten Kegel durch eine ^»< 
Ebene und erhalte äTJ'. Ich wähle eine der Flächen des durch .«J 
K[' und K'^ bestimmten Büschels, und diese schneidet aus dem durch .«lÄ 
S und K^ bestimmten Kegel noch den Kegelschnitt Ä';' heraus. Die ^»i 
Ebenen der Kegelschnitte der Serie auf der zuerst konstruierten FWche ^^e 
schneiden die neue Fläche in Kegelschnitten einer Serie, deren Tr^er ~xlv 
K'^ und K'^ sind, und die aufeinanderfolgenden Kegelschnitte schneiden .aiMii 
sich nunmehr auf einem Kegelschnitt K'^, q. e. d. 

Bei jeder zu einer Serie in der Ebene gehörigen Fläche schneiden .«r-mn 
sich die aufeinanderfolgenden gemeinschaftlichen Tangenten der Kegel — J- 
schnitte der Serie mit JiTj auf einem Kegeschnitt K. Man erkennt— z^ 
daß dies auch bei den entsprechenden Tangenten der ursprünglicbei^^Ki 
Serie in der Ebene bereits der Fall sein muß. 



1) Steiner, Werke, Bd. L 5. 43fiF. Über metiiache Belatioa«n vergl. ». a. 
3. 8S5 u. SaO: „TheorimeB de gdomätrie", sowie die Anmerkung Qergonnei 
denselben , 
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Diese Eigenschaft köniite man natSrlich auch mit zum Beweis 
heranziehen, uad dies wird wohl auch der gangbarste Weg filr eine 
rechneriache Beweisführung sein; insbesondere werden sich auf diesem 
W«ge vermutlich am elegantesten die metrischen Relationen ergebeu, 
denen Ki, K^ und A'j unterliegen müssen, damit das Polygon eine 
vorgeschriebene Seitenzahl hat. 

7} Um zu einem noch allgemeineren Satze zu gelangen, führe ich 
ein System von Kegelschnitten ein, das ich eine Sa^e im Büschel 
nennen will. Diese unterscheidet sicli von der einfachen Serie da- 
durch, daB an die Stelle der beiden Träger jeder Kegelschnitt dea 
durch diese Träger bestimmten Büschels treten darf. N^uu lautet der 
allgemeinere Satz: 

Wenn » — 1 Seiten des einem Kegelschnitt eini>eschriebenen n-Kcks 
einer Serie im Büschel angehören, so gciiört auch die nie Seile dieser 
Serie tm. 

Beweis: Ich projiziere die Figur derart auf eine Fläche F 2. Ord- 
nung, daß zwei Kegelschnitte des Büschels und der Kegelschnitt, dem 
das n-Eck einbeschrieben ist, als Kegelschnitte abgebildet werden. Das 
£ild des letzteren will ich mit F bezeichnen. Dann werden natürlich 
alle übrigen Kegelschnitte des Büschels als Kegelschnitte abgebildet, 
deren Ebenen sich sämtlich in einer Geraden schneiden. Die Pole aller 
dieser Ebenen inbezug auf F liegen demnach auf einer Geraden. Auf 
dieser liegen auch die Spitzen aller Kegel, die durch je zwei Kegel- 
schnitte dea Büschels auf F bestimmt sind. Alle diese Kegel schneide 
ich durch die Ebene des Kegelschnitts F. Dann entsteht nach einem 
leicht zu beweisenden Satze ^} ein Büschel von Kegelschnitten, für 
welches der Schließungssatz för geradlinige Polygone gilt. Da das 
geradlinige Polygon in diesem Gebilde aber den Kegelschnitten einer 
Serie im Büschel auf 7'' und mithin auch auf der ursprünglichen 
£bene entspricht, so gilt der SchlieSungssiitz in der Form, wie ich ihn 
oben ausgesprochen habe. 

Alzey, 2. Oktober 1902. 

Nachtrag: Alle unsere Sätze sind bis jetzt nur für solche Serien 
bewiesen, bei denen das Zentrum durch die Träger und einen Kegel- 
schnitt der Serie bestimmt ist. Solche Serien will ich Serien im engeren 

1) Der Satz int vermutlich bekauut, obgleich ich ihn in der mir z\it Ver- 
fügung stehenden Literatur nicht vorfinden konnte. Man lege eine beliebige 
Ebene durch die Gerade, auf der die Pole aller Ebenen dea Büicheh liegen, und 
seige, daB auf der Schnittlinie dieser Ebene mit der Ebene von F Puuktepaare 
einer Involution entatehen, 

Anhiv dor Urnttaaumtik uad Pfayalk. lU. R*lh« VII. 18 



Sinne nennen. Be&eit man sich dagegen von di^er Einscfaiünkimg, i 
erhält man ein Gebilde, dos nur noch die in a) and b) auf S. 227 an- 
gegebenen Eigenschaften hat, aber nicht mehr die in c) angegebene. 
Ein solches System mag eine Serie im weiteren Sinne- heißen, nnd es 
handelt sich darum, unsere Sätze auch fllr diese nachzuweiaen. 



Einfacher Beweis nnd Terallgemeinerung eines 
Steinerschen Satzes. 

Von Ph. Maexnchen in Alzey. 

Der Satz, mit dem ich mich in dieser Arbeit beschäftigen will, 
findet sich in Steiners Werken (Bd. I, S. 135, vgl. auch CrelleB 
Journal Bd. II, 96 — 98). Steiner selbst bezeiclmet ihn als „einen der 
merkwürdigsten geometrischen Sätze", allein er gibt keinen Beweis für 
denselben. Einen elementaren, aber verhältnismäßig umständlichen Be- 
weis liefert Geiser (Einl. in die synthet. Geom.), Holzmüller (Elera. 
d. Stereometrie, Bd. I, S. 279) beweist den Satz in sehr eleganter Weise 
und vennutet, daß sein Beweis der einfachste und wohl auch der von 
Steiner geheim gehaltene sei,^) Wenn ich nun im folgenden einen 
weiteren Beweis liefere, der ebenso einfach ist wie der Holzmüllersche, 
so geschieht dies lediglich aus dem Grunde, weil derselbe zu wesent- 
lichen Verallgemeinerungen Veranlassung gibt. 

Zunächst will ich den Steinerscheu Satz in eine für meine Zwecke 
geeignetere Form bringen. Steiner spricht ihn folgendermaßen aus: 

Wenn in einer Ebene zwei beliebige Kreise Ic, A-j gegeben sind, 
80 gibt es eine Schar unzählig vieler anderer Kreise m.nl^,m^,m^....J 
von denen jeder jene beiden auf die nämliche Art berührt, und die 
Mittelpunkte dieser Schar Kreise liegen in irgend einem Kegelschnitt 
Dreht man jeden Kreis der genannten Schar um einen seiner Durch- 
messer, so erhält man eine Schar Kugeln m, m^, m^, m^, . . ., und dann 
gibt es eine zweite Schar von Kugeln M, M^, M^, 3/j, . . ., von denen 
jede alle Kugeln der ersten Schar berührt, und deren Mittelpunkte 
ebenfalls in einem Kegelschnitte liegen; imd zwar steht die Ebene des 
letzteren Kegelschnitts auf der gegebeneu Ebene senkrecht nnd schneidet 
sie in der Geraden kl\. Es findet nun das merkwürdige Gesetz statt: 



1) Einen wertvollen Beitrag zu (liCHen Bctraciituiigen hat Ä. Schamann 
geliefert in der Programmabbandiung : , J3i« S tc i d er Beben Kreisreihen and 
ihre Beziehung zum Ponceletgchen ScblieSungBproblem." Berlin, Askanisches 
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„tltß. tceim in der tr s lm J&tfrfirilf cnw ttmmmimMe BtStt m, ii^, 
Mj, m,, . . . mö^iek ist, ofinHaf omA m der fwedm ft^fbdW Ww 
kommauturaMe ReAe 31. Jf, , J^. Jf,. .... rort—Aw ü:f'. uud xwm- 
sind beide Reihen dem folg^aden böebst soaderiuoen gemeinscbafUi<.'hen 
Oesets onterworfen: 

„Bemdutt mam dif ZaU irr Vmiäuff der erstem Heilte dmn^t m 
«nd die Zfüd ihrer Glieder tKn^dm) dtari n. fenter die ZaU der Um- 
läufe und Glieder der ttceiten Hohe durch U nmt S. so ist alJemai 

I. ^.V 2 
Nach der in Torstehender Arbeit „Neue Schüeßnngsproblome'^ 
S. 227 eingefSbiteß Bezeichoimg mnB ich die Schar der Kreise m, 
»I,, ntj. »Wj. ... eine Serie Dennen, und zwar eine solche, deren 
Träger die Kreise k und l.\ sind. Lege iih durch die Mittelpunkte 
sämtlicher Eageln der zweiten Eugelreihe eine Ebene, so wird eine 
zweite Serie voii Kreisen herausgeschnitten, die ich durch Drehaug nm 
die Schnittkant« mit der ursprünglichen Ebene auf diese lege. Die 
so entstandene Serie, deren Träger der größte und der kleiiiste Ereis 
der ersten Serie sind, will ich die konjugierte Serie nennen. Nun lautet 
der modifizierte Satz: 

Liefert eine Serie von Kreisen den Quotlenien -, die konjugierte 
iSerie den Qnotiailen ^, so ist stets 

n ^^ A' 2 
Zum Beweis bilde ich die ganze Figur so auf eine Kugel ab, daß 
die Bilder der beiden Ereise k und k, parallele und gleich große 
Kreise werden. Dies ist alsdann auch bei den Büdem der beiden 
Trager der konjugierten Serie der Fall. Die Ereise der Serie auf der 
Kugel sind nun alle gleich groß, und dasselbe gilt von denen der kon- 
jagierten Serie. Die Durchmesser der Kreise beider Serien sind Sehnen 
Von zwei Hauptkreisen der Kugel, Die Durchmesser der vier Träger, 
die natürlich auch Kreise der andern Serie sind, bilden ein Rechteck. 
Wenn ich also den Zentriwinkel, der den Durcbmesser des einen Träger- 
j>aares als Sehne hat, mit x bezeichne, so ist der, der den andern als 
Sehne hat, gleich 180 — i. Nun ist 



r-y, q-e.d. 





234 Ph. M. 

Erweiteiung; Der soeben bewiesene Satz gilt für jede Serie, soieoü 
in der I3)ene, auch auf einer helid^igen Fläche ä. Ordnung; es muß nur 
noch definiert werden, was man hier unter der konjugierten Serie 
versteht, 

Die zu der Serie S konjugierte Serie oder kurz die Konjugierte 
von S ist diejenige Serie, deren Träger zwei gegenüberliegende Kegel- 
schnitte von S sind. 

Gegenüberliegende Kegelschnitte sind solche, deren gemeinschaft- 
liche Taugenten mit den Trägern durch einen und denselben Punkt 
gehen. 

Um den oben ausgesprochenen Satz zu beweisen, muß ich noch 
den folgenden Hilfssatz behandeln.- 

Jedv. Serie auf einer Flädie 3. Ordnung laßt sich als Ereisserie auf 
eine Kugel abbilden. 

Beweis: Ich bilde zunächst die Serie auf der F^che 3. Ordnung 
auf eine Ebene ab und zwar derart, daß der eine Träger ein Kreis 
wird. Diese Serie in der Ebene will ich nun auf eine Kugel abbilden. 
Ich konstruiere eine Kugel, auf der der kreisförmige Träger in der 
Ebene liegt. Dann wähle ich auf der Kugel einen zweiten Kreis der- 
art, daß eine Serie auf der Kugel entsteht, die genau dasselbe Ver- 
hältnis - liefert, wie die Serie in der Ebene. Dies ist auf beliebig 
viele Arten möglich, da man durch Variation des zweiten Kreises jede! 
mögliche Verlmltuis — herstellen kann.*) Der so konstruierte Kreii 
bestimmt mit dem zuerst festgelegten ein Perspektivitätszentrum iS. 
Ich verbinde S mit dem Zentrum der Serie in der Ebene und lege 
durch diese Gerade und die Berührungspunkte eines Kegelschnitts C 
der Serie eine Ebene. Diese schneidet aus dem Kegel eine Seitenlinie 
heraus, in der ich eine Tangentialebene an den Kegel lege. Diese 
Ebene schneidet aus der Kugel einen Kreis heraus, der ein Kreis der 
Serie auf der Kugel ist. Bilde ich denselben »uf die ursprüngliche 
Ebene ab, so erhalte ich dort einen Kegelschnitt, und zwar den Keget 
schnitt 6" der Serie in der Ebene. Denn wäre es nicht genau der 
Kegelschnitt C, so müßte die neue Serie in der Ebene ein andere« 
Verhältnis liefern, was jedoch unmöglich ist. Wenn ich also um- 
gekehi-t von S aus die Serie in der Ebeue auf die Kugel projizier^ 
80 erhalte ich auf letzterer eine Serie von Kreisen. 



I 
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Vgl. Holzmüller, u. a. ü. S. 362. 
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Wir wollen jetzt die gewonnenen Resultate zusammenfassen: 

Ich kann jede Serie auf einer Fläche 2. Ordnung auf eine Ebene 
so abbilden, daß ein Trager zu einem Kreise wird. 

Jede derartige Serie kann ich so abbilden, daß das Bild eine Serie 
auf einer Kugel wird. 

Dann wird die konjugierte Serie in der Ebene zur konjugierten 
Serie auf der Kugel. 

Für jede Serie auf der Kugel und ihre Konjugierte gilt aber die 

Steinersche Relation 

u ü;_ 1 

n "^ 2V " 2 ' 

Mithin gilt dieselbe auch für jede Serie in der Ebene und ihre Kon- 
juffierte; endlich auch für jede Serie auf der Fläche 2. Ordnung und 
deren Konjugierte. 

Bezüglich der Zahl der konjugierten Serien läßt sich leicht zeigen, 
daß dieselbe unendlich groß ist. Denn zu jedem Kegelschnitt einer 
Serie gibt es einen gegenüberliegenden, imd diese sind alsdann die 
Trager einer Konjugierten. Bei der Abbildung auf die Kugel werden 
die Bilder dieser beiden Trager im allgemeinen nicht den größten und 
den kleinsten Kreis der Serie ergeben; doch läßt sich dies leicht er- 
reichen, wenn man die Kreisserie auf der Kugel nochmals in geeigneter 
Weise invers abbildet. 

Zweifellos haben wir in der yorliegenden Darstellimg noch nicht 
den allgemeinsten Fall zu erblicken. Es tritt yielmehr eine Fülle yon 
neuen Fragen auf, von denen ich nur einige zum Schluß heraus- 
greifen wilL 

1) I^ßt sich der Satz auch für eine Serie im weiteren Sinne aus- 
sprechen, und welches ist in diesem Fall die Konjugierte? 

2) Gilt ein entsprechender Satz für Serien im Büschel, sowohl im 
engeren als auch im weiteren Sinn? 

3) GKlt ein entsprechender Satz auch für den Fall, daß die auf- 
einanderfolgenden Kegelschnitte sich nicht berühren, sondern sich in 
Punkten eines Kegelschnitts schneiden? 

Die Beantwortung dieser und ähnlicher Fragen sei einer späteren 
Gelegenheit vorbehalten. 

Alzey, 21. November 1902. 




über die Strahlnngsgesetze. 

(Vortrag, gthalt^u in der Chemisdion GoHdUthalt /,u Breslau am 3. Juli 19ÜS). 
Von E. PßiNGSllElM in Berlin. 

M. H. Indem ieh der ehrenvollen Aufforderung Ihres verehrten 
Vorstandes mit verbindlichem Danke Folge leiste, will ich versuchen, 
Ihnen einen kurzen Überblick über einige Fortschritte zu geben, die 
ün Laufe der letzten Jahre auf dem Gebiete der Strahlungslehre ge- 
macht worden sind. Dabei müsBen wir unser Thema jedoch eng um- 
grenzen und können uns keineswegs mit all' den wichtigen Errungen- 
Bcbaften beschäftigen, durch die unsere Kenntnis von der Strahlung 
und den Strahlen neuerdings in so verschwenderischer Fülle bereichert 
worden ist. So mub ich <es mir insbesondere versagen, Ihnen die 
jüngsten Wunderkinder der Physik vorzufiihren, die Röntgenstrahlen, 
Becquerelstrahlen, Radium-, Polonium-, «-Strahlen und wie sie alle 
heißen mögen, welche durch ihre wunderbaren Eigenschaften und ihren 
rätselhaften Ursprung nicht nur das lebhafteste Interesse der Physiker 
auf sich gezogen, sondern auch in der ganzen gebildeten Welt Staunen 
und Sensation hervorgerufen haben. 

M. H. Das Gebiet, mit dem wir uns heute beschäftigen wulleii, 
bat ^gst alles Sensationelle abgestreift, es ist das altbekannte, uns 
allen vertraute Gebiet der gewöhnlichen Lichtstrahlen und der mit 
ihnen wesensgleichen Strahlen, d. h. derjenigen, welche die Phjsüier 
als ultrarote und ultraviolette Strahlen bezeichnen. 

Die Vorgänge der Emission der sichtbaren, ultraroten und ultra- 
violetten Strahlen — wir wollen sie kurz als Lichtemiasion bezeidmfln 
— lassen sich zunächst theoretisch in zwei wesentlich verschiedet 
Klassen teilen, 1) diejenigen, bei welchen die ausgesandte Strahlung 
lediglich von der Temperatur des strahlenden Körpers abhängt, 2) die- 
jenigen, bei denen die Temperatur keine wesentliche oder wenigstens 
nicht die einzig wesentliche Rolle spielt. Die Verenge der ersten 
Art bezeichnen wir mit R. v. Helmholtz als rehie Temiierafitrstrahiiuif, 
ftir die Vorgänge der zweiten Art bat E. Wiedemann den NunM 
Lumiaesce»^ eingeführt. 

Das Gebiet der reinen Temperaturstrabhmg ist ein sehr groB« 
und wichtiges. Hierher gehört die Strahlung eines Ofens, das Licht 
das von dem Kohlenfaden der elektrischen Glühlampe und dem Kntw 
der Bogenlampe ausgeht, das Licht der Petroleumlampe, der KeiWi 
worin der ausgeschiedene fest« Kohlenstoff unter Wirkmig der HiW 
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leuchtet, überhaupt fast ausnalimaios alle Vorgänge, welche wir in den 
könstlichea Lichtquellen als Lichtspender benutzen. 

Um auch ein Beispiel dtr Luminescenz aazufflhren, erinnere ich 
an das krasseste Beispiel dieser Art, an Flooresccnz und Phosphorescenz. 
Hier senden die Körper Lichtstrahlen aus bei Tempemturen, die weit 
anter der Glühtemperatur Hegen, bei gewöhnlicher Zimmertemperatur, 
ja sogar bei der Temperatur der flilssigen Luft. 

I. Die StrahlimgBgesetze. 

1. Das Kirchhoffsciie Gesetss und der schiearse Körper. — Wir 
werden uns heute im wesentlichen nur mit der reinen Temperatur- 
Strahlung zu beschäftigen haben, denn nur für diese ist es gelungen, 
Strahlungsgesefze aufzuBtellen , d. h. quantitative Beziehungen zn finden 
zwischen den Bedingungen der Emission und der Art und luteusität 
der emittierten Strahlung. Das älteste Strahlungsgeaetz, welches 
das Fundament der ganzen quantitativen Strahlnngslehre bildet, ist 
das im Jahre 1860 von Kirchhoff aulgestellte und zwar theoretisch 
hergeleitete Gesetz von der Beziehimg zwischen dem Absorptions- 
vermögen und dem Emissionsvermögen der strahlenden Körper. Es 
gilt nur für reine Temperaturstrablui^, und Kirchhoff hat die Be- 
dingungen dieser Strahlung klar und scharf festgelegt. Man kann sie 
folgendermaßen aussprechen: Die in Form von Strahlung ausgesandte 
Energie muß vollständig und direkt der Wärmeenergie des strahlenden 
Körpers entnommen sein, und die von dem Körper absorbierte 
Strahlungaenergie muß vollständig und direkt in Wärmeenergie um- 
gesetzt werden. Wenn das der Fall ist, und nur wenn das der Fall 
ist, kann man auch auf die durch Strahlung übermittelte Wärme das 
Carnotsche Prinzip anwenden, aus welchem dann das Kirchhoffsche 
Gesetz sich ableiten laßt. Dieses wollen wir in folgender Form aus- 
sprechen : 

Haben wir eine beliebige Anzahl von Körpern mit verschiedenen 
Strahlnngs- und Absorptionaeigenschaften , die Körper 1, 2, 3, ... alle 
von der Temperatur T, seien £j, E^, E^, ... die Emissionsvermögen, 
A^, j4,, Äj, ... die Absorptionsvermögen bezogen auf eine bestimmte, 
ftlr alle gleiche Wellenlänge X, also auf Licht von einer bestimmten 
i Spektralfsrbe, so ist: 



Unter Emissionsvermögen verstehen wir hierbei eine Größe, welche die 
Intoiuität der von dem Körper ausgebenden Strahlung der Wellenlänge 
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A mißt, daa AbBorptionsveiinügen ist der Bruchteil der auf den Körper 
einfallenden Stralilimg, welcher in ihm Bhsorhiert wird. Trifft also die 
Energie J auf, so wird AJ abeorbiert, und das Absorptioflsvermögen ist; 

.' = ■*/■ 

Die nicht absorbierten Strahlen treten ans dem Körper wieder herauSj 
indem sie teils von ihm reflektiert, teils hindurchgelassen werden. 
Streng genommen muß Emissionsvermögen und Absorptionsvermögen 
noch auf eine bestimmte Richtung der Strahlen und eine bestimmte 
Polarisationsrichtung bezogen werden, doch auf solche Fiuessen wolloi j 
wir hier verzichten. Das Eirchhot'fsche Gresetz sagt also aus, daß dwl 
Verhältnis zwischen Emissionsvermögen und Abeorptions vermögen /ur 
dm glcidie Teynpcratur und Wellenlänge für alle verschiedenen Körper 
das gleiche ist, also unabhängig von der Natur des strahlenden Körpers. 
Für dieses konstante, von der Natur des Körpers unabhängige Ver 
hältnis wollen wir jetzt eine Bezeichnung einführen, wir nennen es Sj 
und deuten durch den Index i. an, daß es abhängt von der Wellen- 
länge X, für verschiedene l verschiedene Werte annimmt. Wir schreiben 
jetzt das Kirchhoffsche Gesetz in der Form 

indem wir unter £^ und ^j das Em iseions vermögen resp. Absorption*- 1 
vermögen eines beliebigen Körpers für die Wellenlänge X veratehea. 
Was bedeutet dann Sj? Ist .4^ = 1, so wird 



Also Sj^ ist das Emissionsvermögen eines Körpers, dessen Absorptdoos- 
vermÖgen 1 wird, d. h. der alle Strahlung der Wellenlänge X, die auf 
ihn einfällt, absorbiert. Wenden wir diese Gleichung der Reihe nach 
auf alle verschiedenen Wellenläjigen A an, so stellt S^ die Emission 
eines Körpers für alle Wellenlängen dar, dessen Absorptionsvermögen 
filr alle Wellenlängen = 1 ist. Ein solcher, zunächst nur theoretiBcb 
gedachter Körper würde alles auf ihn auffallende iremde Licht Tei^ 
schlucken, im fremden Licht betrachtet würde er also vollkommen 
schwarz erscheinen. Das ist der von Kirchhoff theoretisch definierte 
schwarze Körper, welcher alle auf ihn auffallende Strahlung absorbiert, 
also Strahlung weder reflektiert noch hindurchläßt. 

Welche Bedeutung hat nun das Kirchhoffsche Gesetz? 

Lange Zeit wurde diese im wesentlichen in einer Folgerung et- 
blickt, welche man aus ihm ziehen kann und welche von Kirchhoff 



i 

1 



^ 

4 



L 



Bchcm aos Oiib g wog aa wocdea kk. Dh M die FoIg<pnmg, dkB «in 
Körp«', weldwT fär Strahles fräer buAiutmtai W«>ll«ilia^ ein Im^ 
sonders hohes EmiEsionsrermögeii i>6sitzt, für dieselben Stnhlen »neh 
ein besondeis großes AbeorptionsTerm^ieii h&beji moS. Odn mit 
anderen Worten: Eine leachteode SubstanE, welche ein Linienspektnini 
zeigt, d. b. helle Linien auf dunklem Grande^ muB ein dem Linien- 
spektnun genan entepret^hendes Abenrptionsspektnini besitzen, ilunklo 
Linien auf hellem Grunde, deren Wellenlänge und L^e im Spektnin) 
mit der derselben Linien des Emissi on^pektnims genau Qbereinstinimt. 
Diese Folgerung ist lange Zeit als die theoretische Gmndli^;e des 
wichtigsten Versuches der S[>ektralanalTse angesehen worden, des Ver- 
suches der ümkehrung der Spektrallinien, und damit zuji^leicb fds Grund- 
lage der Schlüsse, welche man aus der Lage der Fraunhofer sehen 
Linien im Spektrum und ihrer Übereinstimmung mit den hellen Linien 
der Spektren irdischer Element« auf die chemische Konstitution der 
Sonne hat ziehen können. In neuerer Zeit nun ist die Anschanung 
durchgedrungen, daß die Bedeutui^ des Kircbhoffscheu Geseb.es in 
dieser Beziehung weit Überschätzt worden ist. Denn das Gcseti: gilt 
nur für reine Temperaturstrahlung, die Vorgünge aber, um die ea sich 
hier handelt, bei denen die gasförmigen Elemente LinieuEpektron aus 
senden, können nicht als reine Temperaturstrahlung betrachtet werden, 
sondern sind Luminescenzerscheinungen. Das Kircbhoffsche Oeaetr. 
ist also auf diese Vorzüge gar nicht anwendbar. Die aus ihm ge- 
zogene Folgerung aber ist dennoch gültig, imd zwai- deshalb, weil sie 
eben nicht wie das Kirchhoffsehe Gesetz bloß für reine Temperatur- 
Strahlung gilt, sondern auf einer viel breiteren Grundlage ruht. Sie 
ist einfach der Ausdruck einer allgemeinen Eigenschaft aller Itesonanz- 
Tor^nge. Alle schwingenden Systeme vermögen Schwingungen der 
gleichen Schwingungsdauer, wie sie selbst aussenden, auch in her- 
vorragendem Maße zu absorbieren. Das sehen wir iu der Menhanik 
an den Pendeln, in der Akustik au Hesonatnren, Saiten usw., imd das 
Gleiche ist sogar für den krassesten Fall der Lumiuesconz, für die 
Fluoreecenz vor kurzem durch Burke bewiesen worden, Wenn wir 
also dem Kirchhoff sehen Gesetz den Ninibna rauben inUssen, daß ea 
die theoretische Grundlage der Spektralanalyse sei, so ist gerade in 
der letzten Zeit seine eigentliche und wahre Bedeutung um so d<^ut- 
[icher hervoi^etreten , die infolge der gewaltigen Eriolgo der Hpektral- 
analyse lange Zeit ül>erseben oder vernachlässigt worden ist. 

Für die reine Temperahirstrahlung setzt das Kircb hoff sehe Ge- 
setz die Emission aller in der Natur vorkommenden Körper i 
^^«n&che Beziehung zu der eines bestimmten Körper», des •chwuren. 
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Würden wir die Funktion iS^, d. h. die Emission des schwaraenl 
Körpers für jede Wellenlänge bei jeder Temperatur kennen, so würdenl 
wir aus ihr die Emission für jeden beliebigen Körper berechnen können, ■ 
wenn uns dessen Absorptionsvermögen Aj^ bekannt ist. Die Funktimid 
.S'j stellt also die allgemeinste Form der Abhängigkeit dar, in welcherl 
die Strahlung von der Temperatur und Wellenlänge steht, sie ist diel 
allgemeine Slrahhmgsfunkthn losgelöst von allen individuellen Ab-1 
sorptionseigenschaften eines speziellen Körpers. Während es in dwj 
Spektralanalyse auf die individuellen Verschiedenheiten der Str&hlung»>l 
eigens chatten der verschiedenen Substanzen ankommt oud man diel 
verschiedenen Elemente an den charakteristischen Verschiedenheiten 
ihrer Emission erkennt, so entsteht hier die Aufgabe, die allgemein^ 
ftlr alle Körper maßgebende EmisBionafunktion Sj zu finden, ans 
welcher sich die speziellen Emiasionsfunktionen E^ der einzelnen J 
Körper dann mit Hilfe des Absorptionsvermögens ergeben. Hier iit J 
also nicht die Frage, was die Körper scheidet, sondern was sie eintlff 

Diese Strahlungsfunktion des schwarzen Körpers gibt zugleicli deo f 
Maximalwert an, den die Strahlung eines Körpers von bestimmter I 
Temperatur überhaupt erreichen kann. Denn da A^ höchsteue = 1 1 
sein kann, im allgemeinen aber ein echter Bruch ist, so hat die 1 
Strahlung des acbwarzeu Körpers — die schwarze Strahhmg, wie ' 
sie mit Thieaen nennen wollen — für jede Wellenlänge die höchste 
Intensität, welche für einen Körper dieser Temperatur überhaupt er- 
reichbar ist. Der schwärzeste Körper ist zugleich der weiBeste, der 
intensivst«, hellste Strahler. Dieser scheinbare Widerspruch, dieses 
Paradoxon, ist eben der Ausdruck des Kirchboffachen Satzes, nach 
dem die Helligkeit eines Korpers als Emittent seiner Dunkelheit, seiner 
Schwärze als Absorbent proportional ist. 

Auch in therm odynamiacher Beziehung ist die schwarze Strahlung 
vor jeder andern ausgezeichnet. Sie kann als der stabile Gleich- 
gewichtszustand der Strahlung angesehen werden, in welchen jedeJ 
andere Strahlung ohne Arbeitsleistung übergefiibrt werden kann. 

Kircbboff selbst hat diese Bedeutung seines Satzes scharf hervor-- 1 
gehohen, er hat ausgesprochen, daß die ganze Fruchtbarkeit dieses I 
Gesetzes sich erst zeigen werde, wenn auf experimentellem Wege die 1 
Foi-m der Funktion gefunden sein werde, welche die Strahlung des J 
schwarzen Körpers für jede Wellenlänge und jede Temperatur zu be- 1 
stimmen gestattet. 

Im folgenden wollen wir uns mit den Arbeiten beschäftigen, welche 1 
uns zur vollkommenen Kenntnis dieser allgemeinen Strahtuugsfunktion 5{ J 
geführt haben. 
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Vorher jedoch wollen wir einen einfachen Versuch uns teilen, 
welcher uns zeigen aoll, wie gemäß dem Kirch ho ff sehen Gesetz 
Emissioas vermögen imd Ab aorptiona vermögen einander parallel gehen. 

Ich habe hier ein diimies Platinblech von nur 0,01 mm Dicke, 
welches durch einen an seinen beiden Enden zngefiihrten elektrischen 
Starkatrom glühend gemacht werden kann. Auf der Vorderseite des 
8 cm langen, 4 cm breiten Bleches habe ieh in der Mitte einen 
kreisförmigen Tintenfleck gemacht, diese Stelle ist also dunkler als 
die blanke Platinoberfläche, sie bat ein größeres Absorptionsvermögen 
als diese. Ich schließe den Strom und projiziere mit Hilfe einer Linse 
das Bild des glilhenden Bleches dort auf den weißen Schirm. Sie 
sehen, wie sich der Tintenfleck hell von dem dunkler glühenden Platin 
abhebt, seinem größeren Abaoiptions vermögen entspricht nach dem 
Kirchhoffschen Gesetz bei gleicher Temperatur ein größeres Emissions- 
vermögen, Daß die Temperatur des Tintenfleckes wirklich nicht höher 
ist., als die des umgebenden Platins erkennen Sie leicht, wenn ich jetzt 
das Bild der Rückseite des Bleches auf einen zweiten Schirm projiziere. 
Jetzt sehen Sie, daß die Stelle, an welcher sich auf der Vorderseite 
des Bleches der Tintenfleck befindet dunkel auf hellem Hintergründe 
erscheint, ein Beweis dafüi-, daß diese Stelle nicht nur nicht heißer, 
sondern sogar weniger heiß ist, als die Umgebung. Das ist aucli 
ganz erklärlich; denn da der Tintenfleck mehr Wärme in Form von 
Strahlung aussendet, als das lilanke Platin, durch den Strom aber jedem 
Querschnitt des Bleches gleichviel Warme zugeführt wird, so muß die 
Stelle, an der sich der Tintenfleck befindet, 'weniger heiß seiu, als der 
übrige Teil des Bleches. Das Manco an Strahlung infolge der etwas 
niedrigeren Temperatur wird also durch das höhere Emissionsvermögen 
des Tintenfleckes mehr als ausgewetzt. 

2. Das Stefan- Boltsmannsctie Gesetz. — Der Weg, der uns aur 
Erkenntnis der Funktion S^ geführt hat, läßt sich in zwei Etappen 
teilen. Zuerst fassen wir alle Strahlen verschiedener Wellenlänge zu- 
sammen und fragen: Wie hängt die Gesamtstrahlung des schwarzen 
Körpers von der Tenjperatur ab? Dann erst wenden wir uns zu der 
Frage: Wie ist die Energie der schwarzen Strahlung unter die Strahlen 
verschiedener Wellenlänge verteilt? 

Lange Zeit wurde die Frage nach der Gesamtstraklun;/ unklar auf- 
gefaßt, indem man nicht genügend berücksichtigte, daß die ver- 
schiedenen Körper verschiedene Strahlungsgesetze befolgen müssen, und 
daß das allein typische, allgemeine Gesetz nur dem schwarzen Körper 
zukommt. Die verschiedenen Forscher, welche mit beliebig heraua- 
gegriffenen Substanzen arbeiteten, kamen daher zu verschiedenen Resul- 
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taten, die miin mit einander nicht in Einklang zu bringen wnBte. So 1 
wurden verschiedene StrahlongsgeBetze aufgestellt. Wir wollen ubb | 
hier nur mit einem dieser Gesetze beschäftigen, nämlich demjenigen, ] 
welches Stefan 1879 nicht als Strahlungsgeaetz des schwarzen Körper«, ' 
Bondem als „Strahlungsgesetz der Körper" aufgestellt hat. Ans der 
Betrachtung der Resultate, welche verschiedene Forscher an verschie- 
denen Substanzen gewonnen hatten, kam er empirisch mit gutem Glück 
zu seinem Gesetz, wonach die Strahlung der Körper proportional der 
vierten Potenz der abeolnteu Temperatur zunimmt. Wenn dieses Geseta 
auch nicht fiir alle Körper gilt imd nicht für alle Körper gelten kann, 
so hat es doth eine große Bedeutung gewonnen zunächst dadurch, daß 
Boltzmanu 1889 theoretisch gefunden hat, daß das Stefausche Ge- 
setz für den schwarzen Körper gelten müsse. Es lautet: 

(1) s = ö ■ rv 

Hier bedeutet S die Gesamtstrahlung des schwarzen Körpers bei der 
absoluten Temperatur T, s eine Konstante. 

Boltzmann geht aus von dem wichtigen Satze der MaxwellBchen 
elektromagnetischen Liebtheorie, wonach ein Lichtstrahl bei sentrechler 
Inzidenz auf die ilächeneinheit einen Druck ausübt, welcher gleich ist 
der in der Einheit des Volumens enthaltenen Energie der Strahlung. 
Es ist dies der berühmte StrahJungsdruck oder Ätherdruck. Aus ihm 
leitete Boltzmann mit Hilfe rein thermodynamischer Überl^ungen 
das Stefausche Gesetz für den schwarzen Körper ab. 

Eine exakte Prüfung dieses Gesetzes war so lange unmöglich, alfl 
man auf die natürlichen Körper angewiesen war, über deren Schwära« 
man kein rechtes Urteil besitzt. Zwar gibt es einige Körper wie z.B. 
Ruß und Platinmohr (daher der Name), welche bei gewöhnlicher Tem- 
peratur nicht nur für das sichtbare Licht, sondern auch für die hier 
besonders in Betracht kommenden ultraroten Strahlen nahezu voll- 
ständig schwarz sind, aber diese Körper sind als Strahler nicht zn Ter- 
wenden, weil sie schon bei mäßiger Temperatur zerstört werden, Ruß 
bei 400", Pt-Mohr bei 600" C, Daher war es ein großer Fortschritt, alfl 
es Wien und Lummer 1895 gelang, die schwarze Strahlung zu verwirk- 
lichen. Die Möglichkeit hierzu ist gegeben durch eine einfache Fot 
gerung aus dem Kirchhoffschen Gesetz. Diese sagt aus, daß innerhalb 
eines geacblossenen Raumes von überall gleicher Temperatur die 
Strahlung des schwarzen Körpers herrscht, d. h. die von jeder Stfllla 
der Oberfläche nach dem Innern des Raumes ausgehende Strahlung ist 
genau die gleiche, als ob die Oberfläche eine vollkommen schwarze wäre, 
gleichgültig aus welchen Körpern sie in Wirklichkeit besteht. Nim 
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braucht man nur in einen solchen Raum eine kleine ÜShung zu machen, 
so gelangt aus dieser die Strahlung nach außen, und diese Strahlung ist 
praktisch mit der des schwarzen KSrpers vollständig identisch. Also 
um die schwarte StralUar^ su verwirklichen, hritigt man einen beliebit/ 
gestalteten Hohlraum aus beliebiger Substanz auf honstatUc Temperatur 
und läßt die Strafünng aus seinem Innern durch eine kleine Öffnung aus- 
treten. Das Prinzip ist also sehr einfach. Haben wir zwei freistrahlende 
Körper 1 und 2 mit großem respektive kleinem Absorptionsvermögen, so 
ist bei gleicher Temperatur T die Eigeustrahlung vim 1 groß, von 2 kleb: 
Ej resp. Cj. Bringen wir jetzt die Körpi-r in einen Hohlmura von der 
gleichen Temperatur T, so werden beide von der gleichen, dort herrschen- 
den Strahlung getroffen. 1 hat große Absorption, gibt also von den auf 
ihn fallenden Strahlen wenig wieder heraus, die „geborgte" Strahlung y, 
ist also klein. Die ganze von ihm ausgehende Strahlung ist 

Für 2 ist die Eigeosti-ahlung c, klein, aber da es wenig absorbiert, so 
ist seine geborgte Strahtuug Gj groß, die gesamte von ihm ausgehende 
Strahlung ist ^ 

Was dem Körper 2 also an Eigenstrahlung abgeht, ersetzt er durch 
geborgte Strahlung, und aus dem Kirchhoffschen Gesetze geht un- 
mittelbar hervor, daß E^ -\- g, für jede Wellenlänge genau gleich 

f, + G, ist. 

Zur Demonstration dieser Wirkungsweise des Hohlraums dient der 
von Lummer konstruierte „Glühtopf". Es ist dies ein kleiner elek- 
trischer Ofen, in welchem ein Porzellantigel zur Rotglut erhitzt wird. 
Die Wände und der Boden des Tigels, sowie der Deckel des Ofens be- 
finden sich auf nahezu gleicher Temperatur. Auf dem Boden des 
Tigels ist ein kreisrunder Tintenfleck gemalt. Durch eine Ofhiung im 
Deckel tritt das Licht aus dem Innern heraus, und ich entwerfe mit 
Hilfe einer Linse ein Bild von dem Boden des Tigels auf einem unter 
45*^ gegen die Horizontale geneigten Schirm. Sie sehen einen kreismnden 
gleichmäßig hellen LichtÖeck. Von dem Tintenfleck ist nichts zu sehen, 
in dem gleichtemperierten Hohlraum strahlen alle Körper gleich, hier 
gibt es keine Klassenunterschiede. Jeder ersetzt das, was üim von 
Natur fehlt durch das, was er sich borgt; das weiße Porzellan wirft 
durch Reflexion einen größeren Teil der auf ihn einfallenden Strahlung 
zurQck, als der stärker absorbierende, weniger stark reflektierende 
Tintenileck. Jetzt führe ich ein kaltes Metallrohr in den Hohlraum 
.welches den Boden des Tigels vor den von den Seitenwänden aus- 
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gehenden Strahlen schützt. Sofort sehen Sie in dem jetzt natürlich ] 
verkleinerten Gesichtsfeld den Tintenfleck hell auf dem dunkleren Gnmde 
leuchten. Jetzt ist jeder auf seine eigene Kraft angewiesen, und sofort 
zeigt sich, wer von der Natur mit einem höheren Strahl ungsrermögen 
ausgerüstet ist. Ich ziehe jetzt das Rohr wieder heraus. Was ge- 
schieht? Der Tintenfleck erscheint dunkel auf hellerem Grunde, Die 
Erklärung ist einfach. So lange das Kohr eingeführt war, konnte die 
Strahlung von dem Boden des Tigels nach auSen gelangen, von den 
Seitenwänden nicht, daher hat sich der Boden mehr abgekühlt als die 
SeitenwÜnde, Diese sind jetzt heißer als jener. Wenn das Rohr heraus- 
gezogen ist, kommt daher die Kraft der Ei gen Strahlung weniger zar 
Geltung, als die Kunst fremde Strahlung zu borgen, da diese fremde 
Strahlung jetzt von höher temperierten Körpern ausgeht, als die Eigen- 1 
Strahlung. Jetzt ist 

■El - f« < Gi - !h , 
also 

Nach kuraer Zeit hat sich die Temperatnr wieder ausgeglichen, Ei+gi 
ist wieder gleich e^ + G, geworden, und das Bild des Tinten£eckes ist 
wieder verschwunden. 

Soviel zur Demonstration des Prinzips vom Hohlraum, auf welchem 
die Konstruktion des schwarzen Körpers beruht. Mit solchen schwarzen 
Körpern haben Lummer und ich 1897 die Gesamtstrahlung in ihrer 
Abhängigkeit von der Temperatur untersucht. Die strahlenden Hohl- 
räume aus Glas oder Metall wurden in einem Strom von Wasserdampf, 
oder in einem Bade von geschmolzenem Salpeter oder bei den höchsten 
Temperaturen in eiaem Gasofen auf gleichmäßige Temperatur gebracht, 
die Temperatur wurde teils mit gewöhnlichen, teils mit hochgradigen 
Thermometern, teils mit einem Le Chatelieracheii Thermoelemente 
gemessen; die Strahlungsmessung erfolgte mit Hilfe eines Lummer- 
Kurlbaumschen Flächenbolometers. Dieses besteht im wesenÜicben 
aus einem sehr dünnen, nur 1 fi dicken, mit Platinmohr geschwärzten 
Platinblech, welches die auffallende Strahlung absorbiert. Dadurch 
erhöht sich die Temperatur des Bolometers um ein geringes, und diese 
Temperaturerhöhung lUßt sich durch die Andenmg sehr genau fest- 
stellen, welche der elektrische Widerstand des Bleches dabei erfäbrL 

Die Widerstand smessung geschieht nach der Methode der 
Wheatstoneschen Brücke, indem man die bei der Bestrahlung des 
Bolometers eintretende Ablenkung eines in den Stromkreis eingeschalteten 
empfindlichen Galvanometers beobachtet. Die Resultate der Yervache 
sind in folgender Tabelle zusammengestellt. 
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723,0 
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1378,0 


44700 


124^ 


1879,0 
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1470,0 


57 400 


123,1 


1468,0 


+ 2 


1497,0 


00600 


120,9 


1488,0 


+ 9 


1635,0 


67 800 


122,3 


1631,0 


+ 4 



Hier gibt Spalte I die mit dem Thermometer resp. dem Thermo- 
element gemessene absolute Temperatur des achwarzen Körpers, SpaJte II 
die auf gleiches Maß reduzierten zugehÖrigeu Galvano meterablenkuugen 
an, welche der emittierten Strahlung S direkt proportional sind. In 
Spalte III findet sich der aus jeder Beobachtung folgende Wert der 
Größe <f (multipliziert mit 10'"), wenn man voraussetzt, daß die be- 
treffende Beobachtung der Gleichung (1) folgt. Mit dem Mittelwert 
der Größe ts ist dann aus jeder Beobachtung nach der Gleichung 

(U) T-fl 

die Temperatur T berechnet imd in Spalte IV eingetragen. Die Zahlen 
der Spalte V zeigen, daß sich die Abweichungen der Resultate yom 
Stefanschen Gesetz schon dureli relativ kleine Fehler der Temperatur- 
bestimmung wüi'den erklären lassen. 

Durch diese Versuche war also die Gültigkeit des Stefan-Boltz- 
mannschen Gesetzes innerhalb der beobachteten Temperatui^enzen 
experimentell bewiesen. Da die therm o dynamische Herleitung Boltz- 
manns als elnwandsfrei betrachtet werden kann, so können wir diese 
Experimente zugleich ansehen als Bestätigung der Maxwellschen 
Hypothese des Ätherdrucks, welche neuerdings so wichtige Anwendungen 
auf die Theorie der Kometen gefunden hat. Im Jahre 1900 ist es 
Lebedew gelungen, dieaen Atherdruck auch direkt experimentell nach- 
zuweisen, allerdings durch sehr subtile Versuche. 
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Endlicli sind diese Meastmgen noch in einer anderen Beziehung er- fl 
wähnenswert. Die angeführte Tabelle ist nämlich nicht unserer damaligea 1 
, Arbeit entnommen, sondern ein wenig verändert. Die erste Berechnung H 
unserer Versuche ergab einen etwas weniger guten Anschluß an du H 
Stefansche Gesetz, und wir Termuteten, daß dies seinen Gnind in derfl 
Ungenau igkeit der benutzten Temperaturskala hätte. Diese beruhte auf H 
der in der Reichsanstalt von Holboru und Wien ausgeführten Ver-H 
gleichung des Le Chatelierschen Thermoelementes mit dem Gas- 
thermometer. In der Tat ergaben eich bei einer von Holborn und Day 
ausgeführten neuen Vergleichung dea Thermoelemente mit einem Stick- 
|t stofFthermonieter Abweichungen gegen die frühere Skala, welche unsere 
' Versuche über das Stefansche Gesetz in die vorhin gezeigte sehr be- 
f t'riedigende Übereinstimmung brachten. Hier zeigte sich also schon eine 
* gewisse Überlegenheit der Strahlungemeeaungen bei hohen Temperaturen 
, gegenüber den damals durchgeführten gasthermo metrischen Temperatur- 
j bestimmungen. 

f 3. Eneriji^trvm und Energiemaximum. — Nachdem so das Grund- J 
^ gesetz der schwarzen Strahlung experimentell ermittelt war, gingen wir ^| 
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zur UnterBuehung der Frage über, wie die Emiasion des echwarzen 
Körpers für jede Temperatur auf die Strahlen verschiedener Wellen- 
1 länge verteilt ist. Die Lösung dieser Aufgabe wurde uns dadurch 
sehr erleichtert, daß wir nicht mehr mit den früher benutzten schwer 
zu behandelnden schwarzen Körpern zu operieren brauchten, sondern 
den inzwischen von Lummer und Kurlbaum konstruierten elektrische 

zu handhaben ist. Bei diesem besteht der strahlende Hohlraum (T'ig. 11^ 
aus einem mit Zwischenwäudeu und Diaphragmen versehenen zjlindri — " 
sehen Porzellanrohr. Die Heizung erfolgt durch einen starken elektri- — 
sehen Strom, der einen über das Rohr gestülpten Mantel aus dünnem^c: 

Platinblech durchfließt. Einige Schutzhüllen (in der Figur nicht ge 

zeichnet) dienen zum Schutze gegen äußeren Wärmeverlust. Durct:» 
zwei Löcher der mittleren Querwand sind die Drähte eines Thermo—^ 

1 elementea T hindurchgezogen, welches zur Messung der Temperatu— =^^ 
des schwarzen Körpers dient. Die aus der Öffnung auatretendh-*' 

\ Strahlung dieees Kdrpere wurde mit Hilfe eines Spektralbolometesv 

■ J 
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untersucht. Es iat das ein Spektralapparat , bei welchem die Ob- 
jektive des Kollimators und des Beobachtungsfemrohrs durch zwei 
konkave Silberspiegel ersetzt sind; statt des Okulars ist ein Linear- 
bolometer eingesetzt. Da es nämlicli hier wesentlich auf die ultra- 
roten Strahlen ankommt, welche vom Glas stark absorbiert werden, 
können keine gläsernen Linsen benutzt werden. Ebenso muß das Prisma 
aus einer für ultrarot durchlässigen Substanz bestehen; wir benutzten 
ein Flußspatpriama. Zwischen dem Spalt und dem schwarzen Körper 
befand sieb eine mit Wasser gespülte Klappe. Wird diese in die Höhe 
gezogen, so fällt die Strahlung desjenigen Spektralbezirkes, in welchem 
gerade der schmale, nur 0,2 mm breite Platinstreifen des Linearbolo- 
meters eingestellt ist, auf das Bolometer; der dabei erzeugte Galvano- 
meterausschlag wird beobachtet. Die Temperatur des schwarzen Körpers 
wird konstant gehalten und das Bolometer allmählich durch das ganze 
Spektrum hindurchgeführt, wobei in jeder Stellung die Klappe in die 
Böhe gezogen und nach Vollendung des Ausschlages wieder gesenkt 
wird. Trägt man die beobachteten Ga Ivan ometerau Sachlage als Ordinaten, 
die zagehörigen aus der prismatischen Ablenkung leicht zu berechnenden 
Wellenlängen als Abszissen ein, so erhält man die der betreffenden 
Temperatur des schwarzen Körpers zugehörige sogenannte Enei^eknrre. 
Die so gefundeneu Kurven aind von der Dispersion des Prismas ab- 
hängig, bei Anwendung eines Prismas mit anderem brechenden Winkel 
würden sie eine ganz andere Gestalt haben. Um nun Kurven zn er- 
halten, welche von diesem individuellen Einfluß des Prismas frei sind, 
werden die beobachteten Kurven auf das sogenannte Normalspektmm 
reduziert, d. h. sie werden durch eine einfache Umrechnung auf die- 
jenige Form gebracht, die man erbalten würde, wenn das benutzte 
Prisma ein Norraalapektrum geben würde, d, h. ein Spektrum, in welchem 
der Abstand je zweier Spektralfarben pioportional ist der Differenz 
ihrer Wellenlängen. Eine Anzahl solcher normaler Energiekurven der 
schwarzen Strahlung sind in Fig. 2 dargestellt. Jede einzelne der aus- 
gezogenen Kurven bezieht sich auf eine bestimmte, in der Figur an- 
gegebene Temperatur. Es sind also Kurven konstanter Temperatur, 
Isothermen, deren Ordinaten proportional dem Emissionsvermögen des 
schwarzen Körpers sind, während die Abszissen die zugehörigen Wellen- 
längen in (t angeben. 

Schon bei oberflächlicher Betrachtung dieser Kurven fallen was 
einige Eigentümlichkeiten auf. Zunächst ist der stetige Zug der Kurven 
durch einige unregelmäßige Vertiefungen unterbrochen. Dies kommt 
daher, daß der Wasserdampf und die Kohlensäure, welche in der Luft ent^ 
halten sind, einige bestimmte Wellenlängeubezirke stark abaorbierea und 



daher die zum Bolometer gelangende Strahlung 
schwächen. Diese Äbsorptiouslücken sind für 
ond um sie 



za Terringem, haben 
wir das Spektro bolo- 
meter in einen Kasten 
eingebaut, dessen Luft 
möglichst von Wasaer- 
dampf und Kohlensäure 
befreit war. Ohne diese 
Maßregel würden jene 
Lücken bedeutend tiefer 
und breiter sein. Ferner 
ist leicht zu sehen, daß 
die Kurven einander nie 
schneiden, sondern daß 
jede Kurve höhererTem- 
peratur vollständig ober- 
halb der Kurve tieferer 
Temperatur liegt. Oder 
mit anderen Worten : die 
Energie jeder einzelnen 
Wellenlänge wächst mit 
steigender Temperatur. 
Jede der Kurven hat 
ein Maximum, von dem 
aus nach beiden Seiten 
die Energie abnimmt. 
Die Wellenlänge , an 
welcher das Maximum 
liegt, wollen wir mit 
Xaxti, das zugehörige 
maximale Emissionsver- 
mögen mitSmu, bezeich- 
nen. Diese maximale 
Wellenlänge liegt für 
die verschiedenen Kur- 
ven an verschiedenen Stellen des Spektrums, und zwar s 
mit steigender Temperatur das Maximum immer mehr 
Wellenlängen hinrückt. Dabei steigt die Energie der kürzeren 1 
viel schneller mit der Temperatur, als die der 




spricht der aUbekannteo Erscheinung, daß ein glühender Körper bei 
tieferen Temperaturen zunächst rötlich glüht, und daß diese Rotglut 
dann mit steigender Temperatur allmälilich in Gelbglut nnd Weißglut 
übergeht 

Ehe wir nun weiter auf die Resultate eingehen, welche aus 
miseren Kurven abgelesen werden können, müssen wir uns noch kurz 
mit einigen Ergebnissen der Theorie beschäftigen. W. Wien hatte 
1893 auf der sicheren Grundlage der Thermodynamik theoretisch sein 
„Verschiebungsgesetz" entwickelt. Dieses enthält zwei uns hier be- 
sonders interessierende Gesetze, welche sich auf die Lage und Intensität 
des Energiemaxiraums im Spektrum der schwarzen Strahlung beziehen. 
Der erste dieser Satze sagt aus, daß die maximale Wellenlänge der 
Ener^iekurven in dem gleichen Verhältnis abuimmt, wie die absolute 
Temperatur des schwarzen Körpers steigt. Der zweite Satz sagt, daß die 
maximale Energie selbst proportional der fünften Potenz der absoluten 
Temperatur zunimmt. Wir können diese beiden Sätze durch die Formeln 

(2) i.,. ■ r = .-1 

und 

(3) S„„ ■T-^ = B 

ausdrücken, in denen A und B Eonstante bedeuten. 

Wie genau diese Gesetze durch unsere Versuche bestätigt ■ 
zeigt folgende 

Tabelle 2. 
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-2940 


2188 
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In der vorletzten Spalte ist die Temperatur angegeben, welche man 
findet, wenn man mit dem aus den Beobachtungen folgenden Mittel 
TOn B die Temperatur nach Gleichung (3) berechnet, in der letzten 
Spalte die Differenz zwischen der beobachteten und dieser berechneten 
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Temperatur. Auch hier eieht man wieder, da& alle ÄbweicbuDgen < 
Beobachtung von der Gleicliting (3) sich schon durch kleine Fehler in I 
der TemperaturbeBtimmimg würden erklären lassen. Für die Konatanta 1 
des Gesetzes (2), welche eine Natur konstante, unabhängig von den bft- J 
sonderen Verauchabedinguugen ist, ergeben unsere Versuche den Wert J 

A = 2940. 

4. Spditralgleicfmng. — Während also die auf das Maximum der 
Eneigie bezüglichen, theoretiach von W. Wien gefimdenen Gesetze 
durch unsere Versuche vollkommen bestätigt wurden, war das nicht 
in gleichem Maße der Fall mit einer anderen von Wien im Jahre 1896 
theoretiach hergeleiteten Gleichung, welche direkt die Verteilung der 
Energie im Spektrum des schwarzen Körpers darstellen aollte. Diese 
Wiensche SpektraU/leichuHg , deren Herleitung von sehr unsicheren 
kinetischen Hypothesen ausgeht und anch in ihren Schlußfolgerungen 
angreifbar ist, lautet: 



Diese Gleichung gibt also direkt das Emissionsvermögen S^ des schwarzen 
Körpers an als Funktion der Wellenlänge l und der absoluten Tem- 
peratur T. C und c sind Konstanten, e die Basis der natürlichen 
Logarithmen. In Fig. 2 sind die Kurven gestrichelt gezeichnet, deren 
Verlauf durch die Gleichung (4) für die der Beobachtung zugrunde 
gelegten Temperaturen dargestellt wird. Diese theoretischen Kurren 
zeigen von den beobachteten zwar keine sehr großen, aber deutliche 
und zweifellos systematische Abweichungen. 

Diese Differenz zwischen Beobachtung und Theorie veranlaßte uns, 
unsere Versuche unter veränderten Bedingungen zu wiederholen, jedoch 
war das Resultat der zweiten Untersuchung, welcher Übrigens ob^[« 
Kurven entnommen sind, in vollkommenem Einklang mit dem der ersten., 

Inzwischen war aber die Position der Wienachen Gleichung erhel 
lieh gestärkt worden, experimentell durch Paschen, theoretisch durch 
Planck. Paschen benutzte einen von ihm konstruierten „schwarzen 
Körper" und fand zunächst bei ziemlich tiefen Temperaturen die 
Wiensche Gleichung in voller Übereinstimmung mit dem Experiment 
Planck leitete diese Gleichung theoretisch aus der Theorie der elektrisehf 
Schwingungen mit Hilfe der Thermodynamik ab und glaubte dieser AI 
leitung ein hohes Maß von Sicherheit zuschreihen zu können. Dem»- 
er sprach es aus, daß die Wiensche Gleichung eine notwendige 
der Anwendung des Prinzips von der Vermehrung der Entro^iie aoF 
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die elektromagnetiBche StmKlimg sei, and dafi daher die Grensen ihrer 
Gültigkeit, falls solche überhaupt existieren, mit denen des zweiten 
Hauptsatzes der Wärmetheorie znsammenf allen. Kon nach unserer 
zweiten Arbeit erschien eine Publikation von Paschen, worJu er auch 
für hohe Temperaturen die Richtigkeit der Wienschen Gleichung mit 
einer überraschenden Genauigkeit experimentell nachwies. Einen von 
uns gegen seine Theorie gemachten Einwurf erkannte Planck (1900) 
zwar als berechtigt an, gab aber einen neuen theoretischen Beweis filr 
die Richtigkeit der Wienschen Gleichung. 

Da bei unsem Versuchen die Abweichungen zwischen Theorie und 
Experiment mit steigender Wellenlänge sichtlich zunahmen, suchten 




wir die Entscheidung durch Untersuchung liingerer Wollen horbeizu- 

,' führen. Flußspat besitzt für Wellenlängen von mehr als 7f* eine 

' starke Absorption, daher ersetzten wir das FluBspatprisma des Spektral- 

i bolometers durch ein Prisma aus Sylvin, welches für Untersuchungen 

des Spektralgebiets zwischen I2(i und IHfi sehr geeignet ist. Da es 

. sich hier wesentlich um die Frage nach der Richtigkeit der Wienschen 

Gleichung handelt, so wollen wir die Resultate dieser Arbeit in etwas 

anderer Form darstellen, als bisher, Falln nämlich die Wiensche 

Gleichung gilt, so müssen sich, worauf zuerst Paschen aufmerksam 

I gemacht hat, gerade Linien ei^eben, wenn man den Logarithmus des 

) EmiasionsTermögens für eine bestimmte Wellenlänge A als Ordinate, 

j den reziproken Wert der Temperatur (Vr) als Abszisse aufträgt. In 
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dieser Form als „Iso Chromaten" Bind unsere VersuchBergebniast! in Fig. S 
wiedergegeben; die ausgezogenen Kurven stellen die Beobachtungen 
dar; die gestrichelten Linien diejenigen Geraden, welche fdr did 
Isochromaten aus der Wienschen Gleichong folgen würden. 

Hier treten die Abweichungen zwischen Beobachtung und Theori« 
noeh viel stärker hervor, als bei unseren früheren Versuchen, sie gehen 
bis zu 60% des beobachteten Wertes der Energie nnd sind duroll 
Versuchsfehler unmöglich zu erklären. Die schon früher von uid 
gefundenen Abweichungen werden also durch diese Experimente voll- 
kommen bestätigt, nnd es ist zweifellos erwiesen, daß die Wienschfl 
Gleichung nicht den richtigen Ausdruck für die Kirchhoffsche Funktiott 
Sj darstellt. Dieses Resultat wurde aueh durch Versuche von Rubenv 
nnd Kurtbaum bestätigt, welche mit Hilfe der Methode der ReststrahleQ 
Wellen bis zur Länge von bOji untersuchen konnten. 

Jetzt beugte sich die Theorie dem Experiment. Plaack gab e 
neue Spektralgleichuug an, von der Form: 

(6) «.- , f . 



Wie Sie sehen, m. H., ist der Unterschied zwischen dieser Gleichu])| 
und der Wienschen äußerlich ein sehr geringer, beide Formeln nntop 
scheiden sich nur durch den im Nenner der Planckschen Gleicliung il 
der Klammer stehenden Zusatz — 1. Aber diese Eins ist nicht gmtf 

80 harmlos wie sie aussieht. Freilich so lange die Größe e"" einen 
großen Wert hat, 100 oder gar 1000 und mehr, kommt es wenig oder 
gar nicht darauf an, ob ich von diesem Werte noch die Zahl 1 

abziehe oder nicht. Je kleiner aber e"" wird, je mehr sich dieser 
Wert selbst dem Werte 1 uähei-t, desto mehr tritt der Einfluß dieser 
Planckschen Eins hervor, und desto mehr differieren die nach der 
Planckschen Gleichung berechneten Werte der Strabhmgsfunktion S^ 
von den aus der Wienschen Gleichung folgenden. Es läßt sich nun leicht 
zeigen, daß die Konstante c der Planckscben Gleichung in einer sehr 
einfachen Beziehung steht zu der Konstante A der Gleichung (2"l: 



Es ist nämlich: 



A^„- T=A. 
c = 4,96fS . A 



= 2940 gefunden hatten: 
(■= 14600. 
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Für nicht allzu große Werte von XT ist also der UnterBchied zwischen 
der Planckachen und der Wienschen Gleichung sehr gering. Für 

ir— 3000 würde /^= 130 sein. Hier würde also die Subtraktion der 
Eins den Wert von Sj um weniger als l^o vermiDdem. Für die höchste 
von uns beobachtete Temperatur und die größte Wellenlänge gebt aber 

AT biß zum Werte von etwa 30000, also ist i^=0,5, e^ = 1,65. 
Wenn wir hiervon Eins abziehen, so verringert sich der Wert der 
Größe iSj beinahe auf % des nach der Wienschen Gleichung berechneten. 

Planck stellte seine Gleichung zunächst auf Grund unserer Versuche 
auf, brachte sie aber später in eine interessante theoretische Beziehung zur 
Thermodynamik. Dies führte ihn dazu, aus den Versuchen über die 
schwarze Strahlung Werte für die absolute Masse eines Atoms und die 
Größe des elektrischen Elementarqnantums abzuleiten, welche mit den 
anf ganz anderen Grundlagen gefundenen Zahlen der Größenordnung 
nach gut übereinstimmen. 

Im Jahre 1901 hat auch Paschen neue Versuche veröffentlicht, 
nach denen er die Plancksche Gleichung mit derselben Genauigkeit 
bestätigt findet, mit welcher er früher die Wiensche Gleichung als richtig 
gefunden hatte. 

So war endlich volle Harmonie zwischen Experiment und Theorie 
hergestellt. Die Plancksche Gleichung steht mit der Erfahrung in iso 
guter Übereinstimmung, daß sie mindestens mit sehr großer Annähenmg 
als der mathematische Ausdruck der Kirchhoffschen Funktion S^ gelten 
kann. Ihr Verlauf wird graphisch durch unsere Kurven (Fig. 2) dar- 
gestellt. 

Somit war das Ziel erreicht, welches Kirchhoff einst der Forschung 
gestellt hatte. Wie steht ea nun'mit der Erwartung, welche Kirchhoff 
ausgesprochen hat, der Erwartung, daß nach Erreichung dieses Ziels 
sich die ganze Fruchtbarkeit seines Gesetzes zeigen werde? Noch ist 
die Zeit, welche seit der Begründung der Strahlungsgeaetze verflossen 
ist, zu kurz, als daß schon alle Konsequenzen aus der neuen Erkennt- 
nis hätten gezogen werden können. Aber schon ein Überblick Über 
das bisher Erreichte wird Ihnen hoffentlich zeigen, daß die Voraussagung 
Kirchhoffs nicht unberechtigt war. (FottHOnn« roigi.} 
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F. Auerbach. Die Onuidbegrifffl der modfimen Natorlehre. Aus 

Natur und Geisteswelt 40. Leipzig 11102, B, G. Teubaer. 155 S. 

Das Büchlein stellt eine zusammen hüngende, für jeden GebUdet«n ver- 
ständliche Entwicklung der Bogriffe dar, die in der modernen Naturlebre 
eine Rolle spielen; es sind das die Begriffe von Raum und Zeit und der aus 
ihnen sich ableitende Begriff der Bewegung, die in ihren Mannigfaltigkeiten 
untersucht werden; die Begrifle von Kraft und Masse und, im Anschluß an 
letztere, die allgemeinen Eigeuschaften der Materie; sodann die Begriffe 
Arbeit und Energie-, endlich als letzter und modemstar Begriff: Entropie. 

Ihren eigentlichen Inhalt gewinnen diese Begriffe erst durch die alt- 
gemeinen Sätze, die sich von ihnen aussagen lassen und die man Prinzipien 
nennt. So sind denn diese ebenfalls entwickelt, besonders ausfährlich die 
Erhaltung der Energie und die Vermehi-ung der Entropie, da diese beiden 
Prinzipien allem Naturgeschehen die allgemeine Grundlage geben. Die An- 
schauung ist durch zahlreiche Figuren erleichtert, auch sind vielfach Bei- 
spiele und Zahlentabellen der wichtigsten GrOBen beigegeben. Der Verfasser 
hat sich mit Erfolg bestrebt, den Stoff jedermann verständlich zu machen 
und sich dabei gleich weit entfernt zu halten von weniger verständlicher, 
allzngroBer wissenschaftlicher Genauigkeit wie von ÜberIlächLichkeit. Dar | 
Bändchen kann zur weitesten Verbreitung empfohlen werden. 

Berlin E. Jaiinke. 



E, Ncheriiig. Oeoammelte Uathematisfllie Werke. Herausgegeben vc 

R. HauBner und K. Schering- Erster Band. Berlin 1902, Maj 

und SltUler. 412 S. 
Die Herausgeber haben sich in die Arbeit so geteilt, daß Herr Hau. 
die Arbeiten rein mathematischen Inhalts, Herr Schering die mathematisi 
physikalischen und biographischer Arbeiten \or dem Abdruck eini 
Diu-chsicht unterworfen haben. 

In dem vorliegenden ersten Bande der auf zwei Bände berechaet«K 
Gesammelten Werke sind die Abhandlungen, welche Ernst Schering in de» 
Jahren 1857 bis 1879 veröffentlicht hat, zum Abdruck gelangt, geordnet 
nach der Zeit ihres Erscheinens. Die erste Sl«lle nimmt unt«r diesen die 
Abhandlung über die konforme Abbildimg des Ellipsoids auf der Ebene ein, 
eine von der philosophischen FakultJlt der Georgia Augusta gekrönt« Preis- 
schrift. In einem Anhang sind zwei bisher ungedruckte, aber druoldertigt 
Artikel dieser Abhandlung beigebracht, welche E. Schering seiner Zeit mit 
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Bücksicht auf den Torgeschriebenen Umfang der Arbeit hatte aasschalten 
müssen. Der Anhang enthftlt noch interessante briefliche Äußerungen und 
Mitteilungen Ernst Scherings an Kronecker im Anschluß an die Ab- 
handlungen: Hamilton-Jacobische Theorie für Kräfte, deren Maß von der 
Bewegung der Körper abhängt; Verallgemeinerung der Poisson- Jacobischen 
Störungsformeln; Verallgemeinerung des Gaußischen Kriteriums fCLr den 
quadratischen Bestcharakter einer Zahl in Bezug auf eine andere. 

Der zweite Band wird zunächst die Abhandlungen aus den Jahren 
1880 bis 1897 in chronologischer Beihenfolge enthalten, femer einige 
nachgelassene wissenschaftliche Arbeiten und am Schluß biographische Mit- 
teilaugen über Ernst Schering. 

Berlin. E. Jahnke. 

Ibrilgger^ Gh.^ Ableitung einiger Eigenschaften der KegelBohnitte 
ün AnBOhlnß an die bei der Dreieoksberechniing vorkommenden 
Formeln. Festschr. des Gymn. zu Greifenberg i. P. 15 S. 

Im Hinblick auf die geringe Stundenzahl, welcbe das Gymnasium dem 
mathematischen Unterricht einräumt, schlägt der Verf. vor, die Lehre von 
den Kegelschnitten an die Formeln der Dreiecksberechnung anzuschließen 
und die Haupteigenschaften auf trigonometrischem Wege abzuleiten. Eine 
lesenswerte Schrift I 

Berlin. E. Jahnke. 

Festsohrift snr Erinnerung an Joannes Bolyai. Herausgegeben von 
der Universität in Klansenburg. 1902, 154 S. 

Bei Gelegenheit der hundertjährigen Wiederkehr des Geburtstages von 
Johann Boljai hat die Universität Klausenburg mit der Herausgabe einer 
Festschrift Herrn Ludwig Schlesinger beauftragt, der sich um die Klar- 
stellung des Anteils Johann Bolyais an der Entdeckung der absoluten 
Geometrie verdient gemacht hat. An die Spitze gestellt ist ein Brief, den 
Johann an seinen Vater Wolfgang i. J. 1823 gerichtet hat und der sich 
auf die Binomialreihe bezieht. Es folgt ein Aufsatz von Herrn Schlesinger 
über einige Anwendungen der absoluten Geometrie auf die Theorie der 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Hieran reiht sich eine Ab- 
handlimg von Herrn Stäckel, der an der Bolyai -Forschung gleichfalls 
hervorragenden Anteü genommen hat. Die Abhandlung enthält eine ge- 
drängte Übersicht der Arbeiten aus der analytischen Mechanik, soweit sie 
höhere Mannigfaltigkeiten betreffen. Die Festschrift schließt mit einem von 
Herrn Bonola verfaßten, allerdings nicht lückenlosen Index der Werke, 
welche sich auf die absolute Geometrie beziehen. 

Berlin. E. Jahnke. 

LandMedt^ E.^ Thetafunktionen und hyperelliptisohe Funktionen. 

Leipzig 1902, Göschen (Sammlung Schubert 46). 155 S. 

Wer das Büchelchen in die Hand nimmt, wird entweder eine Ein- 
führung in die Elemente der Theorie der Thetafunktionen oder eine Zu- 
sanunenstellung der Hauptresultate der Theorie erwarten. Er wird sich 
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aber in Eeinen Erwartungen enttäuscht linden. Und da der Terfasser ver- 
schmäht bat, seinem Werke ein Begleitwort auf den Weg zd gehen, h 
wird nicht klar ersichtlich, lu welchem Zwecke dasselbe geschrieben ist 

BcblUgt man das Tnbaitsvcrzeichnis auf, so liest man als ÜberscbriA 
des zweiten Kapitels: Anwendungen der Thetafunktionen. Wer nun etwa 
glaubt, Anwendungen sei es auf Geometrie, sei es auf Mechanik zu finden, 
wird sich abermals enttäuscht finden. In diesem Kapitel bebandelt der Ver- 
fasser die Lösung des Jacobischeu Umkehrproblems, die Darstellung der 
Funktionen und Integrale der Klasse durch Riemannsche Thetafanktiooen 
imd die Wurzelfunktionen. 

Berlin. E. Jahnke. 
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Green, E,, Mathematioal papers. Edited bj Ferrers. Paris 1903, 
H. Hermann. 336 S. 

Eine neue Auflage der gesammelten Abbandlungen Greens (geb. 1793, 
gest. 1841) kann bei den Mathematikern und mathematiacben Physikern 
nur freudiger Zustimmung begegen. Handelt es sich doch um das Werk 
eines mathematischen Genies, das fast durchweg eigene Wege gewandelt ist 
Und seine Orginalität ist wohl eine der Ursachen gewesen, weshalb Green« 
Schriften lange Zeit unbeachtet gebliehen sbd und erst spät in die Wissen- 
schaft eingegriffen haben. 

Die Sammlung beginnt mit der längsten und vielleicht wichtigsten 
Arbeit, dem Essay on the apptication of mathematical analysis to the theories 
of electricity and magnetism. Hier bringt bekanntlich Green als erster 
den Nanieu Potential in Vorschlag für j — , denselben Namen, welchen 
später unabhängig GauQ in die mathematische Physik eingetiihrt hat. Es 
werden die Eigenschaften dieser Funktion untersucht und sodann auf die 
Theorie der Elektriiität und des Magnetisraus angewendet. Da diese Arbeit 
zu denjenigen gehört, welche weitereu Kreisen bekannt geworden 
kann ich von einer nähercu Inhaltsangabe an dieser Stelle absehen. 

Es folgt eine Arbeit „On the laws of the equilibrium «f fluids ana- 
logous to the electric fluid", wo die Abstoßung unter den Plüssigkeitfl- 
t«ilchen umgekehrt proportional zu der «ten Potenz der Entfernung voraus- 
gesetzt wird, und „On the detcruiination of the attractions of ellipsoids of 
variable densities", wo die Untersuchung &a den n-dimensionalen Raom 
geführt wird. 

Hieran reibt sich die kurze, aber interessante Notiz „On the motioB 
of waves in a variable canal of smaU depth and width", wo fttr den F»U 
einer unendlich langen Röhre von kleinem Querschnitt die seit langem 
bekannten Differentialgleichungen integriert werden. Aus dem Jahre 1837 
stammen zwei der bedeutendsten Arbeiten: „On the refieiion and refraction 
of sound" und „On the reflexion and refraction of light at the common 
Burface of two noncrystallized media". Green beweist daselbst in ele- 
ganter Weise eine bereits von Poisson entdeckte merkwürdige Über- 
einstimmung zwischen den beiden Problemen der Ausbreitung von Schall- 
wellen in dem Fall, daß von der Temperatur abgesehen werden darf, 
and der Lichtbewegung in dem Fall, daß das Licht is der Einf&llsebeiie 
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polarisiert ist Interessant ist das Verfahren, wie Green ans den DiSerential- 
gleicbuBgea der Schatlbewegung die Erklärung einer Erscheinung ableitet, 
welche der totalen Reflexion in der Optik durchaus analog ist, und eine 
Erklärung der Phasendifferenz, die bei der totalen Kefleiion auftritt. 

Die zweite der oben genannten Arbeiten hat noch ein weiter gehendes 
Interesse. Um die Ausbreitung transversaler Wellen im Äther zu erforschen, 
ist es notwendig, die Uewegungsgleiehungen in einem elastischen Körper 
iu untersuchen. Hier spricht Green das Prinzip von der Erhaltung der 
Arbeit aus, das er mit der impossihüity of a perpetual motion begründet. 
Seine Worte lauten wie folgt: „In whatever way the elements of any material 
System may act upon eaeh otber, if all the internal foi-ces exerted he mul- 
tiplied by the elements of their respective directions, tbe total siun for 
any assigned portion of the mass will always be the exact differcntial of 
some function". Diese Funktion ist aber nichts anderes als diejenige, welche 
jetzt unter dem Namen der pofentieüen Energie wohlbpkaont ist, und das 
Prinzip, auf dem Green seine Untersuchung aufbaut, lautet in der heutigen 
Ansdracks weise, datt die Summe der kinetischen und poteutieUcn Enei^ie 
eines Systems konstant ist. 

Die nächste Abhandlung: „On the propagation of light in crystalline 
media" nimmt wieder das Prinzip von der Erhaltung der Arbeit zum Aus- 
gang und wendet es auf die Bewegung des Lichtes in krystallinischen 
Medien an. Green gibt eine Erklärung der Po larisations erschein ung unter 
der Voraussetzung, daß die linear polarisierte Welle in der Polarisations- 
ebene schwingt Diese Abhandlung war Greens letzte. 

Die Sammlung schließt mit einer Arbeit aus dem Jahre 1833 „On 
the Vibration of pendulums in fluid media", wo die Bewegung einer un- 
elftstiachen Flüssigkeit untersucht wird, hervorgerufen durch die sehi- kleinen 
hin- und hergehenden Schwingungen eines starren Ellipsoids. Auch hier 
begegnet sich Green mit Poisson. 

Berlin, K. JAitKKB. 



Karl Welerstraß. Hathematlsohe Werke. Dritt«r Hand. Ab- 
handlungen m. BerUn 1903, Mayer und MtUler. 3(iO 8. 

Kurze Zeit nach dem vierten ist jetzt auch der dritte Band erschienen. 
Sein Erscheinen hat sich bis jetzt verzögert, weil auf Weieratraß' Wunsch 
zuerst der vierte, die Vorlesungen Über Abelsche Tran sc ende nteu enthaltende 
Band fertig gestellt worden ist. Der vorliegende Band enthUlt hauptsächlich 
d«n Best der Abhandlungen, die von Weieratraß selbst für den Abdruck 
beatinunt worden sind oder sich in seinem Nachlaß vorgefunden haben. 

Das Hauptinteresse zieht hier die große Arbeit über 3n-fach periodische 
Funktionen von n Veränderlich ea auf sich, im Hinblick auf die neueren 
Untersuchungen von Picard, Poincare und Wirtinger Euie eindeutige 
Funktion von n Veränderlichen, welche bei endlichen Wert.en ihrer Argumente 
den Charakter einer rationalen Funktion besilzt, kann höchstens 3ri-lach 
periodisch sein. Einfach periodische Funktionen rhirs Arguments kannte mau 
lange. Aber erst seit der Begrünilung der Theorie der elliptischen und 
Abelschen Transzendenten weiß man, daß doppelt periodische Funktionen 
S Arguments, vierfach periodische zweier Argomente usw. existieren; man 
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hat zugleich in der d-Funktion von n Arguiueiiten die Quelle entdeckt, ans 
der unendlich viele 2 «-fach periodische Funktionen von « Veränderlichen 
entspringen. Niui hat die Theorie der doppeltperiodifichen Funktionen eines 
Argumonts einen betüedigendcn ÄbschluB in dem fundameittalen Satze ge- 
fiinden, daß jede solche Funktion als Quotient von Ö-Produkten ausgedrückt 
werden kann. Es entsteht daher die Frage, oh für die 2n-t'ach periodischen 
Funktionen von n Argumenten, wenn n>l, ein analoges Theorem gelte. 
Die Beantwortung dieser Frage stüBt auf Schwierigkeit«!!, welche bei den 
Funktionen eines Arguments nicht aufti-eten. Wenn nämlich eine 2»i-fach 
periodische Funktion von n-Argumenten als Quotient von Ö-Produkten dar- 
stellbar sein soll, so müssen die Elemente ihrer Periodensysteme bestimmte, 
teils durch Gleichungen, teils durch Ungleichungen ausgedrüukta Bedinguiigen 
erföllen. Es ist daher zunächst zu untersuchen, ob fiir jede Funktion der 
in Bede stehenden Art die Wahl der Elemente ihrer Periodensysteme 
Beschränkungen unterworfen ist und ob, wenn dem so ist, dieselben mit 
jenen Gleichungen und Ungleichungen zusammenfallen. Es ergibt sich 
schließlich der Satz: Jede eindeutige Funktion ipf»|, . . . i»,) von n Argumenten, 
welche bei endlichen Werten der letzteren den Charakter einer rationalen 
Funktion besitzt und zugleich Sn-facb periodisch ist, lUltt sich algebraisch 
darstellen durch n von einander unabhängige Funktionen ^', (U|, . . . uj, 
... V,(»i, -.- M„)) von denen jede die Periodensysteme der Funktion lp(u^, ... uj 
ebenfallä als Periodensysteme besitzt. Dabei ist unter der ()- Funktion ein 
Ausdruck der Form 






+ 6, . ■ ■ • M, + 6,) e{u^ + b[, ...u^ + br^... Ö(u, + 61"' , 
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. + ar = fci + &;■+... + 6!"' (-1, -..1. 

Eine weitere nachgelassene Arbeit hat die Verallgemeinerung des be- 
kannten Jacobischen Fundamentaltbeorems zum Gegenstand. .\uf ähnlichem 
Wege wie Jacobi, gewinnt Weierstraß auch mit Hilfe eines ein&chen 
zahlentheoretiachen Satzes eine sehr allgemeine Relation unter d-Funktionen 
einer beliebigen Ordnung. Spenielle Fülle sind bereits von den Herren 
Prym, Probe nius und von Caspary bebandelt worden. 

Von besonderem Reiz ist die nachgelassene Notiz über Normalformen 
algebraischer Gebilde, Weierstraß stellt sich hier die Aufgabe, alle 
Gleichungen vom Bange q zu bilden, aus denen die Qbrigeo durch Trans- 
formation entstehen. Eine Gleichung zwischen x und y kann ersetzt werden 
durch eine andere zwischen zwei rationalen Funktionen |, tj von x, y, die 
nur der BeschrUnkong unterworfen sind, daß auch umgekehrt j, y siofa 
rational durch |, ij ausdrücken lassen. Um die einfachsten Gleichungen n 
erhalten, wählt mau die rationalen Funktionen von g und i} in der Weise, 
daß sie nur an einer Stelle und von niedrigst möglicher Ordnung unendlich 
worden. 

Solche Normalgleichungen werden für p ^ 1, 2, 3 vollständig aufgestellt. 

Zu der Arbeit: „Rein geometrischer Beweis des Hauptsatzes Aa 
projekti via eben Geometrie" ist zu bemerken, daß der Beweis metrische Be- 
ziehaugen benutzt. 
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Das Gebiet der Variationsrechnung streift der von Herrn Schwa^^ 
redigierte Aufsatu Über eine die Raumkvirven konstanter Krümmung be* 
treffende, von Delaunay herrührende Aufgabe: Von allen Kurven vor- 
geschriebener konstanter Krümmung, welche zwischen zwei gegebenen Punkten 
stetig und ohne plötzliche RichtongslLndenrng verlaufen, diejenigen lu be- 
stimmen, deren Bogenlänge ein Maximum oder Minimum ist. Die LOsung 
führt im allgemeinsten Fall auf elliptische Funktionen. 

Endlich sei noch hingewiesen auf die nachgelassene Determinanten- 
abhandlung, deren Resultate allerdings, ebenso wie die meisten der vorher- 
gehenden, bereits durch die Schüler WeierstraÖ' bekannt geworden sind. 
Die Fundamental sntze der Determinantentheorie lassen sich aus drei 
charakteristischen Eigenschaften herleiten: 1) Die Funktion A der Größen 
a„, soll inhezug auf die Eiemente jeder Zeile eine ganze lineare homogene 
Funktion sein; 3) sie soll nur das Vorzeichen andern, wenn man zwei 
Zeilen mit einander vertauscht; 3) sie soll den Wert Eins annehmen, wenn 
%, — o^ = . . . — o„„ — 1 und alle anderen Elemente gleich Null gesetzt 
werden. 

Ein Anhang enthalt eine Programmarbeit aus WeierstraQ' Gymnasial- 
lehrerzeit in Dt. Crone: Über die Sokratische Lehrmethode und deren An- 
wendbarkeit beim Schulunterrichte; eine Ansprache bei der Übernahme des 
Rektorats der Friedrich -Wilhelms -Universität zu Berlin; eine Bede zu einer 
Gedächtnis-Feier derselben Universit&t; eine Adresse zu Kummers fünfzig- 
jährigem Docktorjubiläum und endlich ein Verzeichnis der von Weierstraß 
an der Berliner Universität gehaltenen und angekündigten Vorlesungen. 

Die mathematische Welt hat alle Ursache, Herrn Knoblauch für die 
mit gewohnter Sorgfalt betriebene Herausgabe wärmsten Dank zu sagen. 

Berlin. E, Jahnke. 

Cristoforo Alasia. I oomplfimentl di Geometria elementare. 

Milano 1903. Ulrico Hoepli. 

Diese Ergänzungen der Elemontar-Mathematik sind zunächst fUr die 
italienischen technischen Anstalten bestimmt, verdienen aber auch die Be- 
achtung der deutschen Mathematiklehrer, weil sie diejenigen Teile der 
Planimetrie und auch Stereometrie in modernem Geiste behandeln, die jetzt 
in den oheni Klassen unserer höheren Schulen, namentlich der Bealan stalten, 
in größerem oder geringerem Umfange, durchgenommen zu werden pflegen. 

Berlin. C. Fakbeh. 

Freyefnet, C. A., De L'Exp^rlenoe en G^omätrie. Paris, (Üauthier- 
Villars 8", XX -|- 175 S. 1903, 4 frcs. 
Seit Bolzanoä großartiger Versuch, die Geometrie rein logisch zu be- 
gründen , von ihm selbst als gescheitert bezeichnet wurde , ist auch die 
Kantsche AutTasaung der Geometrie als transcendenter Wissenschaft mehr 
und mehr zurückgetreten, besonders nachdem die Konsequenz Schopen- 
hauers sich in dem Nordhauser Programm Kosacks als undurchfahrbar er- 
wiesen hat. Mit Gauß sieht die große Mehrheit der Mathematiker und Philo- 
sophen in der Geometrie, wie Referent es ausgedrückt hat, eine chemische 
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Verbindung von Anschaaung und Logik, in der der Logik der H&uptaDi 
zufällt. — Verfasser steht völlig auf diesem Standpunkt und Abemimmt 
es, den Anteil, welchen die Erfabning an den Axiomen und Gnindvorstellimgeii 
der Geometrie hat, bloßzulegen. 

Viel Neues bringt er dabei allerdings nicht, und ich zweifle, ob er 
sich mit der Literatur, wie sie z. B, für Deutschland in Schottens bekanntw 
vergleitliender Planimetrie mit so emsigem Fleiß gesammelt ist, beschäftigt 
hat Dem Referenten ist eigentlich nur eine Bemerkung neu, in welcher 
Verfasser sagt, daß das „antike" Argument (Proklos) für die Vorstellung 
der Tiere von der Geraden als kürzestem Weg (zum Futter) vielleicht auf 
den Nervenreiz durch den Lichtstrahl, dem sie folgen, zurückKufObren ist 
Diese Note ist auch zugleich die einzige Stelle, an der Verfasser auf den 
so äußerst wichtigen Anteil , den unsere physiologische Beschaffenheit fOr 
die Ausbildung der geometrischen Grundlagen hat, xa sprechen kommt 
Referent verweist hier auf seine Festschrift für Kummer von 1891. Die 
Maße beinahe aller Völker sind vom eigenen Körper hergenommen, und der 
den Menschen angeborene Trieb zum Vergleichen, in dem die Wurzel de« 
Zahlhegriffes liegt, ist nicht minder entscheidend für die Geometrie der 
Maße, auch die Grenzhegriffe: unendlich klein und unendlich groß gehen 
vom eigenen Körper aus. 

Wie deutlich, um von den Ägyptern zu schweigen, auch im Euklid 
aus den Benennungen der eiperimentelle Ursprung der Geometrie hervor- 
tritt (Zentrum; verlängern giiech. weiterwerfen nttrolicb des Seiles, Radius etc.), 
erwähnt Verfasser nicht; ebensowenig daß der Näherungswert der Ägypter 
für n, wie des Arcbimedes Formel für den Inhalt der Kugel mit äuBerater 
Wahrscheinlichkeit auf rein eiperimentellem Wege gefunden sind. — Ver- 
fasser betont, daß die Geometriebegriffe sich durch „Idealisierung" aus der 
Erfahrung entwickelt haben, das „wie" bleibt er schuldig. Über das Walf«n 
des psychischen TrUgheitsgesetzes (progressiver Trieb) und des Hemmong»- 
prinzips (Grenzabschluß), die gemeinsam die Grenzbegriffe erzeugen, s^t 
er nichts. Und doch hatte er von Kerry entnehmen können, welche Rolle 
z. B. die Begriffe „rechts und links" in Verbindang mit diesen Trieben för 
die Gerade spielen. Wenig sagt der Verfasser über den Winkel, dürftig 
ist das, was er von „Richtung" sagt, hier weist er nicht einmal auf die 
Unentbehrlich keit der Zeit für diesen Begriff hin. Die Parallele erklärt er, 
wie so viele vor ihm, als Abstand slinie, „um das Unendliche zu vermeiden", 
als wenn nicht auch hier aus der Gleichheit des Ahstandes für endliche 
Strecken noch keineswegs die der unendlichen folgte. Was der Verfasser mit 
dem langen Kapitel „Du probleme gÄometrique" bezweckt hat, ist dem Referen- 
ten nicht klar geworden; was in der Selbstanzeige gesagt wird, zeigt nur an, 
daß der Volksgenosse eines Tannery über die hellenische Mathematik nicht 
aufgekltirt ist. Hier spricht er von der „Erfindung" des Descartes und 
nennt, von anderen zu schweigen, nicht einmal den so viel größeren Permat, 
und desgl. von der des Leibniz, als wenn nicht Galilei so iinmitt«tbar 
an Archimedes anknüpfte, als habe er bei ihm Vorlesungen gehört, und dann 
Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pascal, Kepler, Wallis, Barrow, 
Newton! 

Muß Eeferent dem Werk des illustren Staatsmannes den wissenschaft- 
lichen Wert absprechen, so hat es doch bedeutende Vorzüge, es enthtilt viel 
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sachlich Richtiges in durchEichtig klarer, leicht verständlicher Darstellung, 
ein ToTzng, den die Franzosen, seit die Mathematiker Descartes und 
Pascal das NeufranxHsische geschaffen haben, stets bewahrt haben. Für 
Laien, die sich über das Wesen der Geometrie aufklären wollen, für Zög- 
linge der obersten Klassen der höheren Lehranstalten, ja auch für die 
Studierenden unserer Hochschulen, männliche und weibliche, ist das Werk 
empfehlenswert. 

Straßhurg i. E. Max Simon. 



Jules Richard. Sur la Philosophie des Matbematiques. B°. S. 224. 
Paris, Gauthier-VUlars. 3 fr. 50, 

Aus der „Indroduction" führe ich an; 

„Je moatre d'abord les regles de la logique (dahei etwas Logikcalcul). 
Je moßtre comment, par la deduction, on peut faire sortir d'un petit nombre 
de principes, une infinit^ de proportions nouvelles." 

In einem 2. Teil kommt das „Studivun" der Prinzipien der Geometrie 
und besonders das des „Postnlatmn d'Euclide". 

Der 3. Teil enthält verschiedene Fragen Über das Unendliche (Mannig- 
faltigkeitslehre) , das Eoutinuum, das Universum, die Materie, Äther, Zeit. 

Der 4. Teil enthalt Betrachtungen über verschiedene Wissenschaften: 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Methoden in den (exakten) Wissenschaften und 
besonders in der Geometrie, Überblicke über diese, über Mechanik, die 
physikalischen Wissenschaften, Anwendung der Methoden, 

Rolle der Wissenschaft im Unterricht (der Sekundärschulen) und eine 
Note Ober projektive Geometrie und eine zweite Note: Verschiedene 
„Ecloircissements" (Erleuchtungen? Aufklärungen? Gruppentheorie, Qrand- 
begriffe). 

„Jedes Kapitel ist im allgemeinen wenig gebunden an das andere und 
bildet ein fast vollständiges Ganze." Das gemeinsame Band ist m, E, die 
Obei-flächlichkeit, die geringe eigene geistige Arbeit des Verf. und die Ver- 
nachl&ssigong der Literatur, besonders der italienischen und deutschen; drei 
Dinge, die bei einem heutigen französischen MatiematÜter sehr auffallend 
sind. Geradezu betrübend ist es, wenn bei der Mannigfaltigkeitslehre der 
Name Georg Cantors nicht einmal erwähnt ist und einer der bekanntesten 
Sätze Cantors Herrn Borel zugeschrieben ist. 

Ja, man hat den Eindruck, als wenn dem Verf. Bolzanos Paradoxien 
des Unendlichen niemals zu Gesicht gekommen sind. 

Es scheint dem Hef, nicht angezeigt dorch ein ins einzelne gehendes 
Referat den Raum dieser Zeitschrift in Anspruch zu nehmen, 

Straöbnrg i. Eis, Juli 1903. Mas Simos, 
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1. Anfjg^ben und Lelirsätze. Lösungen. 

A. Anfgaben nnd Antworten« 
100. Während schon Euler das Integral 
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dx 



ermittelt hat, läfit sich, wie es scheint, das bei astronomischen Problemen 
auftretende Integral ^ 

^OOfl X - 

aar, 



a 



WO die untere Grenze a größer als Null sein muB, auch bei besonderer 
Wahl von a nicht durch einen einfachen Ausdruck darstellen. Es soll aber 
mit Hilfe der Gleichung 
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eine obere Grenze für den absoluten Betrag des Integrals 
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hergeleitet werden. 

Kiel. P. Stäckkl. 



101« Ordnet man die quadratischen Beste für die Primzahl p der Gröfie 
nach und die quadratischen Nichtreste ebenfalls, so bilden bei der einen 
der beiden Primzahl-Klassen p =» 4ii ± 1 die Differenzen der Reste, sowie 
die Differenzen der Nichtreste symmetrisch gegen die Mitte gelegene Zahlen- 
reihen, bei der anderen Primzahl-Klasse die Differenzen der Beste zusammen 
mit den Differenzen der Nichtreste eine Beibe der bezeichneten Art. 

Der Satz ist zu präzisieren und ohne Benutzung des Eulerschen Krite- 
riums zu beweisen. 

Königsberg. L. Saalschutz. 
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B. LSsangen. 

Zu 89. (69 338) (E. Lampe). Es sei 
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ie'^^^'dx^-Ii, je-''^'dx = I^, sinx^y. 
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Nach Laska: Formelsammlung S. 261, Nr. 3, 4 folgt 

1 "" 2 "^^ (2i)I 2^ 2 "^-^ (2X+ 1)1 3^« 



2 ^ "^^ (2i)! 2^/=* "^-^ (2^4 



2n 



+ 1)1 3^/2 — 2 ^ "^ ^ 
»1 - 2 = 

Und daraus sofort auch 

ö 
Ferner wird das Integral 

in 2 

J = je*^''smxdx = 2 Me»*"' — e"""*"') sin «da; 
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a»o 2=^0 

<T 1 1^ + '^* 

^ (22+1)12^ + ^ 



'Wenn der Ansatz gilt 



gtin« 



Äq +^ Ä^ cos mx +y^ K 81» ^^ » 



m = 1 tn = 1 

ArchiT dar lUthein»tik und Phyiik. UI. Reihe. VIL 18 
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so ist bekanntlich 



2jt 



27t 



^0 == 2~„f^ "^'^^^ ^m = ij^ »^-'cosmirdic, B^ = ^ J( 



in 

f'^^'sin mxdx. 



Daraus ergibt sich 






Wandelt man die Integrale so um, dafi das Integrationsinteryall • • • — 

auftritt, so zeigt sich sofort, daß alle A^ = sind, sobald m ^ 1 (mod 2) 
ist, und alle B^ = 0, sobald m ^ (mod 2) ist. 

Femer findet man durch partielle Integration leicht die Formeln 

^fn + i + ^m-i = 2m-B^, 5^^i + B^^i 2w^„, 

und daraus die Bekursionsformeln 

(P) (m-l)^^^, + 2m[2(m-l)(m+l)+l]^^ + (m+l)^,.g = 
(I^) im^l)B^^, + 2m[2{m^l){m+l)+l]B^+{m+l)B^,,^0. 



im > 2) 



Aus ihnen ergeben sich zunächst: 
^6 = - 4130^ + 4626|5, 



^3 = 8^0 — ^^i 

B^ 408./4o+ 457^1 

B^ = 49968Jo - 55969jBi. 



Um die übrigen A^j^ und jB^a + i ^^^^^ ^o ^^^ ^i auszudrücken, setze man 
in (P) w = 2A + 4 und in (P) m = 2A + 5, so entstehen die Gleichungeni 

(n») (2A - 3) ^,^e + 4(A + 2) [2(2A + 3) (2A + 5) + 1] A^,^, 

+ (2A + Ö)^,^, = 

(n^) (A + 2) B,,^, + (2A + 5) [8(A + 2) (A + 3) + 1] ^,,^5 

Man bezeichne die drei Koeffizienten in (IE*) mit a^j, ft^j, Cj^ und in (H**) mit 
^;i> «;i, /';i und rechne die vier Größen J';^, Fi, z/;^, z/i aus der Gleichung aus: 
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= 9>i" '9>k^x^ 



indem man der Reihe nach für 9), 1/;, ;|r, k t; <Z> setzt 

a, by c, - 4130, 50, F \ d, e, f, 49968, - 408, J 
a, 6, c, + 4626, - 56, ^ | ä, c, f, - 55969, + 457 J\ 
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Dann erhält man: 



(III) 



^x+6 = A^ + ^iA, ^fl^l-^X^O+^i^V 



ß^l) 



Die Zahlen A, B^ C lassen sich Hilfe der Quotientenreihen der sie dar- 
stellenden Reihen leicht herechnen. Man findet 



Ä^ 1,266 065 877 752 


B = 1,115 647 387 602 


C = 0,565 159 103 992. 


Daraus ergibt sicii weiter 


/i =»3,104 379 017 855 


7,-0,873 084 242 651 


. 7=7,954 926 521013 


J = 3,550 999 378 425. 


Die ersten Koeffizienten sind 


A^ = + 1,266 065 88 


5i«= + 1,130 318 21 


Aj - 0,271 495 34 


B^ 0,044 336 85 


Ä^^ + 0,005 474 24 


5g = + 0,000 542 93 


A^ 0,000044 98 


B^ 0,000 003 20 


A^ 0,000 000 20 


iJg = + 0,00000001. 


Dortmund. H. Kuune 



Zweite Lösung. Wenn ich es mir gestatte, zu der vorstehenden er- 
schöpfenden und eleganten Darstellung des Herrn H. Kühne eine minder 
eingehende Lösung hinzuzufügen, so geschieht dies nur, weil ich die Auf- 
gabe als eine f&r das erste 6tudiensemester passende bestinmit hatte und 
allein von den Mitteln der algebraischen Analjsis Gebrauch machen wollte. 

Bekanntlich hat man für ein ganzzahliges m: 



sin*"'a; 






itl»<» + > 



sin 



X 



/2m + 1\ . ^ , ) 

Femer ist 

^glnx = 1 _[- sin jc + - 0, + 



sin ' x . sin * Ä 



sm^x 



2! 



8!""^ 4i "^ 6! ■■'■'*' 

18* 
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Ersetzt man in dieser Entwickelung die Potenzen der Sinn» durch 
Werte ans den obigen Formeln, so erhält man 

e'^"^ = A„ — AjCoa2x + A^coa^x — AfOos6x + ■ ■ ■ 

+ ^^sina! — BgSin 31+ -fffiSinSr — SfSin 7i + ■ ■ ■, 

wo gesetzt ist: 

A.-i+^-,',(;) + .Vj\(!) + .Vi(!)+,A-,'.(!)+iJT-,'r.('.')+-^ 

'^ "" äT ■ 3 '*"4i ■ 2'^'^ ■*" öl ■ 2»^«) + 81 ■ 2' ^) ■*■ lÖl ■ 2» ^'"^ + ' " "f 
^1 - JT ' 2" + «T ■ i»'!' + 8T ' 2^ (S) + iöT ■ 2» CW + 121 ■ 2"'') + ' ' '' 
•^ ~ 61 ■ 2l + 8T ' jT (!) + iÖT ■ 2* (") + 121 ■ 2" (V ) + ÜT ' 2» '"' ^ 

■''» ~ «T ■ 8* ■*" 61 ■ 8' (l) + fl " 2« (») ^ AT ' 2* t») + iTT ■ 8" (") + ■■■.■ 

»>-fi-f= + A-iG) + A>t(!) + iiT-2'iS) + ilT 4- ('") + ■■" 
s, = ,', ■ F + ff ■ ^ G) + ni 2T.I.',') + iJr ■ ^C*) + sli -^ (?) + - 

Die weitere Untersuchung hat sich nun mit den Beziehungen der 
Koeffizienten A/ und B^ unter einander zu beschäftigen; dies soll der Küne 
halber unterbleiben. Wir bemerken nur, d&fi man Ä^ leicht in die Gestalt 
bringen kann: 



4, = 1 + 2- + -5—4, + ; 



6' ■*" ä'l» ( 



Ohne auf die leicht ersichtliche funktionentheoretische Deutung ein- 
zugeben, wollen wir noch bemerken, daß man hieraus den Zahlenwert 
Af^ ^ 1,266065877752 sehr rasch berechnen kann. In ähnlicher Wasf 
kann man die Wert« der ßbrigen EoefBdBnten direkt finden. 

Berlin. E. Lampe. 



i 



2. Kleinere Notizen. 

Cber 4Ie VarBleUnn^ der Zahlen einiger algebraischen Zahlkfirper als 8«i 
TOD Qnadratiahlen des KSrpers. 

1, Zu dem absoluten Rationalitätsbereiche P werde die reelle M-te Wiu 
aus der positiv 'rationalen Zahl £. yz, adjungiert und der so entstehend« 
K9rper mit P{Ye) bezeichnet. Man kann dann fragen: Sind aile positirec 
Zahlen dieses Körpers als Summen Ton <Ju&dratxahlen des £5rper danteUbar? 
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I. ni = 'i(i, POr diesen Fall ist die Frage mit Nein ^u beantworten. 
In der Tat ist i. B. Ys > in p(ye) nicht als Summe von Quadraten 
darst«Uhar. /j ^ i \ 

II. «t = 2fi-|-l. Alle Zahlen des Köriiers P\ "Y^ } lassen sich 
auf die Form bringen: au 

(1) i-^'-''^'"- 



^ 



Es sei k positiv; dann kann man 3 Fälle unterscheiden; 
1. Alle fl, sind positiv. — Setzt man dann: 



=2^'*^" 



so ist: 
(2) 



'=22| 



"^i/FÜ+T) 



also durch höchstens 8(i-+ i Quadrate darsteUbar. 

2. a^ > 0, a^ < 0, die übrigen a^ ^ 0. — Dann hat also k die Form: 

k = «^ ya* — 1 «i I "V^^ = a — b>0. 
Nun besteht die Idendität: 

a — b^ r^,— — ■ 



Hier ist «"' — 6'" eine rationale Zahl und zwar > 0, da ft > ist. Im 
Nenner stehen ebenfalls lauter positive Summanden. Zur Abkürzung werde 
a" — b™ = je, der Nenner ^ (/■ gesetzt. Dann ist: 



(3) 



k= = 



Nun läßt sich %w auf Grund der Betrachtung in Fall 1 in Quadrate ver- 
legen, also k ebenfalls. 

3. Einiyr a, sind > 0, andrt < 0. (Es k5nnen auch einige = sein). 
Das ist der allgemeine Fall. Dann aber laBt sich die po^vc Zcthl k in 
einzelne Summanden von der Form a^Y^ — <^iY^ zerlegen, die selbst 
positiv sind, und in denen «, > und a^ > 0. z. B. ist: 

Nach Fall 2 ist daher: _ 

k=2— = " " " , 



wNin man aUes auf denselben Nenner bringt. Sowohl im Zahler \ 
Nenner treten nur positive Glieder auf Es ist daher: 

(*) ^' = 1? = ^- ""* 

auch in diesem Falle in Quadrate zerleg;bar. Uithin gilt der Satz: 
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„Bedeutet P den absoluten Rationalitätsbereich, g eine positive rationale 

Zahl, Ye die reeUe Wurzel, und ist m ungrade, so ist jede positive Zahl 
des Körpers in höchstens 49n Quadrate aus Zahlen desselben Körpers zer- 
legbar." 

2. Es sei wieder z positiv-rational und keine QuadratzahL Zu P werde 

)/— e = iYs adjungiert. Der Allgemeinheit unbeschadet darf 5 > 1 voraus- 
gesetzt werden. In P()/— z) = P{iYz^) ist jede negative reelle Zahl 

(5) -a^-}z = ^(iyr)', 

also nach Fermat in 4 Quadrate zerlegbar. Somit hat man den Satz: 

,Jn P{iys)^ wo z positiv-rational ist, ist jede reelle Zahl als Summe 
von 4 Quadraten darstellbar." 

Wie steht es nun mit den komplexen Zahlen des Körpers Pyiye)? 
Angenommen, es wäre: ^ 

(6) a + 6»y7=2' («' + ^**^^'' 
SO folgte daraus: 

(7) ^4->>2ßl = a, 

(8) 2^a,ß,=^b. 

Es werde tciUkürlich ft = ft = •••• = /5^ = gesetzt; dann wird: 

Das gibt in Gleichung (7) eingesetzt: 

« 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale Zahl, die durch passende 
Wahl des willkürlichen ß^ positiv gemacht werden kann: dann lassen sich 
nach Fermat und Euler 4 rationale Zahlen a^, 03, a^, a^ finden, die die 
Gleichung (9) befriedigen. Es ist daher Gleichung (6) wirklich erf&llt, und 
zwar ist darin n = 5 zu setzen: 

^lle komplexen Zahlen des Körpers P{iY^ lassen sich als Summen 
von höchstens 5 Quadraten auf i. a. unendlich mannigfeMshe Art darstellen, 
wobei 4 Quadratzahlen rational und reell sind:" 

(10) i- = o + ftiy7 = («i + j^ iYi)' +^.4 . 

In P(iyj) ist somit überhaupt jede Zahl in 5 öder weniger Quadrate 
zerlegbar. 

Potsdam, den 12. März 1903. Otto Meiszner. 
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3. SprechBaal für die Encyklopädie der Matliematlschen Wlsseiiscliaften. 

[Kinsendungen fQr den Sprechaaal L-rliittet Frauz Mt:;er. KCuigebcrg i, Pi., 
Mitteltragheim 61 J 

Zu n A 7c, 

S. 514. In Formel ^8) lies - a^'i v statt + Oo«e. 

S. 515. In Formel (9) muä das Doppelintegral mit einem positiven, das 
einfache Integral mit einem negativen Vor/eichen versehen werden, wie 
man etwa durch Vergleich mit den Formein der Potential theorie sofort, 
einsieht. Andererseits kann man diese Formel un geändert lassen und 
die Funktion v im Punkte (|, ij) positii- unendlich werden lassen, wo- 
durch man bessere Cbereinstimmung mit den entsprechenden Formeln 
bei mehr als y.wei Dimensionen erzielt. 

S. 515. Zeile 3 v. u. Es müüte der Satz: „das Integra! ds ist über den ganzen 
Rand des Gebietes, entgegen dem Sinae des Uhrzeigers zu erstrecken", 
wohl gestrichen werden; denn bei einem derartigen Integral ist rfs als 
wesentlich positiv anzusehen, und von einem Sinne kann überhaupt uielit 
die Rede sein. Man denke an den entäprechenden Fall bei drei Dimensionen. 

S. 5*24. FuBnate 37. Die hier zuletzt angegebene Seitenzahl muH heifien 
lOee, statt 1085. 

S. 542. Fußnote 68. Wegen eines einfacheren und strengeren und zugleich 
viel allgemeineren Beweises des betreffenden Satzes hatte vielleicht auf 
M. Böoher, Bulletin of the American Mathematical Hocietj, May 1899, 
Beite 387, Fußnote, verwiesen werden können. 

S. r>70. Nachtrag. Die Behauptung, daß durch den Hedrickschcn Beweis, 
daß Jede lineare Differentialgleichung vom elliptischen Typus mit ana- 
lytischen Koeffizienten eine Lösung der Form U log r -\- V besitzt, die 
Existenz der Greenschen Funktion nachzuweisen ist, sobald man die Lös- 
barkeit der gewöhnlichen Randwertaufgabe voraussetzt, ist uniichtig. 
Es bleibt nämlich noch nachzuweisen, daß die Funktionen U, V, wie 
auf Seite 515 verlangt wird, in dem zu betrachtenden Gebiete durch- 
weg stetige Funktionen sind, während bei Hedrick diese Stetigkeit nur 
lUr eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes (|,»)) bewiesen wird. 
Selbst für ein hinreichend kleines Gebiet reicht der Hedrieksche Satz 
nicht hin, um die Existenz der Greenschen Ftmktion zu beweisen; denn 
wenn man auch das Gebiet für eine bestimmte Lage des Punktes (|, i/l 
klein genug annehmen kann, so ist deshalb nicht gesagt, daß man das 
Gebiet so klein nehmen kann, daß es für alle Lagen von (^, tj), die in dem- 
selben liegen, klein genug genommen werden kann. Auch bei der Anwendung 
der Lösungen 17 log r + V zum Nachweis des analytischen Charakters aller 
Lösungen der Differentialgleichung, wie sie von Sommerfeld skizziert ist, 
macht sich bei genauerer Betrachtung dieselbe Schwierigkeit bemeriibar. 
Der Hedrieksche Beweis bedarf also einer Ergänzung, bevor er für die 
Sommerfeldschen Zwecke ausreichen wird. 
Zu IIA 7b. 

S. 485. Fußnote 113. Statt Böcher, p. 17 lies p. 134. Hier durfte 
ein Hinweis auf die Note von Darboux Par. C. R, 83 (187Ö), S. 1037 
nicht fehlen , wo zum ersten Mal pentasphurische Koordinaten in der 
Potential theo rie gebraucht sind. Maxime Böcher. 
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B. 0. Teabner. 133 S. 
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fiecke und Stemhanfen. — E. Weiß, Neue Planeten und Kometen. 

K. Gerold. 
ÜALAWELnER, A, MathematiBche Ableitung der Natarerscheinungen vom ' 

reinen Räume, Wien 1903, K. Gerold. 109 S. 
BBOKsa-YoNDEBUBN, J., Geometriscbes Zeichnen. Leipzig 1903, Göschen. San 

GöBchen (Nr, 68). 136 S. K. 0,8Ö!1 
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mann 398 S. Fr. 16, T 
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189 3. 
Hal-bek, W,, Statik 1: Die Grundiehren der Statik starrer Körper. 

Göschen (178), 148 S. M- 0,» 
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NiKLBui, N , Inspektor des mathematischen Dnterrichta an den Gymnasien D&n»- J 
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B. G, Teubner. XIV u, 408 S, geb. d. M 
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Toratand der GeeeUschaft. Zweiter Jahrgang. Leipzig 1903, B. f " ' 

68 S. 
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Taon-KE, J,, Geschichte der Elementar-Mathematik 1, 333 S,, H, 496 S. 
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' die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

In meiner Arbeit') „über die Darstellung definiter binärer Formen 
durch Quadrate" habe ich den Satz bewiesen: Jede definite ganze 
rationale Funktion von x mit rationalen Zahl euko effizienten läBt eich 
als Summe ron Quadraten darstellen, sodaß die sämtlichen Baaen 
dieser Quadrate ganze rationale Funktionen von z mit rationalen 
Koeffizienten sind. 

Ist /'iw) die gegebene Funktion, so besteht also eine Gleichung') 

/'W-/'!(r) + flM + ... + fl(i). 

Meine Beweismethode lieferte zugleich fiir die Anzahl vi der hierzu 
erforderlichen Quadrate eine obere Schranke, imnilich 2ji + 4 = 41- + 4 
füt die Funktionen des Grades n = 2k. Diese Schranke laßt sich 
natürlich verkleinern, und es stellt sich die schwierige Aufgabe, für 
jeden Grad n diejenige Zahl N— N(n) zu bestimmen, welche durch 
folgende beiden Eigenschaften charakterisiert ist: 1. Jede definite 
Funktion Mten Grades läßt sich in iV Quadrate zerlegen.') 11. Nicht 
jede definite Funktion nten Grades läßt sich in N— l Quadrate 
zerlegen. 

Es ist nicht zu verlangen, allgemein N explizite durch n auszu- 
drücken; vielmehr kann das Problem wohl nur von Fall zu Fall, d. h. 
fBr die einzelnen Werte n ^ 2, 4, ... in Angriff genommen werden 
und ttihrt auf die Diskussion komplizierter Sjsteme cUop hantisch er 
Qleichungen. Es ist mir nun gelungen, die Aufgabe für n ^ 2 voll- 
ständig zu lösen; ich werde lümlich im § 2 des folgenden den Nachweis 
fuhren, daS liir m = 2 N=5 ist; d. h, ich werde zuerst nachweisen, 
dft& jede definite quadratische Funktion in 5 Quadrate zerl^bar ist, 

1) Hathematiache Annalen, Bd. 67, 1903, S, 63—64. 

2) f,(x), fj{x) usw. bedeute» im folgenden durchweg ganze rationklzahlige 
Funktionen von x. 

3) Unter Zerlegung in Quadrat« i»t imoier eine solche gemeint, bei der die 
Baaen der Ijoadrat« gante rationaliahlige Funktiooen von x Bind. 

l>lhen»tlk Dod Pbyilk. UL Hatlit. VEL l9 
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und dann an einer passend gewählten speziellen quadratischen Funktion 
beweisen, daß sie nicht in 4 Quadrate zerlegbar ist. In § 3 werde ich 
znr Lösung des Fallee n = 4 einen Beitrag liefern; ich werde zeigen, 
daß jede definite biquadratische Funktion in 6 Quadrate zerlegbar ist, 
womit die obere Schranke (welche bisher 12 war) wesentlich ver- 
kleinert wird. 

Der Vollständigkeit wegen möge zunächst in § 1 der Fall « =■ 
TOrsugeschickt werden, der sich ganz leicht erledigt und .^ = 4 ei^ibt. 



I. Noch einem bekannten, zuerst von Lagrange bewiesenen Satze 
ist jede positive ganze Zahl A in 4 Quadrate zerlegbar; ans 

folgt für eine gebrochene positive Bationalzahl o = ^ 

= aj + a| + a| + oj. 
iV(0) ist also ^ 4. 

IL Andererseits erkennt man leicht, daß die Zahl 7 nicht in 
3 Quadrate zerlegbar ist. Für ganzzahlige Quadrate ist dies evident. 
Wenn die Quadrate nicht ganzzahlig sind, so würde eine Gleichung 

'={^r+(4)'+(t)' 

bestehen, wo ß> 1, jI, > 0, A^^O, A^^O und der größte ge- 
meinsame Teiler 

(1) {A,, Aj, ^, B)=l 
angenommen werden darf. Es wäre also 

(2) 1B*^Al + A', + Al. 

a) Wenn B ungerade ist, so liefert (2), als Kongruenz modnio 8 
betrachtet, einen Widerspruch; denn die linke Seite wäre ^ 7, die 
rechte (als Summe von 3 Zahlen, deren jede = 0, 1 oder 4 ist) wäre =-s 7. 

b) Wenn B gerade ist, so wären, da wegen (1) A^, Aj, A^ nicht 
sämtlich gerade sein können, nach (2) zwei dieser Zahlen ungerade 
und die dritte gerade; die rechte Seite von [2) hätte also die Form 
4Jlf + 2, während die Unke durch 4 teilbar wäre. 

Die Zahl 7 ist also nicht in 3 Quadrate zerlegbar, und es ist daher 
JV(0) = 4. 

1) Im folgemlen mögen groBe lateinisclie Buchstaben Btets ganze rationale 
Zahlen, kleine lateinische Buchstaben beliebige rationale Zahlen bezeichnen. 
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i. Jede de&nite quadratische Funktion 

f(x) ^ ax' + bx + c ,.,0) 

läSt sich zunächst auf die Form bringen: 

= A.(«^('+Ä)'+^^)=i-.(^(-+Ä)*+c), 

wo A > 0, C^O ist. Diese Transformation zeigt, daß es zum Nach- 
weise der Zerl^harkeit von f(x) in 5 Quadrate ausreicht, dieselbe fOr die 
reinen ganzzahligen quadratischen Funktionen Ax' + C (^ > 0, C^ 0) 
zu beweisen; denn aus 

ergibt sich nach (3), daB 

/■»-»»^" + !"= + «- i(fl(^ + ,^)+-- + /!(« + Ä)) 
- iiöiw + ■ • • + .^w) - ('-#)'+ • ■ ■ + («#)'- K(') + ■ • ■ + K(') 

ilt 

Der Fall C - ist b-iyial, da 
jll>- (A\ + Ai + Al + A',)x'-{Ä,xy+ {A,xy + (A,i)' + (A^x)' + 0' 
ist; A und C könnea alao als positive ganze Zahlen angenommen 
werden. 

Femer ist es offenbar eine erlaubte Einschränkung, vorauszusetzen, 
daä weder A noch C durch 4 teilbar ist; denn aus 

A^+c-r,(x) + -.-+fH') 

folgt, wenn A und C mit beliebigen Potenzen von 4 multipliziert werden, 
4'A,' + 4,C = (2.,.(^($)'+ C) = (2.,.(,.(^-) + . . . + rm 

= (2'')»(i;;(a:) + ■ ■ • + glix)) = A;(i) + ■ ■ ■ + A|(x). 

Eb handelt sich also tun den Nacbweis des Satzes: Die Fonktion 
Äx* + C, wo A und C positive, durch 4 nicht teilbare Zahlen sind, 
ist in 5 Quadrate zerlegbar. Es ist nun 

Ax' -t C = ^{Uxf + AC). 
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Zufolge der bekannten Identität 

(5) (a!+aJ + «J + aD(^ + « + «+/»!) = («iA+«iA + «iA + «4/'4)" 

+ («1 A - «iA + ^ßi - «iA)* + («1 A - «« A - «»A + «iA)* 
+ («1 A + «lA - «»A - «iA)* 

ist das Produkt zweier Summen von je 4 Quadraten rationalzahliger 
Funktionen wieder als Summe von 4 Quadraten rationalzahliger Funk- 
tionen darstellbar. Wenn nun zufallig die Zahl ^C in 3 Quadrate 
zerlegbar ist, so ist wegen 

i = a« + aj + a| + aj 

jeder der beiden Faktoren der rechten Seite von (4) in 4 Quadrate 

zerlegbar, also 

Ax* + C^a{=^)+-- • + /!(«) + 0». 

Die Behauptung bleibt also nur ftlr den Fall zu beweisen, daß 
AC nicht in 3 Quadrate zerl^bar ist. Dann ist bekanntlich AC von 
der Form %M + 7 oder 4(8 Jf+ 7).^) Im ersteren Fall sind -4 und C 
ungerade und AC^l (mod. 8); im zweiten sind A und C gerade 

und ^'^ = ^ (mod. 8). 

1) A und C sind ungerade und -4.C = 7 (mod. 8). 

a) Es ist ^ = 1, C= 7 (mod. 8). Dann ist A{C- 1) = 6 (med. 8); 
also ist J. ((7— 1) in 3 Quadrate zerlegbar und daher nach dem Obigen 
die definite Funktion Aa^ + (C — 1) als Summe von 4 Quadraten dar- 
stellbar: 

^x» + (C-l)=./l(a;) + ...+/l(a5), 
also 

Äx*+C^n(x) + .-.+ fl(x) + l=fl(x) + --+ /!(«). 

b) A = S, C = 5 (mod. 8). Dann ist (A—1)C=2 (mod. 8), also 

(4- 1>»+C = /I(rc) + ... +/!(«), 
Aa^ + C = f]i3:) + ■ • •+/!(«) + 35» = /T(a;) + • • •+/!(«). 

c) ^ = 5, C = 3 (mod. 8). Dann ist A{C - 1) = 2 (mod. 8), 
also wie im Falle a) 

Ax'+c^fii!^) + ...+fi(x) + i=nix)+--. +aix). 

d) 4 = 7, C=l (mod. 8). Dann ist (.4-1)0 = 6 (mod. 8), 
also wie in b) 

Aa^ + C ^^ f\(x) + ■ ■ •+/!(«) + a?« = /»(a;) + . . • + /!(«). 

1) Der Fall S** (8 Jlf -|- 7), wo y > 1 wäre, ist hier anggeechloBsen, da nach 
VorauMetznng keine der Zahlen Ä and C durch 4 teilbar ist. 
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s 7 (moi 8). Dann ist 



ax* + bx + c i 



3) A und C sind gerade und 
^(C— 1) = 2 (med. 4), also wie in la) 

Ax'+c=rM) + -- ■ + n(*) + 1 =/!(^) + ■ 

In jedem Falle ist also Ax' + C and daher auch 
5 Quadrate zerlegbar. N{2) ist daher ^ 5. 

n. Ich behaupte: Die spezielle Funktion j* -f 7 ist nicht in 
4 Quadrate zerlegbar. Gesetzt^ es sei 

x« + 7 = {a^x + b,y + . - . + (a,i + 6J», 

90 folgt durch Koeffizientenvergleichung: 

(6) i=a\ + a\ + al + a», 

(7) - o,&, + 0,6, + 0,6, + o^fr,, 

(8) 7 = &» + ii + ft| + 6J. 

Die Multiplikation von (6) mit (8) ergibt nach der Identität (5) 
7 - (Oifc, + Oj^ + «.fr« + «*''«)' + («i^I - «.''i + «3** - '»*''.)' 
+ («i^a - o»*t — o»*i + ^461)* + (Oi6i + fli&a — «»6» — O161)*. 
ITacb (7) ist nun das erste Quadrat auf der rechten Seite 0; die Zahl 7 
iräre also in 3 Quadrate zerlegbar, was nach § 1 , II. unmöglich ist. 
x^ -j- 7 kann also nicht in 4 Quadrate zerlegt werden. 
Damit ist bewiesen, daß 

N(2) = 5 



ist. 



§ 3. 



Ich behaupte, daß jede definite biquadratische Funktion 

f{x) = ax^ + bx'' + ea:' + da: + e ,„ > « 

in 6 Quadrate zerlegbar ist Sie läßt eich zmüLchst durch die lineare 
rationalzahlige Substitution a: = y — 7- auf die Gestalt 
f(x) = «oj(* + cy + rfo!/ + Co 

bringen, und es genügt offenbar, die Behauptung für eine bi quadratische 
Funktion ohne kubisches Glied zu beweisen; denn aus 



folgt: 




«.»' + '.f + ä.'j + «. - f\(y) + ■ • ■ + lUy) 
f'-' (' + r,) + ■■■ + /■:(■' + n) - !^W + ■•■ + üH')- 
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Mit anderen Worten: ea darf in f{x) ohne BeBchränknng der AUgemein- 
heit ft = angenommen werden, also f(x) in der Gestalt 

f'{x) = ax* + ex* + dx + e. 

Femer darf angenommen werden, daß f{x) keine mehrfache 

reelle oder komplexe Wurzel, also insbesondere (weil es definit ist) 
Überhaupt keine reelle Wurzel hat; denn anderenfalls ist f{x) toh 
der Form 

wo h{x) definit quadratisch oder konstant ist, und es wäre 

Hx) ^ r,{x) + ■ ■ ■ + n(x), 

f{x) = {gl^)f,(.x)y + ■ ■ ■ + (g{x)f,{;c)y = g\{x) + . . . ^- gl{x) + 0\ 

Da somit die vier Wurzeln von f(x) = als komplex und toh 
einander verschieden angenommen werden dürfen, bat die kubische 
Re solvente 



(9) 



(' + ^(» + - 



-, = 



drei verschiedene Wurzeln, von denen für d ^ zwei negativ sind, 
während für rf= eine oder zwei n^ativ sind; hiervon wird nachher 
Gebranch gemacht werden. 

Ich will nun versuchen, von f(x) das Quadrat einer solchen rational- 
zahligen linearen Funktion kx + 1 (wo k^O ist) zu subtrahieren, dafi die 
Differenz aar* + c,a;* + d,x + e, zwei Bedingungen erfüllt: 1) sie hängt 
nur von x* ab, d. h. es ist rf, = 0, 2) Die so entstehende quadratisch*^ 
Funktion om' + CjW + (4 von t* = a;' ist definit. 

Wenn diese Forderungen zugleich erfüllbar sind — es vrird siidi 
zeigen, daß dies stets der Fall ist — ist die Behauptung bei 
denn dann ist ja nach § 2, I. 



' + c, - /1(^) + ■ ■ ■ + /|{^') 



f(x) - {kx + l)* = ax* + c,x 

-sKa:)+---+^(a:), 
fix) - g\ix) -f ■ ■ - + gi(x) + {kx + 0' = ^K^) + ■ ■ ■ + ?l(^)- 
Die erste Forderung besi^, daß 2 kl ^ d, d. h. 
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ist; die zweite verlangt, daß 

cj - 4aei ^ 

ist; es kommt also auf eine üngleichnng mit der Unbekannten Ar hin- 
aus. Es ist 

ax^ + cx^ + dx + e- (kx + ^^'Ct^ + ic — k*)x^ + c - ^, 

d. h. Ci = c — i*, ^=^"~iTi? ®^ frvLgt sich also, ob es stets ein 
rationales, von verschiedenes k gibt, sodaß 

(c_t«)«-4«(c-^)^0 

ist, d. h. 

k\c - ft^» - 4a6*« + ad« ^ 0, 

(10) t« - 2cÄ* + (c« - 4a6)t« + ad» ^ 0. 

Die linke Seite dieser Ungleichung hängt nun mit der kubischen Resol- 
ut 
vente aufs engste zusammen; setzt man nämlich in (9) ^ — , so 

erhält man folgende Gleichung in z\ 

(11) ;fi - 2csi^ + (c» - A:ae)z^ + ad* =- 0. 

Da die kubische Resolvente mindestens eine einfache negative Wurzel 
besitzt, hat (11) mindestens eine einfache reelle Wurzel.^) Die linke 
Seite von (11) ist also f&r alle z in einem gewissen Intervalle negativ; 
daher gibt es ein rationales, von verschiedenes z ^ k, für welches 
die Ungleichung (10) erfüllt ist. 
Damit ist die Behauptung 

2^(4)^6 
bewiesen. 

Berlin, den 8. November 1903. 



1) Offenbar hat (11) sogar mindestens zwei einfache reelle Wurzeln. 
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Elementare Herleitnng der Formeln für die Reflexion nnd 

Brechnag des Lichtes an der Grenze dorchsichtiger 

isotroper Körper. 

Von E. Jähnke in Berlin. 

Die übliche Herleitnng der Formeln, welche Fresnel und F. Neu- 
mann für die Intensitäten des partiell reflektierten und gebrochenes 
Lichtes aufgestellt haben, setzt für die elektromagnetiBche Welle die 
Form der Smussckwingung voraus. An die Stelle dieser Voraussetzung 
tritt hier die andere, daB ich die Welle als einen Vektor auffasst^ 
dessen Lange durch die Schwiagungssmplitude gemessen und dessen 
Richtung und Richtungasimi durch die Fortacbreitungsrichtung der 
Welle bestimmt wird. Hierdurch gewinnt die Herleitung einen durch- 
aus elementaj-en Charakter. 

Ich bemerke noch, daB die in Rede stehenden Formeln aus reinen 
Identitälen hervorgehen, zu denen die Euei^iegleichung hinzugeni 
wird- 

1. Voraussetetingen der Vektorrechnung. — Ich mache bei der Her- 
leitnng von dem Begriff des freien Vektors der Ebene Gebrauch ab 
einer Strecke von bestimmter Länge, bestimmter Richtung und bfr 
stimmtem Richtungssinn, sowie von dem äußeren und dem inneren 
Produkt zweier Vektoren «, ft der Ebene, die ich nach Graßmann, 
wie folgt, definiere: 

[ab] = ad sin (et, ft), [a\b] = abcoB{a, 6), 
wobei a, b die numerischen Längen der beiden Vektoren bedeuten. Die§e 
Definitionen liefern ohne weiteres die charakteristischen Eigenschatlfla 
des äußeren und des inneren Produktes, nämlich 

[fta] [ab], [aa] = 0; 

[b\n]^ [a\bi, [a\a]^a\ 
d. h. das äußere Produkt ändert bei der Vertauschung seiner Faktoral 
das Vorzeichen, während dem inneren die konimutative Eigenschaft 
kommt. Außer diesen Begriffen benutze ich noch den einfachen Säte, 
daß zwischen drei Vektoren der Ebene n, b, v stets eine lineare IdeO' 
tität von der Form 

(1) aa + ßb + yc = 

besteht, wo a, ß, y beliebige Zahlen bedeuten, d. b. daß es stets mÖgUchi 
ist, von drei beliebigen Vektoren der Ebene solche Vielfache zu nehmeo^ 
daß sich dieselben zu einem Dreieck zusammenschließen. 




der FormelB für die Reflexion u. Bieciraiig d. laclitee eic. 279 

2. Bedntumg der FtmdametUalidmtitäi. — Seien a, b^ r drei 
1)eliebige fireie Vektoren der Ebene, so kann ich immer Toraus- 
setzen, daß sie in einem Ponkte zosammentreffeni da sie parallel 
Tersdiiebbar sind; dnrch diesen Punkt will ich eine 
Tertikaie Achse gesogen denken. Die Lage der 
Tektoren gegen diese Achse wird dann durch drei 
IVinkel a, ß, y m der Weise, wie Figur 1 zeigt, 
l)estimmt. 

(}emäB (1) kann ich sofort die folgende 
Beziehung ansetzen: 

a=^ xb + yc, 

TTm X und y zu bestimmen, multipliziere ich diese 
Gleichung mit c und erhalte 

\ac\ = x\bc]y 

Fig. I. 

da \cc\ gemäS der Definition des äußeren Produktes yerschwindet; 

woraus 

\ae] 




x 



[6 c] 



Wird andrerseits die Identität mit b äußerlich multipliziert, so 
ergibt sich 

y [eb] 

Nun ist, wie unmittelbar aus der Figur ersichtlich, der Winkel, den 
der Vektor a mit c bildet, y — a und der Winkel des Vektors b 
gegen c gleich y — ß\ daher, wenn ich die numerischen Längen von 
€1, by c mit a, &, c bezeichne: 

[ac\ =- + ac sin (y — a), \bc\ =» — 6c sin (/} — y); 
und entsprechend 

[aft] = — a6 sin (« — /J;, \cb\ — + 6c sin (/} — y). 
Demnach 

a iin (y — a; 
a fin (a — ß) 






" "" cmtp — f) 
Folglich nimmt die obige Identität die Form an 
(2) hc%uk{ß — yi - a + casin(y — a) - ft + ahmn(a — ^) - r — 0, 



r 
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Nun möge zwischen den drei Vektoren a, ft, c noch die Be- 

diogimg besteben 

(3) »1«. + nb + pr = 0, 

wo m, n, p gegebene Skalaren bedeuten. Dann ist das Zusammen- 
bestehen von (2) und (3) nur möglich, wenn sich die Koeffizienten 
in (2) wie »i : n :p verhalten, oder, was dasselbe ist, wenn 






(4) 

Diese Ausdrücke für ~ und — erffillen demnach identisch die beidsa 
Gleichungen (2) und (3). 

3. Fhysik-alische Vormissetzungen. — Es ist bekannt, daß eine elek- 
tromagnetische WelJe, welche auf die Grenzebene zweier Medien auf- 
fällt, sich im allgemeinen in eine reflektierte und eine gebrochene Wella 
zerlegt. Dabei liegen die FortschreitmigBriehtungen der drei Wellea,, 
der einfallenden, der reflektierten und der gebrochenen, in einer 
und es ist der Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel. Nun gibt 
es an einer Welle zu unterscheiden: Amplitude, Schwingungarichtung^ 
Fortpflanzungsrichtnng, Frequenz und Phase. Indem ich eine ideale 
Trennungsebene der Medien voraussetze, kann ich von der Phase absehen 
und voraussetzen, daß die Wellen gegeneinander keinen Phasenuiit«i^ 
schied zeigen. 'Aber auch von tVequenz und Schwingungsrichtung will 
ich absehen. Das ist gestattet, wenn alle Wellen, die in die Rechnung 
eintreten, gleiche Schwingungszahl und Sehwingungarichtung haben. 
Dabei ist es, vom analt/tischen Standpunkt aus gleichgültig, welche 
Winkel die Schwingungsrichtung mit der Einfallsebene bildet, wenn sie 
nur fdr alle drei Wellen die gleiche ist. Physikalisch ist diese Bedingung 
in dem Fall, daß die Schwingungsrichtung nicht in die Einfallsebene 
fällt, nur dann erfüllt, wenn die Schwingungsebene senkrecht zur Ein- 
fallsebene verläuft. Diese Voraussetzung soll gemacht werdeu. Ich 
betrachte also zunächst den Fall einer linear polarisierten Welle, die 
senkrecht zur Einfallsebene schwingt, und kann dann eine elektro- 
magnetische Welle als einen Vektor auffassen, dessen Länge durch die 
Schwingungsamplitude gemessen und dessen Richtung und RichtungB- 
sinn durch die Fortachreitungarichtung der Welle bestimmt wird, 

4. Der Fall, daß die Sdiwingungsebene senircdä zur EinfuUsdietie 
steht. — Ich deute jetzt die drei Vektoren «, b, c in Nr. 2. als die 
einfaUende, die gebrochene und die reflektierte Welle und will sie durcli 
e, rf, r bezeichnen, die zugehörigen Amplituden durch £^ Z)„ K^ wo 
der Index s andeuten soll, daß die Schwingungen senkrecht gegen die 
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Eiafallsebene Terlaufen. Das ReüexionsgeBetz verlangt., daß y = 360 — a\ 
und um mit der üblicheu Bezeichnung des Brechungswinkels in Ein- 
klang zu kommen, ersetze ich ^ durch 180 -{- ^ C^ig' ^)' Alsdann 
mt Identität (2) die Form an. 

-0 



(5) 



« + ? 



.n(o + 



.»•+i 



-0. 



Andrerseits führt die physikaligche Tatsache, daß sich der ein- 
fallende Licht Vektor in die Summe eines reflektierten und eines 
gebrochenen Lichtvektors umsetzt, 
bei gehöriger Rücksicht auf die in 
der Figur vorausgesetzten Pfeil - 
riohtongen, zu der Vektorbeziehung 
(6) e + r -1- »d = 0, 

welche nichts anderes besagt, als 
daß zwischen den drei elektro- 
magnetisehf n Wellen Gleichgewicht 
bestehen muß, von denen zwei dem- 
selben Medium, die dritte einem 
neuen Medium angehören. Der 
positive Zahlenfaktor n bringt zum 
Ausdruck das Verhältnis der Äther- 
dichten in den beiden Medien. 
Hat der Äther überall gleiche Dichte, so ist n = 1, im andern Falle 
ist H= -o zu setzen. Erstere Voraussetzung ist von F. Neumann, 
letztere von Fresnei gemacht worden. Unter der F. Neumannschen 
Voraussetzung lautet also die Beziehung zwischen den einfallenden, 
reflektierten und gebrochenen Lichtvektoren: 

nnter der Fresnelachen Voraussetzung lautet sie: 

* + ** + !"i^ rf = f . 




A = 



Hiernach gehen die Formeln (4) in die folgenden über: 
(« - (il __ ____ 

-sill(a-|-ft 

" 8in(B + p) 

von Fresnei bzw. F. Neuman 






^r 



Ej ein (a — ^ 

und das sind die bekannten, 
gestellten Formeln. 



(Neumanns Formeln); 

(Fresnels Formeln), 
auf- 
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5. Das Gesetz von der Erholtang der Energie. — Ich Bchroibe di^ 
Vektorgleichung (6) in der Form 

— e = r + iid 
und multipliziere sie innerlich mit sich selber, so folgt 

Ei=B* + n*I» + 2n[r | d] 
oder 
(7) . E? = B; + n*D] ~ 2nIl,D,CQB (a + ß). 

Diese Relation, welche bei Einftihrung der in (J*,) oder {N,) auf' ] 
gestellten Ausdrücke zu trigonometriBchen Identitäten führt, liefert us- 
mittelbar das Gesetz von der Erhaltung der Enei^ie, wenn an Stelle 
der Amplituden die Intensitäten J eingeführt werden durch die bekannteii 
Definitionen der Fhyaik: 



(8) 



J,-E', J,-K', Jj-n'D'- 



n2f 



wo im NeumaonBChen Fall n— 1, im FrefiDelGchen n^ 



»|1 



, d. h. 



setzen ist. Diese Definitionen gelten, welches die Schwingungsrichtung 
des Lichtes auch sein mag. Hier sind E, R, D durch E,, S„ ü, vi 
ersetzen. Gleichung (7) nimmt alsdann die Form an 

(9) |£? = s; + »w^ 

I j; = j; + j_, 

indem man unschwer nachweist, daß die rechter Hand eigentlich nooh 
hinzutretenden Summanden einander aufheben, sodaß die Energiegleichung 
in der Tat erfüllt ist. (Vgl. Sitzungaber, d, Berl. Math. Ges. 2, 53—56.) 
6. Der Fall, daß die Sdtwingungsebene der Einfallsebefte parcM 
is(. — Ich betrachte nunmehr den Fall, daS das Licht in der Ein&lb- 
ebene schwingt. Ich schicke zunächst die Bemerkung voraus, daß die 
Formeln (F^), (N^, wie bei ihrer Herleitung bereits ausgesprochen 
worden ist, nicht bloß in dem Falle gelten, wo das Licht senkrecht 
gegen die Einfallsebene schwingt, sondern in dem allgemeineren Falle, 
wo die Schwingungen der einfallenden, der reflektierten und der ge- 
brochenen Welle einander parallel verlaufen. Vom physikalischen Stand- 
punkt aus ist allerdings, wenn die Schwingungsebene nicht in die 
Einfallsebene fallt, nur der spezielle Fall realisierbar, daß die gemeinsame 
Schwingungsrichtimg dieser drei Wellen auf der Einfallsebene senkrecht 
steht. Aber rein analytisch betrachtet, beanspruchen die in (F^), (}>) 
aufgestellten Ausdrücke auch noch Gültigkeit, wenn das Licht nicht 
gerade senkrecht gegen die Einfallßebene schwingt, sobald nur die Be- 
dingung erfüllt ist, daß die drei Wellen einander parallel schwingen 
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Hiemach müssen also die für R^ und D^ gewonnenen Ausdrücke 
bestehen bleiben für Wdlen, die in der EinfaXlsAeney aber einander 
parallel schwingen. Nun lehrt die Physik, daB bei einer Lichtwelle 
die Schwingnngsrichtung stets auf der Fortschreitnngsrichtung senkrecht 
steht, mit andern Worten, daß es nnr transversale, keine longitudinalen 
Lichtwellen gibt Zerlege ich daher die drei soeben betrachteten 
Wellen mit den Amplituden E^y R^, D, innerhalb der Einfiallsebene 
in je zwei Komponenten, deren eine zur Fortschreitangsrichtong der 
betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere ihr parallel lauft, 
so haben die letzteren Komponenten f&r eine Lichtwelle keine physi- 
kalische Bedeutimg. Eine solche kommt bloß den anderen Komponenten 
zu, deren Amplituden ich E^^ R^y D^ nennen will 

So erhalte ich in der Einfallsebene anstelle der drei Wellen mit 
den Amplituden E^, R,, D^, die in dem Fall, daß die einfallende, die 
reflektierte und die gebrochene Welle parallel zur Einfallsebene schwingen, 
doch nur mathematische Existenz besitzen, drei andere Wellen mit den 
Amplituden E^, R^, D^, welche physikalisch möglich sind. 

Zwischen den Amplituden dieser Wellentripel bestehen nun ein- 
ÜLche Beziehungen, die sich, wie folgt, herleiten lassen. 

Ich will die gemeinsame, in der Einfallsebene liegende Schwingungs- 
richtung der Wellen mit 
den Amplituden J5„ iJ„ D, 
durch den Winkel d fest- 
igen, welchen sie mit der 
Fortschreitnngsrichtung der 
gebrochenen Welle bildet, 
dann ist (Fig. 3) 

E^^E^sm{S^a + ß), 
(10) R^^R^Bm{a + ß + d), 
2)p=D,sind. 

Um den Winkel d zu 
bestimmen, benutze ich die 
physikalische Tatsache, daß 
auch in dem Fall, wo das 
Licht parallel der Einfallsebene schwingt^ das Gesetz von der Erhaltung 
der Energie besteht. Es wird sich zeigen, daß der Winkel 8 == 90^ 
sein muß. 

In der Tat, ich gehe aus von der Energiegleichung 




Fig. 8. 



J.-Jr + J. 



d} 
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die wegen (8) die Form annimmt 

Föire ich hier aus (10) die Werte ein, so erhalte ich 

£;8m»((J - K + ^) = 7üsin»(ß + ß + d) + M^fl^sin»* j^- 
Nun ist aher nach (9) 

daher durch Kombumtion mit der vorhergehenden Gleichung 

M [ain^Ö -a + ß)-awH] = E', [fliii'(« + ß + d) - ainM], 
woraofl 
E'.Bm(2S-a+ ß)sm{a-ß) + RWin(a + ß + 2S)ain(a + ß)='0 | 

oder mit Benutzui^ des ÄuBdrucfcs für y au8 (F,) oder (N,): 

sin (« + ß) sin (2d - a + (3) + sin (« - ^) sin (a + (5 + 2 tf) = 
oder 

[sin (a + ß) eoa (« — ^) + cob (a + ß) sin (a - ßj] sia 2tf = 



2*= 180°; ^=^90°. 
Die analytisch noch mögliche Lösung S — ist für die Optik uu- 
brauchbar. Demnach nehmeo die Formeln (10) die Geatalt an 
E,-£.coB(«-«, 
ü, -B, cob(ii + ^), 
D,-D, 
Werden hier aus Nr. 4. die Werte der E„ E„ D, eingefUiut, w 
ergeben sich schließlich die gesuchten Formeln 

, j _ E^.i.i.-f,co.(, + f) _ ^ t8(.-ft 

m 

■0. 



c,) 



K 



D.- 





l'. 




»■(« + « 









'!«(• + »' 



g(" 



±) 



'"«<« + «■ 



fl 



Und das sind die bekannten Formeln, wie sie von Fresuel nD" 
F. Neumann fUr den Fall, daß das Licht parallel der EiniallBebeue 
schwingt, aufgestellt worden sind. 
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7. Iteftexion und Brechung lonffittidinaler Wellen. — Die obige Methode 
ist unmittelbar eine inerkwürdige Übereinstimmung erkennen, welche 
'isrhm den Formeln für die Beflea^on und BrecJmng von tmnsversaleti 
chtwellen einerseits und Jengitudinalen Schallwellen andererseits besteht. 

Ich knüpfe au die vorstehenden tJberlegungen an, wo ich die ein- 
ilende, die reflektierte und die gebrochene Welle mit den Ampti- 
den £,, Ü,, Ö, innerhalb der Einfall Beb ene in je zwei Komponenten 
rlegt habe, deren eine zur Fortschreitunga rieh tun g der betreuenden 
eile senkrecht steht, deren andere ihr parallel läuft. Während nun 
im Licht die letztere Komponente wegen ihrer physikalischen Be- 
utimgalosigkeit verworfen wird, findet sie beim Schall ihre phyai- 
iische Deutui^ als longitudiuale Schwingung. 

Bezeichne ich die Amplituden der longitudinalen einfallenden, 
flektierten und gebrocheneu Wellen mit ffi, 9i, ®, und behalte ich 
n in Nr. Ö eingeführten Winkel d bei, ao ei^eben sich zunächst die 
Ziehungen (g = E, co« (* - « + P) 

0-) SR = B, cos (« + |3 -t- d) 

1 3) = Z>, cos ä. 

Nun setzt die Herieitung der Anadriicke für die Verhältnisse £,:iJ,:D, 
Nr. 4 erstens das Reflesionsgesetz voraus, zweitens die Tatsache der 
■echung und drittens die Öreiizbedingujig (6). Ich kann daher die 
lltigkeit der Formeln (-F,), (N,) auch auf den Schall ausdehnen, so- 
äit er sich in ebenen Wellen ausbreitet. 

Nehme ich ferner den in (8) definierten Zusammenhang zwischen 
mplitude und Intensität einer Welle auch für den Schall als gültig 
, so führt das Gesetz von der Erhaltung der Energie auf demselben 
'ege wie in Nr. 6 zu dem Ergebnis sin2d = 0; denn die daseibat 
r transversale Wellen entwickelte Rechnung geht in die entsprechende 
r longitudinale Wellen über, wenn ich S durch 90 — d ersetze. 
UBua folgt einzig und allein ä = 0, wenn ich mich auf die longi- 
dinalen Wellen beschränke. 

Aladann führen die Formeln (10") in Verbindung mit {F,), (N,) 
, Ausdrücken für die Verhältnisse iJ : 9t : 3), welche mit den Aua- 
ücken für £p : Ä^, : D^ genau Übereinstimmen. 

Auf diesen Zusammenhang haben übrigens bereits Poisson') und 
läter G. Qreen*) aufmerksam gemacht. 

1) Memoire Bur le müuvement de deui Snide» ^aatiques guperpoa^s. M^m. 
l'Ac. d. Sü. 10, 317, 1823. Paria 1903. 

2) On tbe reflezion and reft^ction of Boond. Matfaematical Papen of the 
te Oeorge Oleen. Edited bj M. Ferrers, Paris, A. Hermann, 393—243. 




8. Der Fall der fatalen Be/lexioti. — Zum Schluß will ich nodi 
mit ein paar Worten auf den vekto ran nly tischen Grund fUr die bekannte 
Tatsache eingehen, daß bei der Totalreflexion eine Phasen verschieboi^ 
eintritt. Dabei kann ich mich gemäß den obigen Überlegungen auf 
den Fall homogenen Lichtes beBchrsnken, welches senkrecht gegen die 
Einfallsebene schwingt. 

Wird das Licht total reflektiert, so habe ich es nur mit zwei 
Vektoren, dem einfallenden und dem reflektierten Lichtvektor, zu tuii 
Würden sich die Wellen auch jetzt noch bloß in Amplitude und Fort 
sehr eitungsrich tun g, die Vektoren also bloß in Länge und Iiichtiuig 
unterscheiden, so würde aus Nr. 4 folgen e -\- r — 0\ es würde sfcii 
also ergeben, daß die beiden Vektoren in der Länge und Richtung 
(bei entgegengesetztem Richtungssinn) übereinstimmten. Der reäektierl« 
Vektor hätte also gleiche Richtung mit dem einfallenden — und du 
trifft physikalisch im allgemeinen nicht zu. Die Voraussetzung irt 
daher falsch: Die einiallende und die reflektierte Welle müssen aülkfJ 
außer durch Amplitude und Fortschreitungsrichtung, noch durch etwa 1 
unterscheiden, und das kann, da sie doch, wie verabredet, in darl 
Schwingungsrichtung Übereinstimmen sollen, nur die Phase sein. Dm-I 
reflektierte Welle muß daher gegen die einfallende eine PhssenTf^j 
Schiebung zeigen. 

Berlin, den 9. Oktober 1903. 



Zur Geometrie der Kreise im Raum. 

Von E. V. Wbbke in München. 

Die Figur zweier Ereiae des dreidimensionalen Raumes hö'*' 
gegenüber der Gruppe (t,o aller konformen Punkttronaformationen di«* 
Raumes eijie Reihe invarianter Eigenschaften, deren Auizählung M* 
Diakussion den Gegenstand der vorliegenden Note bildet. Unter 
Lageubeziehungen zweier Kreise erweist sich die sogenannte „MuuBi"' 
läge" als besonders bemerkenswert, vor allem wegen ihres Zusamniä'" 
hanges mit der von M. Chasles herrührenden und von E. Lagaef*) 
näher untersuchten Repräsentation komplexer Raumpunkte. Wir 
schränken uns im wesentlichen auf die Betrachtung reeller einteilige J 

1) a. bes. NouT. Ann. (a) 11 (1873) p. 14—21, 108—118, 941-864. 
S) Ein Ereia heifit leell, wenn er dnrch zwei Oleiobnngen 

'.(a;' + y' + O - S(r,.i - 2p,y - 2y.i + n. = ü. 
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Kreise; doch gelteu manche der hier abgeleiteten analytischen Tatsachen 
auch fUr Paare komplexer Kreise. 

1, — Sind zwei einteilige Kreise x,, x, des Raames gegeben, so 
fragen wir zunächst nach den „Normalkreiseu" derselben, d. h. nach 
denjenigen Kreisen, die jeden der Kreise Xj, x, in je /.wei Punkten recht- 
winklig schneiden. Ist X ein solcher Kreis, der Xj in den Punkten 
i*,, Cj treffen möge, so achneidet die zu der Kugel (x,, A)') orthogonale 
Kugel des Büschels (x,) den Kreis x, in zwei Punkton F^, Q^, die zu 
Pf, Qf harmonisch liegen; umgekehrt, achneiden zwei rechtwinklige 
Kugehi des Bflschela (x,) den Kreis Xj in zwei harmonischen Punkt- 
paaren, so enttüilt jede dieser Kugeln einen der gesuchten Normalkreise. 
Unterwerfen wir nämlich Xj und Xj einer Inversion, deren Zentrum auf 
X, liegt, so verwandeln sich diese Kreise bezw. in eine Gerade g und 
einen Kreis x. Damit nun eine durch g gehende Ebene e eineu Kreis il 
enthalte, der sein Zentrum anf y hat und den Kreis x in den Punkten 
R und S rechtwinklig achneidet, ist offenbar notwendig und hinreicheud, 
daß die Tangenten des Kreises x in den Punkten R, S die „Achse" des 
Ereisea k') treffen, daS also die durch g gehende, zu e senkrechte Ebene 
den in bezug auf x genommenen Pol der Geraden RS enthalte; durch 
RflckDbergang zu der inversen Figur Xj x, wird unsere Behauptung 
erwiesen. 

3. — Zu zwei einteiligen Kreisen x, Xj gibt es daher im all- 
gemeinen zwei und nur zwei Normalkreise li.', die folgendermaßen 
gefonden werden; Man paare die Kugeln dea Büschels (x,) involutoriseb 
in der Weise, daß je zwei Kugeln eines Paares den Kreis x^ in zwei 
harmonischen Punktepaaren schneiden. Die so definierte Kugel in Solution 
entlült i. a. ein einziges Paar rechtwinkliger Kugeln: schneiden diese 
den Kreis x, bezw. in den Punkten P^Q^ und P^Q„ so sind die zu Xj 
orthogonalen Kreise, welche die Punkte P, (?, reap. P, Q^ enthalten, mit 
den gesuchten Kreisen H' identisch. Entsprechendes gilt natürlich ftlr 
den Kugelbüscbel (x,). Sind die Kreise XjXj „verhängt/', d, h. hat jeder 
derselben mit der Ebene des andern einen Punkt im Innern des letzteren 
nnd einen im Äußern gemein, so sind die Normalkreise H' beide ein- 
teilig; für zwei nicht verhängte Kreise ist l einteilig, k' nullteilig. 

3. — Es seien P^ Q^ , P, Q^ die Punkte, in denen A die Kreise x, 
und X, trifft, ebenso P,Q,, PjCj die analogen Punkte auf X'. Man 

mit reellen a. . . . n_ definiert ist; ein reeller Kreia heiBt (nach F. Klein) ein- 
teilig oder nullteilig, je nachdem er anendlicli viele oder keine reellen Punkt« 
besitzt. 

1) So beseichnen wir die Kugel, awf der die KreiBC x, und 1 liegen. 

8) D. h. die im Zentrum von l auf der Kbene von l errichtete Senkrechte. 

AnblT dti HkthHutlk BDd Ph^dk UI. Btib«. VU. 20 
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bezeichne ferner mit d das Doppelverhältiiia {PiQiPtQi)i ni'^^ '''' "iwl 
DoppelverliältiiiB (P,'(?,'P,^j), mit a den Sehnittwinkel der Kugeln^ 
(xi, k) und {jt,, A), endlich mit a' den Winkel der Kugeln (x^, A%1 
und Xj, A'). Die Größen tg - , tg — , d, d' sind natürlich ahaolute (irr»- 1 
tionale) Invarianten des Kreiapaara gegenüber allen Kreis verwan dt- 1 
Schäften des Raumes, und man hat: 



0) 



'8'^- 



-■i'. 'g'T = - 



Diese Gleichungen ergeben sich am einfachsten, wenn man das Kreis-I 
paar durch eine loTersion in einen Kreis K und eine Gerade y v&e-M 
wandelt, die einen Durchmesser von K senkrecht schneidet. Aus dwl 
Betrachtung dieser „reduzierten Form" des Kreispaars folgt auch: 
Damit zwei Kreispaare durch eine konforme Punkttrau sformation in 
einander überführbar seien, ist nicht nur notwendig, sonderu auch hin- 
reichend, daß die beiden Doppelverhältnisse S und d' für beide Krei»-J 
paare dieselben Werte haben. Im Falle zweier nicht verhängter Kr«is 
für die ja nur A einteilig ist, wird man, um eine reelle geometr 
Deutung der beiden absoluten Invarianten zu erhalten, die GrS&en 1 
und a als solche wählen. 

4. — Der Kreis X' wird von den Kugeln (x„ A) und (xj, A), also 
von allen Kugeln des BüBchels (A) rechtwinklig geschnitten; analoges 
gilt für den Kreis A. Die Kreise AA' stehen also in der Beziehung, die 
wir als „orthosphärische Lage" bezeichnen wollen; jeder schneidet ( 
Ebene des andern rechtwinklig in zwei Punkten, die hinsichthch t 
letzteren invers sind. 

6. — Um diese Resultate auch analytisch zu formulieren, ver^ ■ 
stehen wir unter xyz kartesische Koordinaten und definieren die pent»-! 
sphärischen Koordinaten x^^ ■ ■ ■ 3:^ des Punktes xyss durch die Formehi:] 







(II, - X, fX, 


-». P 


I.-»; 




QX,-' 


' + »■ + »■-1. 


S*s- 


■■ + »■ + '■+1 




2 ' 


3i 




(»,) 




:sv,-c, 


2'>.':. 


-0; 


(».) 




2CA-0, 


^rf,«, 


-0 


definiert. 


Qenlit 


man die GröSen 










fti - »i*. - 


a,!,,-- 


'P,„ 






9.1 - '■.''i - 


dfy-.^ 


1kl 
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die „Koordinaten" der Kreise x, bezw. x^.^) Ein reeller Kreis Xj ist 
durch rein imaginäre p^j und reelle p,( ((', A: < 5) charakterisiert. 
Wir führen noch folgende Abkürzungen ein: 

äS-Pi»P«+Pi.Ps3+J'i6Pm = Ö «*^- 

[oaj x^a,'; [06] =^o,S, etc. 
^ = [ac] [bi] - [»fl [ic] = J"y,.g„'), 
|(«.][«i][o»][o<q 



^2(^S)'' 



1 [da] [ii] [de] [dd] 
■P "s^ !>.'.-[»»] [**1 - [0*1', 
es_2'3Ä«[«c][d<r|-tc<(]', 

VPVQ' P9 

Der reelle EreiB x, ist einteilig, nullteilig oder ein Punktkreis, je 
nachdem f ^0; die einteiligen Kreise x,Xj sind verhängt oder nicht, 
je nachdem D^O. Die Ausdrücke H und J' sind die beiden un- 
abhängigen rationalen absoluten Invarianten des Kreispaares. 

6. — Bezeichnet man mit A, B, C die folgenden Unterdeter- 
minanten von D: 

[aa] loa] [da] [ba\ [ca] [da] j [bb] [bc] [bd] 1 

[ac][ce\[dc] ; [b c] [c c^d c] ; \[cb][cc][cd]l 

[ad\[cd][dd] [6(^1 [cd] [dd] j [d6] [de] [dd] | 

so werden die oben mit (xj, i) und (x,, A') bezeichneten Kugeln durch 

die Gleichungen 

^ (a, + A'*>6,) ;r, = (* - 1, *) 

dargestellt, worin A''', ^'*' die .Wurzeln der (luadratiscben Gleichung: 

(2) {A [ab] - B[aa]) + Jl (A [bb] - C[aa]) + l* (B[66] - C[ba]) = 
bedeuten. Die Kngeln (xj, l) und (x,, A') sind durch analoge Formebi 
definiert. Die Diskriminante von (2) bat die Form ßP*^, worin 

(3) Sl^{l~H+J^y-4J* 

1) G. Stephanoa, Paris. C. B. 98 (IBBl) p. 678, USB. Q. Koeniga Ana. Fac. 
Tool, a (1888). E. CosBerat ib. S (18B9). 

Sj Die Summe £' li^Kieht sich auf 10 Glieder. 
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gesetzt wurde. 4il iat auch die Diskriminante der quadratischoi 
Qleichui^ 

(4) p»jg"+4(l-J')(. + 8(l + J')-4ff=0, 

deren Wnrzelu q, q' mit den in Nr. 3 definierten fondamentalen Doppc 
rerhälttUBsea S, ä' in der Beziehung stehen: 

(5) f-i + j; ('■-*' + f- 

Für zwei einteilige Kreise ist stets H ^ D. 

7. — Wir heben noch folgende Beziehungen hervor: Durch x, 
(bezw. x,) gehen i. a. zwei Kugeln, die den Kreis Xg (bezw. x,) be- 
rühren; der Schnittwinkel cd der Kugeln des ersten Paarea ist gleich 
dem des zweiten, und man findet: 

H — J'+i 
cos (0 = 7^-! — . 

Yü 

Diese Kugehi sind natfirlich nur reell für zwei nicht verhängte Krelw. 

Zu zwei einteiligen nicht verhängten Kreisen gibt es eine einteilige ] 
geraeinBame Orthogünalkugel; sind M^N^, M^N^ ihre Schnittpunkte oiit 1 
X, bezw. X,, so findet man für den absoluten Betrag bezw. den Arcns ilM 
(komplexen) DoppelverhältniaaeB der vier Eugetpunkte J(/,Ä',Jtf,A'j die 
Werte: 



V~= 



arctg - 



-H+{J-\-l)' 

8. — Abgesehen von dem bisher behandelten „allgemeinen" FaX* 
gibt es noch fünf spezielle, gegenüber der G,o invariante Typen v»** 
Paaren einteiliger Kreise: 

1) -/=0; die Kreise x, x^ liegen „harmonisch".') B^eicbnet m»*' 
allgemein die durch die Gleichung cos io = J definierte Zahl m als den 
„Winkel"') der beiden Kreise x,x,, so können wir im gegenwärtigen 
Falle die Kreise auch „orthogonal" nennen. Man hat hier ii=(ff— 1)' 
also werden die Normalkreise l, k' nunmehr auf rationalem Wege gfr 
funden; insbesondere geht durch jeden der Kreise x,X3 eine Kugel, di>| 
zu dem andern Kreise orthogonal ist, und diese zwei Kugeln schneidni 
sich in dem Normalkreise k, und zwar rechtwinklig; das Doppeh 
hältnifi ö' hat also den Wert 

2) H = (); die beiden einteiligen Kreise XjXj haben einen Punkt P' 
gemein, der Normalkreis X reduziert sich auf den Punktkreis P, dessen 
Ebene die zwei Kreistangenten in P enthält. Außerdem gibt es noch 
einen einteiligen, durch JP gehenden Normalkreia. Der vorhin definierte 



1) Nach Koenigs a, a. 0, 
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Winkel o? ist mit dem Schnittwinkel der Kreise x^x^ und mit dem 
Schnittwinkel der Kugeln (x^, A'), (xj, A') identisch. 

3) Es verschwinden alle Si^^, also auch H^ die Kreise liegen sphä- 
risch (d. i. auf einer Kugel) ^ und o ist wieder ihr Schnittwinkel; es 
gibt cx>* Normalkreise. 

4) iJ2 = 0; dies liefert die sogleich zu besprechende „Minimal- 
lage^' der Kreise x^x,. 

5) J=^0, JJ« 1. Diese Bedingungen ziehen Sl = nach' sich 
und sind für 2 einteilige Kreise mit 4 unabhängigen Gleichungen 
äquivalent. Die Kreise befinden sich in ^^orthosphärischer Lage^' (Nr. 4); 
es gibt oo' Normalkreise; da jeder Kreis, der mit x^ und x, gleich- 
zeitig sphärisch liegt, beide Kreise rechtwinklig schneidet. 

9. — Die Bedingung Sl =^0 sagt aus, daß die beiden fundamen- 
talen Doppelverhältnisse dd' des Kreispaares x^x^^ einander gleich sind. 
Betrachtet man die ,,reduzierte Form'^ y, K (Nr. 3), die auch in diesem 
Fall stets herstellbar ist, und bedeutet a die Entfernung des Punktes, 
wo y den Durchmesser von K rechtwinklig schneidet, von dem Zentrum 
dieses Kreises, dessen Radius = 1 vorausgesetzt werden kann, femer a 
den Winkel, den y mit der Kreisebene bildet, so findet man 

J=^ — a cos a, JJ= (1 — a*) sin' a, 

und die Gleichung Sl = liefert a' = cos' a; dies besagt aber, daß y 
Erzeugende eines einsch^gen Rotationshyperboloids ist, das den Kreis 
K zum Fokalkreis besitzt. Man verifiziert jetzt leicht folgende Tat- 
sachen: 

Irgend zwei durch y gehende rechtwinklige Ebenen schneiden den 
Kreis JiT in 2 harmonischen Punktpaaren; jede solche Ebene enthält 
also nach Nr. 1 einen Kreis, der sowohl ^ als JiT in je 2 Punkten 
rechtwinklig schneidet; das Doppelverhältnis dieser 4 Punkte ist für 
alle oo^ Normalkreise das gleiche. Alle Ebenen durch y schneiden K 
unter demselben Winkel a, ebenso wird y von allen Kugeln durch K 
unter dem gleichen Winkel a geschnitten. Durch Rückübergang zu 
dem Kreispaar x^x, folgt jetzt: 

Zwei einteilige Kreise x^x,, die der Bedingung Sl = genügen, 
sind notwendig verhängt und haben die Eigenschaft, daß alle Kugeln 
durch x^ den Kreis Xj und ebenso alle Kugeln durch x^ den Kreis x^ 
nnter demselben Winkel a schneiden; dieser Winkel ist gegeben durch 

die Gleichung tg' | a = — d, wo 6 + -^ die doppelt zählende Wurzel 

der Gleichung (4) bedeutet. Jedes Rechtwinkelpaar von Kugeln durch 
Oj schneidet x, in 4 harmonischen Punkten^ und vice versa. Jede 



Kugel diircli x^ und ebenso jede Kugel durch x, entbält also je einea 
gemeinsamen Normalkreis der beiden Kreise XjX,; die 2 Kugelb^schel 
(xj) und (x,) sind solcberweise projektiv aui'einauder bezogen; ihr Er- 
zeugnis, d. i. der geometriscbe Ort der ixi' Kormalkreise, ist eine ZykUde. 
Das Doppel Verhältnis der 4 Punkte, welche ii^eud ein Normalkreis mit 
dem Kreispaar gemein hat, ist konstant gleich S. 

10. — Die vorige Nr. lehrt, daß die Bedingung iJ = für «wei 
einteilige Kreise mit stt'ei unabhängigen Gleichungen äquivalent ist 
Man verifiziert in der Tat leicht, daß Sl für 2 derartige Kreise als 
Summe avreier reeller Quadrate darstellbar ist. In den p^^, 5,^ ge- 
Bchrieben, erweist sieh die Bedingung £1 = insbesondere als gleich- 
bedeutend mit dem folgenden Relationensyetem : 

(6) S''"'''- -2p<w.,Vp- V^=o, 

(7) l/P^P.,'«*, - VQ^qi.n,, = 0, 

worin zur Abkürzung gesetzt wurde: 

«i, =PiiP.i H l-ftiP.f.; "i. = 9ii?.i + ■ ■ ■ 

Für ein KugelbDsehel mit einteiligem Grondkreis x gibt es 1 
(Xi* kreisförmige Isogonaltrajektorien, darunter die 00' in Nr. 9 deft>l 
nierten Erzeugenden des konfokalen Systems von Rotation shyperboloidcsiB 
mit dem Fokalkreis x. *) 

11, — Diese Betrachtungen erecheiuen in neuem Lichte, wenn 
man die ChasieH-Laguerresche Repräsentation komplexer Ratun- 
punkte in Betracht zieht. Der Punkt M mit den komplexen karte- 
sischen Koordinaten 

«' + ia", b' -|- ib", c' -f ic" 
wird nämlich „repräsentiert" durch die 00' reellen Punkte, die von ihm 
die Entfernung Null haben, d. h. auf dem „Minimalkegel" mit der 
Spitze M liegen. Diese Punkte erföllen einen Kreis mit dem Zentrum 
o'b'r', dessen Radius r ^^a"^ + b"^ + c"* ist und dessen Achse^J 
die Rtchtungskosinua (i"/r, h"/r, c"/r besitzt. Um aber diese Znordnnn^l 
zwischen den komplexen Raumpunkten und den einteiligen Kreisen sa ] 
einer umkehrbar eindeutigen zu machen, ist es nötig, die Kreise 
durch „Zyklen", d. h. durch einteilige Kreise mit voi^eschriebenem 
Umlaufssinn zu ersetzen. Unter der „Ächsenrichtung" eines Zyklus 
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1) Ein Büschel mit nulltciligem Rrundkrei« besitzt, von den Ortbogonaltr^ek- 
torien abgesehen, keine kreiefönnige oder geradlinige (einteilige) iBogonaltn^'ektorie. 

2) Siehe Anm. S bu Nr. 1, 
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verstellt man dann die zur Ebene des Zjklits normale Ricbtimg, die 
vom Zentrum des Zyklue aus ntvoh derjenigen Seite jener Ebene bin- 
fUhrt, Ton wo aus betrachtet die vorgeschriebene ümlaufsrichtung 
entgegengesetzt dem UlirzeigerBinn erscheint, vorauBgeaetzt, daß das 
Koordinatensystem xyz „roch ta gewunden" ist; die 3 Kosinus der Achsen- 
richtung eines gegebenen Zyklus sind also eindeutig bestimmt. Dem 
Zyklus mit dem Zentrum a'b'c', dem Radius r>0 und der Achsen- 
richtung cos a, cos ß, cos y wird dann ein ganz bestimmter komplexer 
Punkt 

a' ■+ ir cos «, b' + ir cos ß, c' + ir cos y 

zugewiesen, den wir als den „Scheitel" des Zyklus bezeichnen. „Ent- 
gegengesetzte" Zyklen haben also konjugiert komplexe Scheitel und 
umgekehrt. ') 

Bezeichnet man in analoger Weise eine mit bestimmtem Sinn vei^ 
sehene Gerade (nach E, Study) als einen „Speer", so läßt sich in 
leicht ersichtlicher Weise jedem Speer eine ganz bestimmte Minimal- 
ebene zuordnen (nämlich eine von den 3 Minimalebenen, die durch die 
betreffende Gerade hindurchgehen) und umgekehrt; zwei „entgegen- 
gesetzten" Speeren entsprechen 2 konjugiert imaginäre Minimalebenen, 
und umgekehrt. Die co* Speere des Raumes erscheinen so in umkehrbar 
eindeutiger Weise als die Repräsentanten der oo* Minimalebenen des 
Raames. 

13. — Wir sagen jetzt: Zwei Zyklen befinden sich in „Miniraal- 
lage", wenn ihre Scheitel die Entfernung Null haben, also auf der- 
selben Minimalgeraden liegen. Ebenso sagen wir: Ein Zyklus und ein 
Speer befinden sich in Minimallage, wenn der Scheitel des ersteren auf 
der dem letzteren zugewiesenen Minimalebene liegt. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Minimal- 
lage erkennt man leicht in dem Bestehen der Relationen (6), (7). 
Die Beziehung iJ = sagt also für zwei einteilige Kreise aus, daß der 
eine der zwei Zyklen, in die Xj zerfällt, mit dem einen der zwei Zyklen 
von Xj sich in Minimallage befindet; dann besteht dieselbe Beziehung 
natflrlich auch zwischen den resp. entgegengesetzten Zyklen. Ins- 
besondere liegen zwei Kreise ort ho sphärisch dann und nur dann, wenn 
jeder der zwei Zyklen des ersten mit jedem des zweiten Kreises sich 
in Minimallage befindet. 

13. — Den Inbegriff der oo* Speere, die zu einem Zyklus x 
minimal liegen, wollen wir als den „Speerzyklua (x)" bezeichnen. 



1) Als „EoaidinateD" des Zyklas erscbeinen die II OrOBeii p^, yp, dieM 

(jiiadratwuizel mit baäimmtcm Zeiobeu genommen. 
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Dieser besteht aus den oo' Erzeugenden der emschaligeii Rotations- 
hyperboloide, die den Fokalkreis x besitzen. Die Orientierung der 
einzelnen Erzeugenden g ergibt sicli durch folgende Regel: Der Speer 
g', der durch senkrechte Projektiou des Speeres g auf die Ebene des 
Zyklus X entsteht, muß Tangentenrichtung eiuea mit x konzentrischen 
und gleich gerichteten Zyklus sein. Unter den Speeren des Speerzyklua 
(x) befinden sich insbesondere die Tangenten des Zyklus x, ferner ein 
einziges Paar entgegengesetzter Speere, die auf der Achse von x liegen. 

14, — Da durch jede Gerade, die keine Minimalgerade ist, zwei 
Minimal ebenen geben, so kann man jede solche Gerade durch ein 
Speerpaar, jede reelle Gerade durch das auf ihr liegende Paar ent- 
gegengesetzter Speere repräsentieren. Man findet insbesondere: 

Zwei Speerzyklen (x) (x') haben i. a, zwei und mir zwei Speere 
gemein, die Repräsentanten der Geraden, die die Scheitel der Zyklen 
xx' verbindet. Dann und nur dann, wenn die Zyklen xx' minimal 
liegen, gibt es nur einen gemeinsamen Speer. Femer folgen leicht 
die Sätze: 

Durch jeden reellen Raumpnnkt gehen i. a. zwei Zyklen, die zu 
zwei gegebenen Zyklen xx' gleichzeitig minimal liegen, di^egea nur 
ein einziger, wenn xx' selbst minimal liegen. 

Wir bezeichnen mit £ das System von cc* Zyklen, die zu zwei 
minimal liegenden Zyklen xx' gleichzeitig minimal liegen. Die Scheitel 
dieser oo" Zyklen erfüllen also eine Minimalgerade, die Verbindungs- 
gerade der Scheitel von x und x'. Man erkennt leicht, daß jeder 
Zyklus von £ einen und nur einen zu ihm ort bosplmri sehen Zyklus 
von £ bestimmt. Insbesondere existiert innerhalb £ ein einziger Speer 
und ein zu ihm orthosphärischer Zyklus; jener heißt der „Speer"^ 
dieser der „Hauptzyklus" des Systems 2." 

lÖ. — Es gibt oo'" Paare sphärischer Kreise; das efnzelne dieser 
Paare kann, da es eine Invariante besitzt, bei den Transformationen 
der Gju aller Kreisverwandtschaften nur oo" Lagen annehmen, gestattet 
also eine eingliedrige Gruppe konformer Pnnkttraiisformationen, deren 
Aufstellung trivial ist. Genau dieselbe Überlegung zeigt, daß auch zwei 
Kreise (bezw. Zyklen) xx', die sich in Minimallage befinden, stets eine 
eingliedrige Gruppe konformer Punktti-anstbrmationen gestatten. Diese 
G, läßt nicht nur die Zyklen xx', sondern alle mit x und x' gleich- 
zeitig minimal liegenden Zyklen einzeln invariant, d. h. die Kreise dea 
vorhin definierten Systems S sind ihre Bahnkurven. Zur Aufstellung 
dieser G, genügt es nach Nr. H, zwei ort hosph arische Zyklen x, .1 
des Systems S auszuwählen und in der zweigliedrigen Gruppe von 
Kreisverwandtschaften, welche x und A invariant lassen, diejenigen oo' 
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abzusondern, die außerdem noch alle Kreise von Z einzeln in sich 
überfahren. Versteht man insbesondere unter x den Hauptzyklus^ unter 
X also den Speer des Systems 2], und verlegt man letzteren in die 
+ jer-Achse, ersteren in den Kreis a^ + y' = r* der a;y-£bene, so ist die 
infinitesimale Transformation 

^/■^ - ^^li - y^a^ + i(^* + y' - ^' - ^*)|7 

die ,4^ifinitesimale Rotation um den Kreis x^^, d. h. diejenige infini- 
tesimale konforme Punkttransformation , die alle Punkte von x einzeln 
fest laßt; femer 

die infinitesimale Rotation um die x:- Achse; diese erzeugt mit üf zu- 
sammen die zweigliedrige Gruppe von Kreisverwandtschaften, bei der 
X und k fest bleiben, imd es ist üf+rVf die erzeugende infinitesimale 
Transformation der gesuchten G^. Um auch die endlichen Trans- 
formationen der letzteren zu charakterisieren, betrachten wir eine end- 
liche Rotation um x, d. h. eine Kreisverwandtschaft, die jeden Punkt 
von X fest laßt und jede durch x gehende Kugel in eine eben solche 
Kugel verwandelt, die mit jener den -^ a bildet. Dieser heißt der 
Drehungswinkel unserer Rotation. Als positiv wollen wir eine Rotation 
um X dann bezeichnen, wenn die jer-Achse durch sie im posiüven Sinn 
in sich verschoben wird; ebenso soll eine gewöhnliche Drehung um die 
jer- Achse positiv heißen, wenn ihr Sinn mit dem des Zyklus x über- 
einstimmt. Man erhat dann die allgemeinste endliche Transformation 
unserer G^ durch Zusammensetzung einer beliebigen positiven (n^fativen) 
Drehung um die ;e;-Achse mit einer negativen (positiven) Drehung um x, 
deren Drehun^rswinkel denselben absoluten Betrag besitzt wie der Winkel 
der erstgenannten. 

Die hier betrachteten G^^ sowie die zu Anfang dieser Nr. er- 
wähnten sind übrigens die einzigen eingUedrigen Gruppen konformer 
Transformationen, die kreisförmige Bahnkurven besitzen. 

Die zahlreichen Anwendungen der vorgetragenen Sätze, insbesondere 
auf die Geometrie der komplexen Bewegungen und überhaupt auf die 
konforme Punki^eometrie des Raumes, sollen an anderer Stelle aus- 
führlich behandelt werden. 






über die Strahlnngsgesetze. 

(Vortrag, geholten in der Chemiachen (ieseÜBcbatt zu Breslau am 3. Juli 1903). 
Von E. PmuGSHElM in Berlin. 

(Fortsetizung.) 

U. AnwendTiiig;en der StrahlnngBgesetze. 

1. Strahltmgstheoretische Temperaturslcala. Die wichtigsten Anwen- 
dongen der StrahlnngBgesetze beziehen sich bisher auf das Gebiet der 
Messung hoher TemperaUtren. Hier fehlte es überhaupt noch an einer 
brauchbaren Grundlt^e für die Messung, da die im Gebiete tieferer 
Temperaturen benutzte Temperaturekala hier versagt 

Die absolute, von Sir William Thomson definierte thermo- 
djnamische Temperaturskala hat ja nur eine rein theoretische Bedeutung; 
tatsächlJeh beruht die wissenschaftliche TemperatiimieaBung auf der 
Ausdehnung der Gase. Bei hohen Temperaturen aber stößt die An- 
wendung des Gas therm ometers auf große Schwierigkeiten, und es isb 
bifiher noch nicht gelangen, exakte Messungen nach der gasthermo — 
metrischen Skala bei Temperaturen über 1150' C. auBzuführen. Ander^^ 
thermo metrische Methoden, z. B. die thermoelektrieche, lassen sich zwa^^ 
bis zu erheblich höheren Temperaturen mit großer Genauigkeit durchs — 
fiÜiren, sind aber nur durch Extrapolation einer empirischen Form^e-l 
an die gasthermometrische Skala angeschlossen. Auch hat die e:^=.- 
perimentelle Meßbarkeit der Thermokraft eine Grenze nicht bloß aiZÄi 
dem Schmelzpunkt der benutzten Metalle, sondern auch in dem Un=:m- 
etand, daß alle als Isolatoren dienenden Substanzen bei hohen Temp^a- 
raturen gute Leiter der Elektrizität werden. Dadurch wird die Measua.^ 
der elektromotorischen Kräfte bei hohen Temperaturen untunlich. E« 
fehlte somit bisher flir das Gebiet der hohen Temperaturen eine braucli- 
bare Meßmethode, deren Angaben auf die gasthermo metrische SkaJfi 
bezogen sind; alle Temperaturangaben über 1150" C. hinaus waren bis- 
her unsicher und beruhten auf bloßer Extrapolation. Hier scheinen djV J 
Strahlungsgesetze in erster Reihe berufen einzugreifen ; denn die Strahlung 
ist die unmittelbarste, ich möchte sagen natürlichste Wirkung der 
Temperatur. Bisher sind wir darauf ausgegangen, die Strahluugsgeeetze 
zu finden, wir haben die uns noch unbekannten Beziehungen zwischen 
der schwarzen Strahlung und der uns bekannten, nach der gasthermn- 
metrischen Skala gemessenen Temperatur aufgesucht. Jetzt, wo wir 
die Strahl ungsgesetze kennen, können wir umgekehrt aus der Strahlung, 
die wir messen, die uns unbekannte, auf andere Weise nicht bestimm- 
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bftre Temperatur finden. Wir können jedes der oben besproobenen 
Gesetze 1, 2 und 3 zur Grundl&ge einer Meßmethode filr die Temperatur 
machen. Wir haben diese Gesetze gefunden und ihre Konstant«n o, A 
und B besimmt, indem wir die Temperatur nach der gasthermo metrischen 
Skala mafien. Wenn wir diese Gesetze also zur Temperaturbestimmung 
benutzen, so müssen alle drei Methoden gleiche Hesultate ergeben, so 
lange wir uns in dem Gebiet bewegen, in welcbem die gasthermo- 
metrische Skala brauchbar ist Wie steht es aber, wenn wir über dieses 
Gebiet hinausgehen und zu Temperaturen gelangen, bei denen die gas- 
thermo metrische Skala nicht mehr anwendbar ist? Die Strahluogs- 
gesetze sind nicht nur Resultate des Experiments, sondern die Beziehungen 
zwischen der schwarzen Strahlung und der absoluten Temperatur sind 
auch theoretisch so wohl begründet, daß man wohl berechtigt ist, sie 
«1b Naturgesetze zu betrachten, die nicht bloß fTir das Temperatnr- 
intervaU gelten, fQr welches sie eiperimenteU erwiesen sind, sondern 
fHr alle Temperaturen überhaupt. Wenn das richtig ist, muß sich für 
die Temperatur eines schwarzen Körpers nach allen drei Methoden der 
gleiche Wert ergeben, wie hoch diese Temperatur auch sein mag. 

Außer den oben genaimten Gesetzen gibt es noch beliebig viele 
Beziehungen zwischen der schwarzen Strahlung imd der Temperatur, 
von denen jede zur Grundlage einer Meßmethode gemacht werden kann; 
diese Beziehungen ei^eben sich aus der Planckschen Spektral gleichimg. 

unter ihnen ist besonders günstig imd auch durch die Theorie 
gestützt die spfiliraljihofonietrische Methode. Wir haben schon die 
Isochromaten kennen gelernt, d. h. Kurven, welche darstellen, wie die 
Intensität der Strahlung einer Wellenlänge mit der Temperatur sich 
ändert. Im Gebiet des sichtbaren Spektrums ist es nicht nötig, zur 
Giewinnung dieser Kurven die Energie mit dem Spektrobolometer zu 
mesaen, sondern es genügt, die Helligkeit mit Hilfe des Spektralphoto- 
meters festzustellen, wie dies zuerst von Paschen und Wanner ge- 
schehen ist. Man bringt den schwarzen Korper vor den Spalt eines 
Spektralphotometers und mißt die Intensität für die gleiche Farbe bei 
verschiedenen Temperaturen im Vergleich mit einer beliebig gewählten 
konstanten Lichtquelle. Trägt man die Resultate dieser Messung wieder 
so aof, daß man den Logarithmus der Helligkeit als Funktion von 1/T 
darstellt, so ist zu erwarten, daß diese Kurven nicht wie hei den langen 
Wellen gekrümmt sind, sondern daß sie vollkommen geradlinig ver- 
laufen. Denn im sichtbaren Spektrum ist X so klein, daß das Produkt A T 
erst filr die Temperatur von 7=ö0Ü0"denWert30(XI (Iberschreitet. Daher 
weicht hier die der Planckschen Gleichung entsprechende Isochromste 
von der geradlinigen, durch die Wiensche Gleichung geforderten Gestalt 
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nur verschwindend wenig ab. In Fig. 4 sind diese Bpektralphoto- 
metrischen Iso Chromaten des schwarzen Körpers für einige Wellenlängen 
nach nnseren Versuchen dargestellt \ind zeigen sich in der Tat als voU- 
kommen geradlinig. Aus ihnen läßt sich übrigens die Konstant« c der 
Planckschen Gleichung berechnen, und es ergibt sich im Mittel 
c = 14580, 

also in vorzüglicher Übereinstimmung mit dem oben aus den bolo- 
metriachen Versuchen gewonnenen Werte 14600. 

Diese Isochromaten nun, von welchen wir, wie gesagt, annehmen 
können, daß sie bis zu einer Temperatur von 5000" weiter geradlinig 
verlaufen, kann man ebea- 
iff falls zur Bestimmung der 

"~ '~' ' ' ~~~ ' ^ ' Temperatur des schwarzen 

Körpers oberhalb des dem 
Gssthermometer zu ang- 
lichen Temperaturgebietes 
benutzen. Man mißt spek- 
tralpboto metrisch ftlr eine 
Wellenlänge, dereu Ibo- 
chromate vorher bestimmt 
ist, die Helligkeit und sucht 
den Punkt der betreffenden 
laochroniate auf, dessen 
Ordinate dem Logarithmus 
der gemessenen Helligkeit 
entspricht. Die Abszisse 
dieses Punktes gibt dann 
den reziproken Wert der 
Temperatur des schwarzen 
Körpers an. 
Außer den vorhin erwähnten drei Methoden haben wir diese aU 
vierte herangezogen, um Temperaturbe Stimmungen des schwarzen Körpers 
bis zu möglichst hohen Temperaturen auszuführen und die Resultate 
der verschiedenen Methoden mit einander zu vergleichen. 

Zu diesem Zwecke bedurften wir eines schwarzen Körpers, der bis 
zu höheren Temperaturen brauchbar ist, als die früher benutzten Körper. 
Dies wurde durch einen elektrisch geglühten Kohlekörper erreicht, der 
in Fig, 5 dargestellt ist. Der strahlende Hohlraum wurde durch ein 
Kohlerohr R von 1,2 mm Wimdstärke, 34 cm Länge und 1 cm inneren 
Dorchmesser gebildet, in welches als Rückwand des Strahlungsraums 
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ein Kohlepfropfen P 'eingeschoben war. Der elektrische Heizstrom 
darchflofl das Rohr mit Hilfe der Strom zu filhrungen ÜB. Die Ohrigen 
Rohre dienen dazu, die Hitze zusammenzuhalten tmd gleichzeitig das 
Rohr außen vor dem Verbrennen zu schützen. Damit der Sauerstoff 
der Luft möglichst wenig in das Innere des Rohres eindringt, wird die 
StrahlnngsöS'nung F mit Stickstofi' gespült. IW sind Kupferscheihen, 
welche die Hitze von den Klemmbacken BB ableiten. 

Die zur Messung benutzten Apparate: F^cheubolometer, Spektral- 
bolometer und Spektralphotometer wurden nebeneinander so aufgestellt, 




Flg. S, 

d&B der schwarze Körper von einem zum anderen mittelst eines auf 
Schienen rollenden Wesens rasch gefahren werden konnte. 

In der folgenden Tabelle sind die Resultate einer Beohachtungs- 
reihe in zeitlicher Aufeinanderfolge mitgeteilt. Alle Tom poratumn gaben 
sind auf n" abgerundet. Die mit 1, 3 und 6 bezeichneten Zahlen sind 
mit Hilfe der Spektralphoto metrischen Methode gewonnen, 2, 4 und 7 
mit Hilfe des Flüchenbolometers aus der Gleichung (1), 5 und 8 
mit Hilfe des Spektralbolometers aus der Jntensiiät des Enei^ie- 
maximums (Gleichung (3)). Die Teraperaturbestimmungen aus der 
Lage des Energiemaximums nach Gleichung (^2) sind nicht mit an- 
geführt, weil diese Methode au Genauigkeit weit hinter den drei anderen 
zorficlutehi 



Nr. 



Abs, Tcmp. 



Methode 



2310" Helligkeit 

2325" QeBamtstraliltmg 

2320» Helligkeit 

2330" Qeaamtstrahlimg 

2330" Energiemaximum 

2330» HeUigkeit 

2345** Geaamtstrahlung 

2320" Energiemaximum 

Die Übereinstimmung der nach dea verscbiedeiien Methoden ge- 
fundenen Temperaturen ist eine bo gute, daß damit die Gültigkeit der 
zugrunde gelegten StraUungsgeaetze bis zu 2300" abs. als bestätigt 
gelten darf. Die vorhandenen kleinen Abweichungen aind nicht nur 
durch die unvermeidlichen Beobachtnngsfehler zu erklären, sondern z 
Teil durcti einen nahe regelmäßigeu Temperatni^ang des Eohlekörpere 
hervoi^erufen. 

Da die unseren Verauchen zugrunde gelegten Strahlungsgesetze auf 
der gasthermo metrischen Temperaturskala aufgebaut sind, insofern ja 
die Konstanten der Apparate auf diese Skala bezogen wurden, so kann 
man schließen, daß man für die Temperatur des Kohlekorpers den 
gleichen Wert finden würde, wenn es gelänge, sie direkt mit einem 
idealen, von allen Fehlem freien Gasthermometer zu messen. Damit 
ist die Grenze der exakten Temperaturmessung um fast 1000" er- 
weitert. 

In diesem Sinne sind die Gasthermometrie und die Strahlungs- 
measung am schwarzen Körper gleichberechtigte Methoden, die sich in 
praktischer Beziehung ergänzen, insofern die eine bei den niederen, 
die andere bei den höheren Temperaturen voll zur Geltung kommt. 

Konsequenter aber und logisch einfacher ist es, von der gasthermo- i 
metrischen Skala hier ganz abzusehen und die absolute Temperatur , 
direkt durch die schwarze Strahlung zu definieren. So gewinnt man 
eine neue, straJdungstheoretischs Temperaturskala. Diese ist in dem- 
selben Sinne eine absolute, wie die thermodjnamische, da die schwarze 
Strahlung nicht von der Natur irgend eines Stoffes abhängt, sondern 
den stabilen Gleichgewichtszustand der reinen Temperatnrstrahlnng ' 
darstellt. 

Definiert man die abaolute Temperator dadurch, daß man sie pro- 



i 




tyber die Strahlungs^aetze. 301 

portioual setzt der vierten Wurzel aus der Oesamtstrahluag und nimmt 
man die konventionelle Featsetzung hinzu, daß die Temperaturdifferenz 
zwiBchen dem Siedepunkt und dem Gefrierpunkt des Wassers 100* be- 
trägt, ao stimmen die Angaben der neuen Skala mit denen der thermo- 
dymuni sehen und der gas thermo metrischen Skala U berein. 

Dieses experimentelle Resultat folgt auch aua der Theorie, da 
Boltzmann das Stefanscbc Geeetz ahi Folgerung aus dem zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik hergeleitet hat. Will mau die Be- 
ziehungen auf die Fundamentalpunkte vermeiden, um die Definition von 
den Eigenschaften irgend welcher Substanzen unabhängig zu machen, 
80 kann mau z, B. festsetzen, daß die in einem Kubikcentimeter der 
schwarzen Strahlung von der absoluten Temperatur 1 enthaltene Energie 
eine festgesetzte Größe besitze. Die Temperaturgrade dieser Skala 
würden nach Messungen von F. Kur 1 bäum gleich denen derCelsiusschen 
Temperaturskala werden, wenn man diese Grüße gleich 7,06 ■ 10~'* Erg 
setzt. Vor der älteren therm o dynamisch definierten Temperaturakala 
hat die strablungstheoretische den Vorzug, daß sie nicht bloß eine 
theoretische Bedeutung besitzt, sondern daß man gemäß der Definition 
die Messung auch praktisch ausführen kann. 

2. Messung der Temperatur mit Hilfe tier Strahlung. Direkt nach 
der strahlungstheoretischen Skala bestimmbar ist nur die Temperatur 
eines schwarzen Körpers, genau so wie wir mit Hilfe irgend eines 
Thermometers direkt nur die Temperatur dieses Thermometers be- 
stimmen können. Zur Bestimmung der Temperatur anderer Körper, 
z. B. eines in der Technik verwandten Schmelzofens möaaen wir einen 
nach Art des schwarzen Korpers konstruierten Hohlraum an die Stelle 
bringen, deren Temperatur wir messen wollen, oder wir können andere 
Apparate, Thermoelemente oder dgl. anwenden, welche mit einem 
schwarzen Körper geaicht worden sind. 

Aber auch ohne solche Hilfsmittel können wir, wenn keine zu 
große Genauigkeit erfordert wird, auch bei nicht schwarzen Körpern 
von ihrer Strahlung direkt auf die Temperatur schließen, und das ist 
besonders wichtig für solche Körper, bei welchen die oben erwähnten 
Hilfsmittel sich nicht anwenden lassen. 

Um einen Maßstab für die Zulässigkeit solcher Schlüsse zu ge- 
winnen, haben wir die Strahlungseigenschaften einer Substanz unter- 
emcht, welche sehr stark reflektiert, also vom schwarzen Körper weit 
entfernt ist. Als solche wählten wir blankes Platin. Ein dünnes 
Platinblecb, vom elektrischen Strom durchflössen, diente als Strahler, 
seine Temperatur wurde durch ein Thermoelement sehr genau gemesaea. 
Seine Energiekurven vrurden mit Hilfe des Spektralbolometers genaa 
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so gewonnen, wie früher die des schwarzen Körpers. Dabei ergab 
sich analog früheren Resultaten tou Paschen, jedoch im einzelnen 
mit starker Abweichung von dessen Messungen, daß auch für Platin 
die Gleichung (2) gilt, auch hier ist r 

Am«. ■ T = constana, 

aber die Konstante hat hier den Wert 2630, nicht wie beim schwanig 
Körper 2940. 

Wenn also eine Substanz Strahlungseigenachaften besitzt, welohl 
zwischen denen des Platins und des schwarzen Körpers liegen, mit' 
anderen Worten, wenn sie weniger schwarz ist als der schwarze Korpn,;, 
aber weniger selektiv reflektiert als Platin, so kann man wohl i 
nehmen, daß das Produkt A„„' T für sie einen Wert hat, welch« 
zwischen 2630 und 2940 liegt. Beobachtet man also die Energiekum ■ 
der atrahlenden Substanz und bestimmt die Wellenlänge ka„ d« 
Energiemaximums, so würde man eine zu hohe Temperatur finda^« 
wenn man setzt 

~ 2940 



i niedrige, 



j. _ KDOU 
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Die wahre Temperatur wird also zwischen diesen beiden Gt 
li^en. Unter der Voraussetzung, daß die in den nachfolgend anf- 
geführten gebrauchlichen Lichtquellen leuchtenden Substanzen der an- 
geführten Bedingung genügen, haben wir auf diesem Wege MaxinuJ- 
und Minimal temperaturen einiger Lichtquellen gefunden, zwischsn 
denen die wahre Temperatur liegen würde. Diese Zahlen sind io 
der folgenden, einen proyisorischen Charakter tr^enden Tabelle an- 



Bogeulampe 
Nemstlampe 
GasglOhlicht 
Glühlampe 

Kerze 



0,7 p 
1,2 



3750" abs. 
2200 




4200'* abs. 
2450 
24Ö0 

2100 1875 

I 1960 1750 

Diese Angaben beziehen sich auf normale Glühzustände. 
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Die Nernstlampe und eine atarkfadige Glühlampe haben wir auch 
bei anderen Olilh zustünden untersucht, welche durch die StroiUBtärke 
und Spannung de&niert und festgehalten waren. 

Bei allen untersuchten Lichtquellen zeigt die Form der Energie- 
kurve eine große Annäherung an die des schwarzen Körpers. 

Als Beispiel hierfür möchte ich Ihnen die beobachtete und die 
für einen schwarzen Körper der in der Figur angegebenen Temperatur 
berechnete Kurve für einen 
gewissen Glühzustand der 
Nematlampe und der stark- 
fadigen Glühlampe zeigen 
(Fig. 6). Da, wo bei 
letzterer die beobachtete 
Kurve unter die theoretische 
sinkt, setzt die Absorption 
der Glashalle ein, wie be- 
sondere Versuche gezeigt 
haben. 

Zwar liegen die Grenz- 
werte dieser Temperatur- 
bestimmung ziemlich weit 
auseinander; dafür ist aber 
auch die Wahrscheinlichkeit 
sehr groß, daß sie den wahren 
Wert einschließen. Dabei 
bitte ich Sie zu berück- 
sichtigen, daß es sich hier- 
bei zum großen Teil um 
Lichtquellen handelt, über 
deren Temperatur bisher auf 

andere Weise als durch die Untersuchung der Strahlung auch kein 
annähernder Aufschluß zu erhalten war. 

Welcher Anwendungen diese Methode noch fähig ist, dafür gibt 
der Versuch Hackanyis eine aus aichts volle Perspektive, welcher auf 
diese Weise die Temperatur einiger Fixsterne gemessen hat. Das be- 
merkenswerte Resultat dieser Untersuchung ist, daß man die Temperatur 
der Fixsterne weit überschätzt hat, und daß die der heißesten von 
ihnen die Sonnentemperatur, welche etwa 6000 '* beträgt, nur um 
wenige tausend Grad übertreifen dürfte. 

Die Fehlergrenze unserer Methode würde eine kleinere werden, 
sobald man wüßte, ob der untersuchte Körper in seinen Strahlungs- 
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Eigenschaften mehr dem schwarzen |Eörper oder dem blanken Flatis 
iibnelt. Wir haben einige Methoden augegeben, welche auch diei» 
schwierige Frage zu entacbeiden geeignet sein dürften , bisher aba 
sind sie noch nicht zur Äuafühmng gelangt. 

Aber auch ohne die Schwärze der StrahlungskÖrper zu 
kann man in manchen Fällen die Fehlergrenzen verkleinern durch An- 
wendung der ^ekiralphotometrischen Methode, welche wir schon bei dar 
Temperaturbestinimung des schwarzen Körpers kennen gelernt haben 
Diese Methode, welche Wanner schon zur Bestimmung der Temperatur 
der Bogenlampe und der Ztrkonlampe angewandt hatte, ehe die Pna- 
zipien der Methode genügend gestützt und erkannt waren, haben wtt' 
weiter ausgebildet, indem wir auch hier die Strahlung des blankes 
Platins zum Vergleich herangezogen haben. Wir haben die Temperatur 
eines glühenden Platinbleches einmal mit dem Thermoelement bestimm^ 
andererseite nach der oben angegebenen Methode durch die Isocbrornnta 
des schwarzen Körpers, wobei richtige Wert« nur zu erwarten wäreiv 
falls die Strahlung des Platins mit der des schwarzen Körpers Dbe^ 
einstimmen würde. Man muß auf diese Weise notwendig eine zu niedrig» 
Temperatur finden. Die Differenz zwischen der wahren und der photo- 
metrisch bestimmten Temperatur des Platins beträgt bei 1100** aha. etwi 
42" bei 1875" abs. 110". Die Fehler dieser TemperaturbeBÜmmong 
sind also selbst bei einem Körper wie Platin, desseu Strahlung IB' 
keiner Stelle der laochromaten die Hälfte derjenigen des schwaraeo 
Körpers erreicht, nicht so sehr groß. Weit geringer müssen sie b«, 
Körpern sein, welche dem schwarzen näher liegen, und diese Method», 
würde bei den in der Technik gebräuchlichen Schmelzöfen, bei ( 
das Prinzip des schwarzen Körpers annähernd erfüllt ist, ziemlich ndb 
tige Resultate geben. Diese Methode liegt den neueren für die Tee 
konstruierten optischen Pyrometern zu Grunde, welche jetzt mit Hill 
der Gesetze des schwarzen Körpers bis 5000° richtig geaicbt wer 
können. 

Bei nicht schwarzen Körpern kann man beide Methoden t 
eint anwenden. Wir hatten früher eine starkfadige Glühlampe 
verschiedenen Glübzuständen , gegeben durch Volt und Ampere, bolft 
metrisch untersucht und die Temperatur zwischen die beiden GreÜ 
werte eingeschlossen. Später haben wir dieselbe Lampe bei denselbl 
Glühzuständen spektralphoto metrisch untersucht und so eine DO! 
Minimaltemperafcur gefunden, welche wahrscheinlich nicht weit i 
der richtigen liegt Die Zahlen sind in der folgenden Tabelle < 
gegeben: 
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Tabelle 5. 



OlfibtUBUnd. 


Spektralphotometr 
T. 


r„„ T,^ 


9,46 Amp. 
12,5 Voll "™ ""■ 


1840* abs. 


1640' »bi. 


12,87 Amp. 

16,3 Volt ^^ 


2100 


1878 


25,12 Amp. 
20,0 Voll 


2200 


2300 


2055 



Da man über die Schwärze der GlUhlampenlcohle nichta weiß, Bo 
kann man mit Sicherheit nur aussagen, daß die wahre TemjieraUir 
zwischen dem bohmelriueh hesUmmtett Werte Tb,,, urtd dem pkritomeh-i- 
sdien Werte Hegt. Nimmt man die Mittel aus diesen beiden Werten, 
80 kann man sicher sein, keinen Fehler größer als 35°, 27" und f>U** 
gemacht zu haben. Diese Versuche, die Gesetze der Strahlung für die 
Temperatnrbestim mutig nutzbar zu machen, befinden sich wie gesi^j^t 
noch im Änfangsatadium, lassen aber fOr die Zukunft weitere I{«sultate 
erhoffen. 

3. Ausblick auf die Leuchltccimik. — In noch höherem Maße gilt 
dies von denjenigen Folgerungen aus den Strahl uii gsgesetzeu , <lie uni 
darüber Aufschluß geben sollen, in welcher Richtung eine Verbesserung 
unserer künstlichen Lichtquellen zu erstreben ist. Wenn wir nochmabi 
unsere Kurren (Fig. 2) betrachten, so sehen wir, daß der bei weitem 
grö&te Teil der Energie in dem Gebiete der ultraroten Htrahlen Hegt, 
ftir welche unser Äuge blind ist. Im sichtbaren Gebiet, welche« zwischen 
den Wellenlängen 0,4 n und 0,8 fi liegt, ist die Energie ao gering, daß sie 
sich bei unserer Versncbssnordniing der Meßbarkeit entzog. Au« dem 
Yerlanf der Kurven ist ersiehtUcb, daß die Energie der Hichtliaren 
Strahlen bei allen beobachteten Temperaturen aar einen wtbr ktvitten 
Brachteil der Gesamtenei^e beträgt Dabei wird die Enei^ mat» 
Spektialbezirks gemessen durch die Größe der Fläche, welche ron der 
Abwöwenachse, der Karre nnd den beiden Ordinalen «inf^eadiloMen 
wild, welche den betreffenden Spektral bezirk begrenzen. X>aS onMi 
Auge die •» rid größere Intensität der aÜnroien Strahlen niiht wahr- 
nahmen kann, dagegen die so riel sdiwiefaeren Li^ihtetraUen ■!■ hitkt 
grofier Helli^eit empfindet, dae liegt in der pbfaiologieduB 
hett dee Auges begrfindct. Der Zweck 
liehst Tiel nefatbore Eaergie tu speitdca. 
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gesaudte ultrarote Strahlung ist ein unnützer Ballast, und die LichtqneDe 
wird daher um ao zweckmäßiger sein, je geringer die Intensität der 
ultraroten Strahlung im Verhältnis zu der der sichtbaren Strahlnug ist. 
Unsere Kurven zeigen, daB ein schwarzer Körper eine sehr ungünstige 
Lichtquelle darstellt, die ausgesaudte Strahlung, deren Energie durch Zu- 
führung yon äußerer Energie durch den elektrischen Strom oder durck 
Verb reu nungssv arme fortwährend ersetzt werden muß, besteht nur zum 
geringsten Teil in nützlicher Lichtstrahluug, zum größten Teil in oi»- 
zweckmäßiger Wärraestrahlung. Es würde daher für die Beleuchtung»- 
techuik von der größten Wichtigkeit sein, eine Substanz zu besitzen, 
die sich in dieser Beziehung ganz anders verhielte wie der schwane 
Körper, die zwar ebenso viel Licht aussendet wie ein solcher, dabu 
aber für alle unsichtbaren Strahlenarten ein Emissionsvermögen besitzt, 
welches Null oder wenigstens sehr klein ist. Ob ein solcher idealer 
Leuchtkörper möglich ist, das möchte ich nicht entscheiden; sicher 
aber ist, daß es Substanzen gibt, welche in dieser Beziehung günstiger 
sind, als der schwarze Körper. Das ist z. B. schon bei Platin der 
Fall, auch bei der Kohle der Glühlampe, und die Vorzüge der Osmil 
lampe scheinen ebenfalls im wesentlichen auf den günstigen EmiBsioi 
eigens chaften dieses Metalls zu beruhen. Jedenfalls 
lohnende Aufgabe für die Herren Chemiker nach Substanzen zu fahndet^, 
die dem idealen LeuehtkÖrper möglichst nahe kommen. Vielleicht aoB- 
sichtsreicber jedoch ist der Weg, anstatt der Temperaturstrahlnng] 
Luminescenzeracheinungen zur Lichterzeugung zu benutzen, bei denen 
die ganze Energie der Strahlung häufig auf kleine Spektral gebiete b»- 
schränkt ist. Ein erster Schritt in dieser Richtung ist mit der farbigen 
Bogenlampe getan, bei der die elektrisch luniinescierenden Grase wenig- 
stens einen Teil des Leuchteffekts hergeben. Aber auch wenn wir bei der 
Temperaturatrahlung bleiben, steht noch ein anderer Weg zur VervoU- 
komninuug der Leuchttechnik offen, der vielleicht für die nächste Zu- 
kunft die größte Aussicht auf Fortachritt gewährt. Die Energiekurven 
ebenso wie die Plancksche Gleichung zeigen, daß das Verhältnis der 
sichtbaren Energie zur unsichtbaren beim schwarzen Körper und daher 
bei allen Temperaturstrahlem desto günstiger wird, je höher die Tem- 
peratur steigt. Wührend die Gesamtstrahlung mit der vierten Potem 
der absoluten Temperatur zunimmt, wächst die Lichtemission bei der 
Temperatur von 1900" etwa mit der 14. Potenz der Temperatur. Eine 
kleine Temperaturerhöhung verm^ also die Lichtemiasion außerordent- 
lich zu steigern, während die Gesamtemission viel langsamer wächst. 
Der Nutzeffekt der Lichtquelle steigt daher enorm mit wachseuder 
Temperatur, Darauf beruht der Vorzug der elektrischen Bogenlampe 
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der Glflhl&inpe, dm Ga^lQhlichta rar il«m (^wAhnliclitui GMlifht. 
Um ümeD dieseD Einfluß der Temperatur lifutiirh iti iimi-hf«, hui"' 
ich hier eine gewöhnliche GlUhlumpe niif^tollt. weh'ho Wi 4tt VnU 
normal brennt. Diese Lampe hübe ich an den Z<'ntr«l»ii«tnint \w\ 
110 Volt angeechlosBen. Dwrcb vorgeschultetc \Vidt>ntt4nd* kttimon wir 
den Strom regulieren, dessen Spannung und Stärke hinr im difamii Viilt 
und Amperemeter sichtbar sind. D»B ich Ihnen don Vcnucb in ilioNcr 
ÄnordnuDg hier vorführen kann, verilitnke ich ilur LiebnuxwflrdiKkHi 
der Firm» Siemens & Halskf in Berlin. Ich bringe ji'tr-t diti Lamiti* 
auf die normale Spannung vuu 45 Volt, (l«l)i<i hat «ie Kl Koruiu. Diu 
Stromstärke betragt, wie Sie am Amptirenietvr nhloNOn kftniien, JutKi 
1,3 Ampere, der Energieverbrauch ist also 45 ■ 1,8 — TtHfi Watt. JnirA 
Behalte ich allmählich immer mehr Widcrstanil nun, und Hio inhf>n, win 
die Helligkeit außerordentlich stark zunimmt. Die Lnnipo ütrahlt «In 
blendendes Licht aus, Sie halten sich alle die Hand vor liiii Au)(iiii 
nnd bemerken, daß diese kleine Glühlampe iIhh gamto Aiiilit<rriiiiii lioll 
erleuchtet. Wir haben jetzt, wie Sie sehen, Ofi Volt iit]<l .'t Anjji, iiUu 
38Ö Watt. Der Energieverbrauch ifit also gegtm vorhin im VKrhllltrii* 
Ton 58,5 zu 285, also etwa auf das 5-fachti g('«tii)gen IIiii wie vini 
ist non die Helligkeit gestiegenV Wir kannten die jetaigi- Kerzouüiihl 
durch Photometrie feststellen, wie das hei ähuliclien V nrnui-.iiMi M.h'iii 
geschehen ist. Wir können sie aber auch tiiit '-iniui'r AnnAiianinn au« 
den Ergebnissen der StrahlnngMbeoba<.'htuag»n )iTe<^hn«;i In ilf^r» 
höchsten Zustande des GlUhens, dessen eine GlUhUmp" fäht^ i«t, tJii'l 
der jetzt etwa erreicht ist, beträgt die Temjferatijr nach M^Mtii/ifcn vo» 
Holborn und Kurlbaum etwa SiXXJ" ab»., im >'iirmal/,ujUnd nivh 
UMeien Messungen etwa 2(J(<(f. In diewra Tem|i«!rataniit«TTiiU wSrlui 
die Hdligkeit etwa mit der 12. Potenz d«r T«mp«rstur. Aift Mi ititi 
Hellif^eit gewaeluea im VerbiltniN von it" tu 3" 'flx-r iwif dM 
130-£Khe Deal 5-&dMa KoaptnahnmOi lAHit alwf «ttK imu^-im 
Hdl%keit gegeaBbcr, mai der NntzeflUct iaC tai VotUUIdm hio h »> 
130, abo aaf dM »-hthe »•titp.u. ia • 
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erheblich höhere Temperatur aushalten konnte, als bisher. Das würde 
einen wichtigen Fortschritt auf dem Gebiete der elektrischen Beleuch- 
tung bedeuten/ und hier ist mit einer verhältnismäßig gerii^n Tem- 
peratursteigerung ein sehr großer Erfolg zu erzielen. Die Erfindung der 
Nernstlampe ist ein erster Schritt auf diesem aussichtsvoUen Wege. 
Damit, m. H., mochte ich schließen. Ich hoffe Ihnen gezeigt zn 
haben, daß das schon so lange beackerte und scheinbar ausgesogene 
Feld der gewöhnlichen Licht- und Wärmestrahlung sich bei sysie-. 
matischer Bearbeitung doch noch dankbar erwiesen hat, und so dOrfen 
wir wohl hoffen, von ihm auch noch in Zukunft manche schönen Früchte 
zu ernten, nützlich nicht nur für die Wissenschaft, sondern auch f&r 
die Technik und das Leben. 



Rezensionen. 



H. Lorenz. Teohnisohe Meehanik starrer Systeme. München nnd 
Berlin 1902, R. Oldenbourg. XXIV u. 626 S. 

Das Interesse für Mechanik scheint in den letzten Jahren einen er- 
freulichen Aufschwung genommen zu haben. Dies beweisen nicht nur die 
zahlreichen neuen Lehrbücher, sondern vor allem der frische Ton, welcher 
in den meisten neuen Erscheinungen auf diesem speziellen Gebiete wie in 
der Abhandlungsliteratur deutlich bemerkbar ist. Man bestrebt sich ziel- 
bewußt, die einseitigen mathematischen Interessen, welche eine Zeitlang die 
echt mechanischen Auffassungen zu ersticken drohten, ihrer Bedeutung ent- 
sprechend zurückzudämmen und den Bedürfnissen der Anwendung in erhöhtem 
Maße Rechnung zu tragen. 

Der vorliegende Band beschränkt sich auf die Mechanik starrer Systeme, 
die auch im Unterricht ohnedies die eigentliche Grundlage bilden. 

Von der geometrischen Bewegungslehre sind in der Hauptsache nur die 
infinitesimalen Bewegungen berücksichtigt, da die Lehre von den endlichen 
Drehgruppen des Raumes besser in der Geometrie selbst behandelt wird. 

Das einleitende Kapitel über Geschwindigkeit und Beschleunigung des 
Raumpunktes enthält in der vorliegenden Darstellung auch die entsprechenden 
reaktiven Vektoren, wie sie den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen „erster 
Art^ entsprechen. Im Hinblick auf die Anwendungen ist dieser Weg 
jedenfalls zu empfehlen, da er dem Studierenden frühzeitig Gelegenheit 
gibt, die sogenannten erzwungenen Bewegungen richüg aufzufassen und die 
Grundlage von vornherein in ihrer ganzen Bedeutung zu erkennen. 

Das dritte Kapitel bringt die relative Bewegung in sehr ausführlicher 
Darstellung. Von größeren Beispielen sind die Aberration des Lichtes, 
die Planetenbewegung und die Bewegung eines Förderkorbes gründlich 
durchgearbeitet dem Leser unterbreitet. 

Die Einführung der Massen und Kräfte erfolgt — den älteren metho- 
dischen Auffassungen entsprechend — erst im vierten Kapitel, welches die 
Überschrift „Treibende und widerstehende Kräfte^^ führt. Eier steht die 
Auffassung des Verfassers nicht ganz auf dem nüchternen Standpunkte 
Eirchhoffs. Vielleicht konnte er sich aus pädagogischen Gründen nicht 
dazu entschließen, oder es liegt ein Zugeständniß an die noch immer stark 
metaphysisch gefärbte Darstellungsform in der technischen Literatur vor. 
Infolgedessen ist die Auseinandersetzung der Bedeutung der Newtonschen 
lex tertia für das starre System mißlungen, indem die Definition der actio 
für dieses System fehlt und der methodische Wert des Axioms ausfällt. In 
einer späteren Auflage des Werkes läßt sich dies jedoch leicht ergänzen, 
indem die Ausführung in das V. oder VI. Kapitel verschoben wird. 
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Einem sehr ausgedehnten Gebrauche folgend hat der Verfasser den 
Antrieb (Momentankraft) als Zeitlntegral eingeführt. Dies widerspricht 
durchaus der historischen Entwicklung dieses Begriffs. Noch bei D'Alembert 
finden wir die direkte Auffassung der Impulse und auch bei Lagrange 
unmittelbar an den durchsichtigen Begriff des Maaseninoment«s der Geschwindig- 
keit angeschlossen und zunächst ohne notwendige Beziehung zu der SuBerst 
komplizierten und größtenteils unklaren Theorie der Stoflvorgänge, deren 
Behandlung durchaus in das Gebiet der Physik gehört und hier aui^ 
neuerdings oinigp AufklSning gefunden hat. 

Die Auffassung des Impulsbegriffes vom Standpunkt der allgemeinen 
Mechanik ist dann (cf, S. 242 des vorliegenden Werkes) sowohl 
den Physiker als auch für den Techniker von nicht zu unterschätzender 
Bedeutung. 

Im V. Kapit«l sind aus methodischen Rücksichten die in der Ebene 
auffaßbaren mechanischen Prozesse dargestellt. Bei der leider immer noch 
so häufig vorkommenden unzulänglichen Ausbildung der Studierenden in 
Elementen der Raumgeometrie hat diese Anordnung manches für sich, 
obwohl man nicht leugnen kann, daß durch diese Konzession der berührt« 
Mißstand auch in der mathematischen Ausbildung der Tcchoiber eher 
gefördert als bekämpft wird, da die Auffassung mechanischer Probleme im 
Raum tatsächlich leichter und fruchtbarer ist als in der Ebene, FemOT 
sollte man auch beachten, daß es in der Praxis kaiun irgend welche 
mechanischen Proj^esse gibt, die sich ganz in der Ebene abspielen, da infolge 
von Torsionen, dynamischen Seiten Wirkungen oder in Betracht zu ziehenden 
zufälligen Störungen die dritte Dimension eines scheinbar ebenen UechaniS' 
mu8 fast immer vom Techniker ins Auge gefaßt werden muß. 

Das V. Kapitel bringt eine große Anzahl sehr interessanter Probleme, 
die mit den Hilfsmitteln der „synthetischen" Mechanik — wenn auch mit 
analytischen Methoden — sehr gründlieh durcbgettlhrt sind. Diese selb- 
ständige Durcharbeitung macht das vorliegende Werk auch für diejenigen 
interesBant, welche es nicht als einführendes Lehrbuch benutzen. 

Bei dieser Gelegenheit möchte ich gegen den allgemeinen Gebraucll 
Stellung nehmen, welcher immer noch daran festhält, den Satz, der ücb 
auf die Parallelverschiebung der Achse eines Trägheitsmomentes bedebt, 
nach Stemer zu benennen, da er bereits £ii/i;r (Theoria motns corponira 
solidorum) ganz geläufig war. 

Im VI. Kapitel bringt der Verfasser die Mechanik räumlicher 8y3t«nM,{ 
welche durch die vorangehende Darstellung in der Ebene ausführlioli 
vorbereitet ist. 

nun leider die Einführung des Prinzips der virluellen ArbeitflH 
idem der Verfasser statt der rhiuellcn Verschiebungen dit 
aktuellen Wege benutzt, welche unter dem Einfluß der eingeprägten Kiiß« 
hervorgebracht werden. Ein Übergang zu den Gleicbgewichtsbedingungea 
am starres System ist aber auf diese Weise ganz unmöglich, sod&B dis 
auf S. 471 gegebene Arbeitsgleichung nur für den Fall eines Freiheit»- 
grades die Bedeutimg eines statischen Prinzips hat. 

Bei der Aufstellung der kinetischen Energie eines freien starren Systatu 
wählt der Verfas^r als Bezugspunkt für die Rotation — wie üblich — 
den Schwerpunkt des Systems und kommt dann zu dem Salz, daß di» 
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ganze lebendige Kraft sich aus dem translatoriBchea und rotatorischen 
Teil zusammensetzt. Hier würde ea sich bei einer späteren Auflage 
vielleicht empfehlen, einen kleinen Zusatz, welcher die Wahl eines eizen- 
triBchen Punktes als Bot-ationszentrum betrifft, zu machen, da gerade bei 
technischen Anwendungen, wo der einzelne freie starre Körper verhältnis- 
mäBig selten vorkoiimit, der erwähnte Satz von AnfUngern irrtümlich als 
ein allgemeingültiger angesehen wird. 

Mit Benutzung der VorsteUang der relativen Bewegung ist in diesem 
Kapitel auch die Theorie des materiellen Zentrifugalpendels und die 
Regulierung behandelt, indem die ohen angeführte synthetische Methode 
in analytischer Form gewählt wurde. Die Berücksichtigung alter Massen 
— bei beliebiger Verteilung — hätte zu dem Eulerschen Satze geführt, 
dafl die kinetischen Prozesse eines Gelenkmechanismus nur durch die Acbs- 
abstfinde, die Schwerpunkts lagen und die {lotaren Trägheitsmomente der 
Glieder bestimmt sind, der in der technischen Literatur immer noch zu 
wenig bekannt zu sein scheint. 

Das SchluBkapite! des Werkes, welches die historische Entwicklung 
der mechanischen Prinzipien und Methoden in einem wohlgelungenen Abriß 
bringt, wird daiu beitragen, das Interesse für den Entetehungsprozeß der 
fnnd amentalen mechanischen Ideen auch in denjenigen Kreisen zu begründen 
und zu fürdem, denen dieselben bisher nur in unzulänglichem MaBe 
erreichbar waren. 

Auch in diesem Siane wird das vorliegende Werk zur Förderung der 
Mechanik beitragen. 

Karlsruhe. K. Heün. 

Lenser. 0., Hilfbbuoh für den geometrischen Uoterrloht. Beriin 1902, 
0. Salle. 189 S. 

Bei einer Einführung in die Geometrie scheint mir nichts verkehrter, 
als mit einer großen Zahl von Detinitionen zu beginnen und noch dazu mit 
Definitionen , die keine Definitionen sind , sondern bloße Tautologien dar- 
stellen. Was soll sieb der Schüler dabei denken, wenn ihm gesagt wird: 
Eine Gerade ist nichts anderes als eine Richtung? Und nun gar im Anfang 
den Punkt zu definieren als Schnittort zweier Geraden? Hat der kindliche 
Intellekt überhaupt das Bedürfnis nach Definitionen für Dinge, die er als 
wohlbekannte anzusehen geneigt ist? Und wenn schon Erklärungen voraus- 
geschickt werden, muß man nicht trachten, ihre Zahl auf ein Minimum 
herabzudriicken ? 

Der Verfasser des vorliegenden Hilfsbuches, das mir, um es gleich 
vorweg zu bemerken, in mancher Hinsicht gefallen hat, scheint mir in 
die eben gerügten Fehler zu verfallen. Kaum sind dem Schüler die De- 
finitionen für gerade Linie, Punkt, Strahl, Strecke vorgetragen, die Rechen- 
geeetze für die Strecke an Beispielen geübt, kommt eine neue Ladung von 
Definitionen am Kreise. Der Schüler vermag doch zunächst kaum zu über- 
sehen, was in aller Welt es für ein Interesse haben kann, z. B, eine Sym- 
metrale zu betrachten, so lange keine Anwendungen beigebracht werden in 
Gestalt von Aufgaben und Sätzen. 

In Übereinstimmung mit dem Verfasser befinde ich mich hinsichtlich 
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der Art, wie er die parallelen Geraden einführt. Dieser Weg ist beretti 
vielfach in Gebrauch. NSmlicb, die DefinitioD fSr parallele Gerade mnB 
meines Erachtens so gegeben werden, daß sie gleichEeitig ein Hitt«l an 
die Hand gibt, sie zu konstruieren. Kfit der Detinition: Zwei Linien 
heißen parallel, wenn sie beliebig verlängert, sich nicht schneiden, kann der 
Quartaner nichts Gescheites anfangen, wohl aber wenn sie ihm sagt: Zwei 
Linien heißen parallel, wenn ein Paar Gegenwinkel gleich sind. Hier bat 
er die Möglichkeit; durch eine endliche Reihe von Operationen die Parallelitftt 
festzustellen. 

Weshalb leitet der Verfasser den Winkelsummensatz am Dreieck nicht, 
wie es schon Legendre getan, durch Bewegung her? Nachdem er ein g&nzes 
Kapitel der Bewegung einer Figur in der Ebene gewidmet hat, wäre hier 
Gelegenheit gewesen zu einer einfachen Anwendung. Diese Herleitnng 
hütte zugleich den Vorteil, die Einführung des algebraischen Kalküls weiter 
hinauszuschieben, der doch für den Quartaner ein neues, fremdes Instnimrat 
bedeutet. Die Herleitung der Kongrueczsatze nimmt im vorliegenden Bande 
einen zu großen Raum ein. Nachdem der Verfasser die Fundameotftl- 
aufgaben erledigt hat, hätte ich erwartet, er würde, wie es u. a. Gallenkt 
getan, die KongruenzsStze unmittelbar daraus herleiten. 

Ebenso erscheint mir die Behandlung der Ahnlichkeitss&tze für 
Dreieck zu umfangreich. Gehe ich aus von der Definition: Zwei JOr*»«: 
ecke hei&en ähnlich, wenn sie winkelgleich sind, so habe ich nor nötig, 
den Satz zu beweisen: In ähnlichen Dreiecken sind die homologen Seiten 
proportional. Dieser Ahnlichkeitssatz genügt für recht viele Anwendungen 
durchaus. Die übrigen AhnUchkeitssätze gehören nicht mehr t\i den un- 
entbehrlichen Sätzen, sie bieten einen passenden Übungsstoff. Die Definition 
sofort fär M-Ecte (« > 3) an die Spitze zu stellen, erseheint 
einfachen Grunde unpraktisch, weil die Ahnlichheit von n-£ckea 
in den Anwendungen eine viel geringere Rolle spielt Bei der 
der Vielecke Ist dann immer noch Zeit, den Begriff der Ahnlii 
zudehnen. 

Durchaus einverstanden mit dem Verfasser bin ich mit seinem Onmt- 
satz, die für das System unentbehrlichen SStze als Übungsstoff, womSglich 
in der Form von Aufgaben zu behandeln, das Konstruieren In den Vorder- 
grund zu stellen und das Beweisen von Sätzen sowie die Einfnbmng de« 
logischen Beweisschemas erst später einzuüben. Im allgemeinen dürfte die 
logische Arbeit, welche darin besteht, aus einem Lehrsatz Voraussetzung 
und Behauptung herauszuschälen, die Fassungsgabe eines Quartanerintellekti 
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Bei der Niederschrift von Konstruktionen dürfte es sich empfehlen, fOF. 
häufig wiederkehrende Wendungen abkürzende Bezeichnungen anzawendu^ 
die aus der darstellenden Geometrie zu entlehnen wären: Außer den bereilRJ 
üblichen: ADXBC, Ä'E'WAB, AABC^AA'B'C, AABC~AA-Srai 
7.. B. A(r\ um auszudrücken: schlage um A einen Kreis mit dem Radios r\* 
BD = DC, um auszudrücken, daß BC halbiert und der Mittelpunkt D go- 

n auszudrücken, daß über BC als Durchmesier 
I ein Halbkreis geschlagen werden soll u. a. Femer pflege ich, vk 
IT angeht, die Strecke durch einen (kleinen lateinischen) Buchstaben 
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It durch die beiden Eodpunkte, den Winkel durch einen (kleinen griecbischen) 
Buchstaben bezeichnen zu lassen, um den Umfang der Niederschrift auf ein 
Minimum, ihre Geschwindigkeit auf ein Maximum zu bringen. 

Wenn ich. über die folgenden Kapitel: umfang und Inhalt des Kreises, 
wo der Verfasaer Görings Methode einer Ausstreckung des Kreises anfährt; 
Transversalen im Dreieck, wo u. a. auch der Orebe-Lemoinesche Punkt zur 
Verwendung kommt; Punktreihe und Strahlenbüschel ; Figuren in ähnlicher 
Lage; Pol und Polare; Poi«nz eines Punktes inbexug auf einen Kreis bis 
zum Berührungsprobleme des Apollonius kurz hinweggehe, so geschieht es 
einmal, weil mir diese Kapitel zum Teil gefallen haben, dann aber auch, 
weil bei dem Stoff, soweit er die Obcrseknnda angeht, die Lehrmethode 
etwas zurücktritt gegenüber der Fülle und Mannigfaltigkeit des Gebotenen. 
und was den letzteren Punkt angeht, so würde ich geneigt sein, den Übungs- 
stoff, welchen das vorliegende Buch dem Obersekundaner bietet, als etwas 
knapp zu bezeichnen. 

Indem ich zum Schluß meine AusfOhningen zusammenfasse, muB ich 
trotz aller Ausstellungen sagen, das vorliegende Buch bildet eine Be- 
reicherung der Lehrbuch-Literatur, es tnt einen weiteren Schritt vorwärts 
auf dem Wege der allmählichen Loslösung des einführenden geometrischen 
Unterrichts von den starren euklidischen Formen, einem Wege, den sicher 
recht viele Fachgenossen in ihrem mündlichen Vortrag schon längst be- 
schnitten haben mögen. 

Berlin. E. Jahnkb. 



Zn meiner Anzeige der „Festschrift znr Srinnemng an Joannes Bolyai" 
anf S. 255 dieses Bandes. 
Herr L. Schlesinger hat auf mehrere Punkt« meiner Anzeige auf- 
merksam gemacht, die nach seiner Meinung einer Ergänzung bedürfen. 

1. Der Titel der in Rede stehenden Schrift, deren genaue Seitenzahl 
XVI u. 1S4 ist, lautet: Libellus post saeculum quam loannes Bolyai de 
Bolya anno MDCCCII a. d XVTII Kalendas lanuarias Clandiopoli natus 
est ad celebrandam memoriam eins immortalem ex consilio ordinis mathe- 
maticorutu et naturae scrutatorum Regiae Utteranim Universitatis hungaricae 
Francisco- Josephin ae Cl audio politanae editus. Clandiopoli MCMII, 

Vor dem Titelblatt und auf dem Umschlag steht die Widmung: Regia 
litt. Universitas hung. Olaudiopolitana loannis Boljai in memoriam. 

2. Die ganze Festschrift ist in lateinischer Sprache abgefaBt. Das 
Vorwort ist von L. Schlesinger als „huius libri redaotor", von J. Parkas 
als „h. t. decanus" unterzeichnet. 

3. Der faksimilierte ungarische Brief von Johann Bolyai ist außer- 
dem auch in lateinischer Übersetzung aufgenommen. Der Schlu&passus des 
vom 3. November 1823 datierten Briefes legt Zeugnis dafür ah, dafi 
Johann Bolyai zu dieser Zeit schon im Besitze der Hauptgedanken über 
die nichteoklidische Geometrie gewesen ist. 

4. Die Titel der einzelnen Artikel der Festschrift lauten: 

I. Epistola, cuins simutacrum bnic libro praefiium est, a Joanne 
Bolyai ad Wolfgangum Bolyai patrem data, in Latinum conversa. 
(p. IX— XV). 
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II. L. Schlesinger, de nonnullis absolutao geometriae ad theoriun. ] 
coroplexae variabiliB functionum applicationibus (p. 1 — 59). 

m. P. Stäckel, de ea mechanicae analjticae p&rt«, quae ad rarietates | 
complurium dimensionum spectat (p. 61 — 79). 

rV. R. Bouola, index openim ad geometriam absolutam spectantium. 
(p. 81—154). 

5. Meine Schlußbemerkung, der von Herrn Bonola verfaßte Index 
der Werke, die sich auf die absolute Geometrie beziehen, sei nicht Itickenlos, 
ist veranlaßt durch ein der Redaktion von Herrn Meißner in Potsdam, 
zugegangenes Verzeichnis von 64 Schriften, die in dem Indes fehlen. Muß 
maa auch zugeben, daß sich aber die Grenzen eines solchen Indei streiten 
IftSt, so bleiben doch noch Lücken genug übrig, die meine Bemerknng i 
rechtfertigen. Ein Verzeichnis der fehlenden Schriften an dieser Stelle mit- 
zuteilen, schien und scheint mir auch heute noch, nicht im Int«reBse der | 
Leser des Archivs zu liegen. 

26. März 1904. E. Jahnke. 



Vermischte Mitteilungen. 

1. Aufgaben und Lelirsätze. Lösungen. 
A Aufgaben und LetarsStze, 

108. Auf dem Umfange eines Rechteckes wird ein Punkt Ä s 
und durch ihn eine Gerade gezogen, die den Umfang des Rechteckes aber- ' 
mals in B treffe. Auf AB werde in B das Lot errichtet, das den um- 
fang des Rechteckes in C treffe. In C werde auf SC das Lot errichtet, 
das den umfang des Rechteckes in D treffe, usw. Wie muß man den 
Punkt Ä und die Gerade AB wählen, damit man nach einer endlichen^ 
Anzahl von Konstruktionen zum Punkte A znrUckgelangt? 

Kiel. ^_^^_^__ P. Stäckjel. 

103, Mit den Hilfsmitteln der elementaren Geometrie soll der Ort fDr ] 
den Schwerpunkt eines veränderlichen Vierecks gefunden werden, von 
drei Eckpunkte ABC fest bleiben, während der vierte X sich auf t 
Geraden g bewegt. Auch der Fall der bei der Bewegung von X auftretenden j 
verschränkten Vierecke soD berücksichtigt werden. 

Breslau. 0. Gutscbe. 



B. LSsnn^n. 

(7, 262) (Paul Stäckel): Es ist- mÜ Hilfe der Glekhun}: 
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eine obere Grenze für den absoluten Betrag des Integrals 



■ß 



J=^l^dx 



n 

t 

mg 

herzuleiten, — Durch die Substitution x — v "^ S wird, wenn wieder x 



statt I geschrieben wird: 



/sinx 



j^-l ji^ax^-s. 



Man setze: 

(2) S = 2iSt, + S,,^t), 



wo 



r = 

(a*+i)« 



*/ fr. M — 



femer sei \8 \ '^ s , dann ist s "^ s^^ und: 

(3) Ä-J'(^,-»„+i)- 

Diese Reihe besteht aus lauter positiven Gliedern, ist also absolut konver- 
gent, wenn sie überhaupt konvergiert. Dies aber zeigt der Vergleich mit 

(4) y-JC^lr + y^^ + l). 

wobei 

gesetzt worden ist. Es ist nämlich 

Femer ergibt die Abschätzung: 

2 1 ^ 1 

und 
also 
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Daraus folgt aber nach Gleichung (3) und Uagleichung (ti): 

(10) S<ß(t„-I„„). 

Hierzu darf addieri werden die Identität: 

(!'■ »■■',+Jft,« -'.,♦.). 

in der sich alle Glieder paarweise forthehen und lim L = ist. Das gibt;" 



S<', + T_j"-^dx + f, 



(121 



wenn man d&s erat« Integral abschätzt; 

J|j|-5<|+i 

I < 2,2074161, 

Potsdam, am 1. Mär^ 1904. 



Otto Mbiszner. 



2. Antragen und Antworten. 

Zu 12, 13 (7, 179) (M. Zacharias). — Der angegebene Satz iat eine 
Folge des aMtjemdnrren Satees: Teilt man die Verbindungslinien homologn 
Punkte zweier in einer Ebene liegender „direkt" ahnlicher Systeme (d-h, solcher 
Systeme, bei denen je zwei homologe Dreiecke denselben Umlaufssinn be- 
sitzen) alle nach einem und demselben Verhältnis, so bilden die Teilpunkte 
wieder ein ähnliches System. 

Beschrankt man die Punkte beider Systeme zunächst auf zwei gerade 
Linien, ao ergibt sich der Spenialfali : Teilt mau die Verbindungslinien 
homologer Punkte zweier io einer Ebene liegender ähnlicher Punktreitien 
iu einem und demselben Verhältnis, so bilden die Teilpunkt« wieder eine 
ähnliche gerade Punktreihe. 

1) Beweis des Spezialfalls: Die Verbindungslinien homologer Punkte 
AAj^, BB^, CC^, . . . zweier ähnlicher Punktreihen s und Sj sind die Tan- 
genten einer s und s^ berührenden Parabel. Durch jeden Punkt Ä^ def 
Tangente AÄ■^ geht außer dieser nocli eine zweite Tangente, welche jede 
der übrigen, z. B. BB^ oder CC,, ... in demjenigen Verhältnis teilen muß, 
in welchem A^ die Strecke AA^ teilt; denn je zwei Tangenten einer Parabel 
werden von den anderen in ähnlichen Punktreihen geschnitten. Die Punkte, 
welche die Verbindungslinien AA^, BB^, CC^, . . . nach einem und demselben 
Verhältnis teilen, liegen also auf einer Geraden. Da diese eine Taugent« 
ist, so muß sie von den Tangenten AA^, BB^, CC^, ... in einer zu der 
Punktreihe s {ABC . . .) ähnlichen Punktreihe getroffen werden. 

2) Beweis des allgemeirifn Satzes: A und A^ seien zwei homologe Punkte 
der beiden direkt ähnlichen Systeme S und S^. Das System der Teilpunkte 
der Verbindungslinien heiße A',. Man verschiebe S, parallel um die Strecke 
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AiÄ^ so d&B A, auf Ä föllt Dadurch geht S^ i 



i ebenfalls alle 
Punkte, 



1 kongruentes Sjstfim 



parallele u 
welche die Ver- 




< zugeordneten Punkte 



Sl über. Die Punkte von S, werden < 
unter einander gleiche Strecken verschöbet 
biadungslinien homologer Punkte von S 
und S{ in dem gegebenen Verhältnis teilen, 
bilden also ein zu S^ kongruentes System Si. 

Es seien nun S und Jf', irgend zwei 
andere homologe Punkte von S und S/. 
Der Punkt B[ werde, wenn man ihn als 
Punkt des ersten Systems S betrachtet, 
mit C und der homologe Punkt von Sl 
mit C{ bezeichnet (s. Fig.). ifj und Ci 
seien die Teilpunkte der Strecken BBl 
und CC'i, d. h. die den Punkton B und C ' 

von Si. Da diese beiden Punkte die homologen Strecken BC und BiCl der 
Systeme S und Sl in einem und demselben Verhältnis teilen, so sind de 
homologe Punkte dieser Systeme. Demnach ist 

A ABBi ~ A ABld 
Daraus folgt aber unmittelbar 

A ABC'^AABid. 
Da nun Si ^ S^ ist, so ist auch 

/\ABC'^AA^B,C^, 
wenn man mit A^, Ä, und C^ die den Punkten A, £ und C entsprechenden 
Punkte von Sj bezeichnet. 

Nun folgt aus dem bewiesenen Spezialfälle, daß den geraden Puukt- 
reihen von S ähnliche gerade Punktreihen von S, ungeordnet sind; die 
beiden Systeme sind also zunBchst affin. Wenn aber in zwei affinen Systemen 
irgend zwei entsprechende Dreiecke ähnlich sind, so sind die Systeme selbst 
einander ähnlich. Also ist S, '^ S. 

3) Betoeia des SchwerpimktsaUes: Die w Punkte P,, P,, ... P„ durch- 
laufen gleichzeitig « direkt ähnliche Figiu'en einer Ebene derart, daQ sie 
sich in jedem Äugenblicke in homologen Punkten befinden. Ihr Schwerpunkt 
heiße Q. Angenommen, für den Schwerpunkt von n — 1 Punkten sei der 
Satz bereits bewiesen, dann durchlftuft also der Schwerpunkt I{ der n ^ 1 
Punkte Pi, -P,, - . ., -P,-, eine ähnliche Figur. Der Punkt Q teilt die Strecke 
ÄP, in dem Verhältnis 1 : h — 1. Nach dem oben bewiesenen allgemeinen 
Satze muß also auch Q eine ähnliche Figur beschreiben. Da nun der 
Schwerpunktsatz für n = 2 otTenbar richtig ist (denn der Schwerpunkt zweier 
Punkte teilt ihre Verbindungslinie in dem VcrhSltniM 1 : 1 und durchläuft 
daher mit ihnen eine ähnliche Figur), so ist der obige Schluß von h— 1 
auf « berechtigt und die allgemeine Gültigkeit des Satzes bewiesen. 

Berlin. M, Zacqariab. 



14. In den gebräuchlichen Lehrbüchern wird die Summenformel einer 
endlichen geometrischen Beifae auf algebraische Weise ermittelt und daraus 
der Wert der Summe einer unendlichen Reihe abgeleitet. Die folgende 
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geometrische Methode, die gerade die Konvergens sehr deutlich zur Asschaaung 
bringt, habe ich nirgends gefanden; da sie aber sehr naheliegend und ein- 
fach ist, glaube ich, daS sie sehon bekannt sein muS, und ich möchte mir 
die Antrage erlauben, wo die Methode schon veröfientlicbt ist. 

Auf dem Radius AM eines Kreises um M als Mittelpunkt wShle man 
einen beliebigen Punkt B, ziehe durch B die Sehne Pq J. AM und ¥llt 
und qM\ beschreibe um M mit BM den Kreis, der ¥M in Ä, qM in 8 
schneide, ziehe ÄÄ, beschreibe um M mit CM den Kreis usw. 

Es sei .45 = 0, £(; = «„■■■, 
' Ü-K=a„_,, FW-fl^, - ., und 

man setze BM : .4 itf ^ e, so ist dia 
Summe aller Abschnitte a, a„ Oj, - - ■ 
gleich dem Radius r, und es ist 
a ^ r — tr oder r = a : (1 — r). 
Andererseits ist 

o, : a,_, — a, : a — «, 

d. b. CS bilden die Abschnitte o, 
a,, Of, ' ■ ■ eine geometrische Reihe 
mit dem AnfangsgUede a und dem 
Quotienten £, deren Suuime, wieeben 
ermittelt, den Wert a : (l — t) hat 
Diese Ableitung gilt auch für 
negative Werte des Quotienten i; 
man wähle alsdann nach Ä den 
nilchateu Punkt .ff auf der Ver- 
längerung des Radius und bilde die Summe A^ ~ B'C -{- CD' — ■ ■ ■ 

Wenn man will, kann nun der Wert einer endlichen geometrischen 
Reihe durch Subtraktion zweier unendlichen Reihen mit demselben Quotienten 
und den Änfangsgliedem a und ae" gefunden werden. 

Berlin. P. Schapheitun. 




16. Im geometrischen Unterricht bin ich auf eine hübsche, von Rech- | 
nungen freie Analysis der bekannten Koustruktionsaufgabe gekommen: 
Breieck aus der Summe s eireier Sette», der dritten Seile c und der auf sie 
gefällten HOke h^ herzustellen. Diese Analysis führt zu folgender Konstruktion: 
Auf der gleich c gemachten Strecke AB errichtet man die Mittelsenkrecht« ! 
FR = h und trögt auf der durch B. zm AB gezogenen Parallelen die ] 
Strecke \s bis q ab. Dann zieht mau die Geraden QA und ^ß, die BF j 
in [/■ und K treffen, und halbiert UV m G. Hierauf beschreibt man \ 
tun G mit GA den Kreis, der die auf RF in ü errichtete Senkrechte i 
schneidet, und bringt GN mit qR in C zum Schnitt. AABC entspricht | 
dann den Forderungen der Aufgabe. 

Ist diese Lösung und die zu ihr fährende Analysis bekannt? 

Breslau. 0. Gdtschb. 



3. SprecliBaal for die Encyblopädie der Hathematisclieii Wissensohaften. 

[Einaendungen für den Spreohsaal erliittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 
Mitteltragheim 51. | 

Zu rv, 5. 

Der Bericht, den Herr Henneberg in seinem Encfklopädle-Ärtilcel IV, 5 
„Die graphhcht Slalik *r starren Körper" in Nr. 12, S. 362 ff. über die all- 
gemeine Theorie der reziproken Figuren gegeben hat, bedarf insofern einer 
Ergänzung, als sich Herr Henneberg im wesentlichen auf die Wiedergabe 
des Maiwell-Cremonaschen Satzes beschrankt, wonaci zwei reziproke 
Fignren stets als Parallel projektionen zweier Polyeder betrachtet werden 
können, die in Bezng auf ein Nollsjstem polarreziprok sind. Ist nun auch 
durch diesen Satz ein Mittel gegeben, um alle möglieben Paare reziproker 
Figuren herzustellen, ao versagt er doch die Antwort anf die Frage, die 
voa jeber die Geometer interessiert hat: 

Wie muß eine ebene Figur, die aus k Punkten und s Yerbinduni/sstrecken 
derselben besieht, oder ein Fachwerk mit k Knotenpunkten und s Stäben be- 
schaffen seifi, damit es durch Hmxufiiffung weiterer Punkte und Sirecken eu 
einer Figur ergänzt werdoi kann, der eine reziproke, d. h. eine soUhe Figur 
gvgehört, daß jeder Geraden der ersten Fitfur eine ihr paraliek in der eweUen 
Figur ent^rieht und den Geraden durch einen PunM die Seiten eines ge- 
schlossenen Polygons? 

Beschrilalrt man sieh auf den hauptsächlich interessanten Fall, daß das 
Fachwerk ein einfaches oder s= 2fc — 3 ist, so hat diese Frage eine voll- 
ständige Beantwortung gefunden in den Paragraphen 4 und A dfr AbLandlong 
„Über ebene einfache Fachwerke", die der Unterzeichnete im 48. Bande der 
Matbem. Annalen (1896) veröfTentlicht hat. 

Ks wurde dort zuerst als notioendüje Bedingung fOr die Lösbarkeit 
tinaerer Aufgabe erkannt, daß für das Fachwerk eine vollständige und lu- 
samnteniiängonde Zirlfgung in k — 1 einfache Polygone möglich sei; d. h. es 
mflssen erstens die Stäbe des Fachwerks so als die Seiten von k ~~ l ein- 
fachen Polygonen angeordnet werden können, daß jeder Stab die gemeinsame 
Seite von zwei und nur zwei Polygonen ist, und man muß zweitens dadurch, 
daß man von einem Polygone ausgehend an dieses ein zweites ansetzt, das 
mit dem ersten eine oder mehrere Seiten gemein hat, an dieses ebenso ein 
drittes u. s. f., schließlich zu allen Polygonen der Zerlegung kommen können. 
Diese Bedingung wurde aber auch aü hinreichend erkannt, d. h. es wurde 
der Satz bewiesen, daß ein Fachicerk, für das eine solche Zerlegung existiert, 
durch die Angriffslinien von miteinander im Gleicligeicichl stehenden und in 
den Ecken irgend eines der Polygone angreifenden Kräften und durch die 
Seiten eines zugehörigen geschlossenen SeSpolygons so erweitert werden kann, 
daß der erweiterten Figur eine reziproke zugehM. 

Ist daher das Fachwerk so beschaffen, daß sich niemals zwei Stube 
aberkreozen, so ist leicht zu sehen, daß die hierdurch gegebene schlichte 
■Zerlegimg des von dem Fachwerke überdeckten Teiles der Ebene in A: — 2 
nebeneinander liegende Polygone unter Hinzufilgung des Rundpolygons die 
geforderten Bedingungen erWllt. So oft es also gelingt, für ein gegebenes 
Facbwerk ein entsprechendes von derselben Gliederung, d, b. ein solches, 
dessen entsprechende Knotenpunkte durch die ealsp rech enden Btllbe verbunden 
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sind, so liiiizuzeicImeTi, daß sich in dem neuen Facbwerke niemals zwü t 
tiberkreuzen, so oft erhält man eine Zerlegung des Fachwerkes von der ge- 
suchten Art. Dieser Satz gewinnt aber dadurch eine besondere Bedentnng, 
daB er sich umkehren läßt und zwar in der folgenden allgemeineren Fomi: 

Q-cUtUft es für ein Fachwerk mit k Knotenpunkten und s Stäben eine 
vollständige vnd tusammenliängende Zerlegung in s ~k -\- 3 einfache Polygone 
tu finden, so kann man auf mehrfache Weise ein dtm gegebenen Fackwerke 
gleich gegUedeiies konstruieren, von dem sich niemals ticei Stäbe überschneiden; 
die schlidite Zerlegung des von diesem Facfiwcrke überdecfden Teiles der Ebene 1 
entspricht dann unter Hirunmalmic des Itandpdygons der Zcrlrffung des ge- 
gebenen Fachwerks. 

Dieser Satz gibt einerseits eine vollständige Antwort auf die eingangs 
gestellte Frage und liefert andrerseits eine übersichtliche Methode, i 
entscheiden, ob zu einer gegebenen Figur nach gehöriger Erweit«ruDg dei^ 
selben eine reziproke gefunden werden kann. Die nicht immer ganz t 
fachen Beweise können a. a. 0. nachgelesen werden, 

Karlsruhe, im Februar 1904. F. ScuuR. 



Zu V,. 

In seiner Darstellung der Allgemeinen Thermodynamik ') behandelt Herr 
G.H.Bryan auch die Clausiussehe Ungleichung bei irreversibeln Vorgängen, 
nachdem er zuvor (p. 94) das Intrgral I / \ -^ = fäi umkehrbare Kreis- 
prozesse abgeTeitet. Für seinen allgemeinen Beweis benutzt er dabei eine 
wohl hauptsächlich von Tait herrühreudo Betrachtungsweise. Diese führt für 
irreversible Kreise ebenfalls zur Clausiusschen ücgleiehimg*), wenn man 
darin für T die Tempeiatur der Wilrraereservoire setzt. Dasselbe ist be- 
kaantlich bei der Neumann -Thomson sehen Demonstration der Fall*), 
Herr Bryan stellt (p. 97 und 9H) Betrachtungen an, bei denen T die 
Temperatur eines Elementes des Systems bedeutet, das den Kreisprotefl 
beschreibt, und welche ebenfalls zur Clausiusschen Ungleichung führen. 
Diese erscheinen dem Verf. aber niubt ganz unbedenklich. Es ist doch wohl 
stets daran festzuhalten, was auch C. Neumann ausdrücklich betont*), dafl 
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Element t 



EntropieSnderung nur dann streng' 
umkehrbaren (Elementar-) Vorgänge 



i werden kann, wenn si 
entapricht. WBrmeiufuhr durch Leitung und Strahlung kann wohl, wie 
besonders Herr Voigt*) hervorhebt, mit großer Annäherung so behandelt 



, 96—100. 
nillaD) p. 846— 34e. 
89; Voigt, Thermodynamik I p. 351 
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1) Encyklopadie der Mathem. Wibb. V, 

2) Tait, On Heat. London 1896 (Maci 

3) C. Nenmann, Leipz. Ber. I 1891 p, 
und p. S81 1903 (GOachen). 

4) C, Neumann 1, c. p- 96 n. p. 102. 

6) Voigt 1. c. p. 340. Vgl. Verf. Bemerkungen Wied. Ann. Bd, 67 p, 4fi0 
Anm. 1899 u. Drudes Ann. Bd. 2 p, 750—763, 190Ü. An letiterem Orte p. 76! ist 
angenommen, daß kein EuergieaustauBch (auch nicht von Bewegunfsenugie) iwi- 
achen den Körpern ur, und i". und der Umgebung statthabe, was allerdiiigi prali- 
tiBch schwer zu realisiereu. Im allgemeinen darf man eine solche Annahme natür- 
lich nicht machpD, 
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s liege eio reversibler Vorgang vor, Qani streng ist d»a jeden- 
felis nicht und fttr allgemeioe Beweise erscheint soIcUm Voi-falirew wohl 
etwas bedenklich. Man sieht d&her dens auch bei den p. 97 giigchonan 

Ansdröcken nicht recht ein, warum dort I j |-^ — sein muß, nachdem 

rechts GrSSen jf stehen, die' doch jedenfalls niuht alte Eutropieändrningen 

bedeuten. Beäcbt sich aber ^ ( / ) ^ ^"^ einen revi.T&tbuIn Cykitij), 

dann ist aber auch ^V ( / ) "r" ~ '^' *" ^n "^^ ^•"' '^"^1 aufgenoniniuiie 
Wärme bedeutet.^) Die Betrachtungen (p. 98), £u denen wiedertim die 
Taitsche Methode verwendet wird, sind auch nur streng, wenn der nichl 
umkehrbare Prozeß adiabatisch verliluft. Der lum Cykhis ergllii/.Kndo Voi^ 
gang ist diuin reversibel, nur bei ihm findet Wttrmesufuhr von tiuBen statt. 
Diese kann, weil unendlich langsam verlaufend, in der Tat dun;li uinnn 
Körper, der einen Carnotschen Kreis zwischen einem IlilfswIlrmeroMrvoir 
nig und den Teilen des arbeitenden Systems beschreibt, gesobuhen. Im all- 
gemeinen, wenn es sich insbesondere um einen BtÜnniach verlaufenden 
Prozeß handelt, bei dem große Temperatunlifferenzeu mit dou WaruiequelUn 
entstehen und die Geschwindigkeit der Wärmezufuhr (wenn man sidi kurz, 
so aosdriicken darf) eine erbebliche wird, geht solches aber nicht mehr an. 
Es dürfte daher der von Herrn Bryan gegebene Beweis fUr die Olau 
ainssche Ungleichung nach des Verf. Ansiebt der nötigen Sirtingii entbuhrim. 
wenigstens wenn er allgemeine Geltung besitzen eoU. Es ericlieint ab'<r 
wobl dringend wünschenswert, daß über die Bedeutung und BogrUndung dn 
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik endlich Übereinstimmung leiti-ni 
der kompetenten Forscher erzielt werde. Nur In diesem Sinne und mit der 
Bitte um entsprechende Äußerungen über das vorliegende Thema, erlaubt 
sich Verf., diese kritischen Bemerkungen zu verilffwitlii'hon. Schließlich 
möchte Verf. noch die Frage aufwerfen, warum mau die ClauiiuNnche 
allgemeine Beweisführung, die durchaus nicht verwickelter all) die Thoni- 
Bon-Neumannscbe erscheint, so wenig bei den bezüglichen J>enionHtratiou«n 
beachtet.'j So wie sie Clausius in seiner Mecbaui»chen WBnnotheorie 1 
p. 107^110 und p. 233, 1876 gibt, entcbeint sie allerdings umiUndliclinr 
als unumgänglich notwendig. Hat man aber einmal den einfachen, cvntituoU 
die einfacher zusammengesetzten (1. c. p. 97 — ICKJ) Carnotschen Proz««M 
behandelt, und Aae geschieht ja wohl bei allen DantelJungeu der Thermo- 
dynamik, so ergibt sich ganz direkt die Ungleichong (reap, Uleichuog) von 

Clausius, indem man diejenigen OrfiBen -^- herausgesucht denkt, dra«» 

kein entgegengesetzt gleiches .j." gegenObentebt, und dann nach Cltniins 
wie L c angegeben BChließt K. V. Wksrudoxck, 



I) ffieh« t B. C Sem 

3) Teff. StMdpaiikt irt dargeL 
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Sitzungslierichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Heraii8geg:ebett vom Vorstände der Gesellecbaft. 

19. SUzang am 28. Oktober 190;^ 

Vorsitz: Herr Kneaer. 

Anwesend: 40 Herren. 

Nachdem Herr Färber den Kassenbericht erstattet hat, wird der bis- 
herige Vorstand durch Akklamation wieder gewählt, also Herr Kneser zum 
Voraitaenden, Herr Jahnke zum steUvertret^nden Vorsitzenden und Schrift- 
fflhrer und Herr Färber zum Kassenwart. 

Wissenschaftliche Mitteilnngen : 

Herr G. Haack: Über angewandte Mathematik. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren G. Hauck, Hessenberg, 
Hupe, Jahnke, Kneser, Seifiner, Botth. 



Über angewandte HatlLematik. 

Von G. Haock. 

Durch die neue Piüfirngsordnung von 1898, in welcher eine Lehr- 
befähignng io angewandter Mathematik vorgesehen ist, wurde ein erhöhtes 
Interesse für die angewandte Mathematik geweckt. Es herrscht aber zur 
Zeit noch eine große UnkJaj-heit und Verwirrung der Ansichten Aber das 
Wesen dieses Zweiges der Wissenschaft. 

Nicht einmal über die Abgrenzung des Begriffes „angewandte Mathe' 
matik" besteht Übereinstimmung. Z. B. ist in den Versammlungen Deulacher 
Naturforscher and Ärzte eine besondere Sektion für angewandte Mathe- 
matik eingerichtet, die lediglich die Ingenieur Wissenschaften in sich begreift. 
Dagegen sind die Fächer der Astronomie und Geodäsie der Sektion fOi- 
reine Mathematik zugeteilt, während sie von den erwähnten Prüfungsvor- 
8Chrift«n der angewandten Mathematik zugerechnet werden. 

Aber sehen wir auch von dieser Unbestimmtheit ganz ab und be- 
schränken uns auf diejenigen Disziplinen, die vom Standpunkt des Mathe- 
matikers gewöhnlich unter dem Begriff „angewandte Mathematik" verstanden 
werden, so besteht unter den Mathematikern selbst eine so auffallende 
Verschiedenheit der Ansichten Über Wesen und Wert der angewandten 

älUaDggbcrictiti! d. Bari. >UlI.. lia. Ul. 1 
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Mathematik, daS es mir wohl angebracht erscheint, einen Austausch der I 
Moiniuigen über diese Frage im Kreise unserer Gesellschaft zu Teranla£sen.J 
Wenn ich mir erlaube, meine eigene Auffassung hierüber im folgendm 



dem Gedanken, diese sei die alleiaf 

Mathematik ist ein so ausgedehntes, I 
IS innerhalb seines ganzen Urafangi 
zelnen erstreckt sieh immer nor auf 
anderen Aussichtspunkt erhält man 
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danulegen, so geschiebt es nicht 

richtige. Das Gebiet der angewandten 

daB es dem einzelnen anmöglich ist, 

zu überschauen. Die Sehweite des ei 

einen begrenzten Bezirk. Von jedem 

aber ein etwas anderes Bild. Wenn ich daher die Frage 

speziellen Aussichtspunkt aus erörtere, so bin ich mir der Einseitigkmt 

meines Urteils wohl bewußt. Dies hindert, mich aber nicht, durch meine 

Ausführungen zum Meinungsaustausch anzuregen und gewisse Gesichtspunkt« 

aufzustellen, an die die nachfolgende Diskussion anknüpfen kann. 

Von den mannigfachen Urteilen über das Wesen der reinen und der 
angewandten Mathematik, die mir zu Ohren gekoounen sind, greife ich die 
zwei extremsten heraus. 

Das eine Urteil lautet: Die. angeteandlc Mafhematik opfert die wissm-' 
schaftliche Strenge für das Linsengericht der praktischen Anuendung. Ihrem' 
leichten Gewissen kommt es nicht darauf an, Fünfe grad sein z\ 
wenn es ihr für ihre Zwecke gerade paßt. Die reine Mathematik dagi 
wird von dem Faustischen Drang nach reiner Erkenntnis geleitet. 

Das andere Urteil lautet: Die reine Mathematik legt ihren Uni 
suchungen selbstgewählte willkürliche Bedingungen zu Grunde, die sie eben SO' 
modelt, daß die Lösung gelingt. Diese stellt dann nichts weiter dar ala< 
eine Umschreibung der schon in den Voraussetzungen enthaltenen Tatsachen. 
Die reine Mathematik gleicht also dem Wagner, der einen Homunkulus 
fabriziert, während die angewandte Mathematik dem Faust gleicht, der 
frisch hinein in die Wirklichkeit des y ollen Menschenlebens greift: Dk 
reine Malhanatik opfert die Übereinstimmung mit der Wirklichkeit für dos 
Linsengericht der formalen Methode. 

Mir scheinen beide Urteile, wenn auch in jedem etwas Wahres enthaltot 
sein mag, gleich unzutreffend zu sein und nur eine Verzerrung der wirk- 
lichen Verhältnisse darzustellen. Man kann den gegen die eine Richtung 
erhobenen Vorwurf ebensogut auch auf die andere anwenden, und umgekehrt 

Fassen wir nicht die Verschiedenheiten, sondern das beiden Gemeinsame 
ins Äuge, so ist vor allem hervorzuheben, daß die Art und Weise des 
Operierens in der angewandten Mathematik genau nach den gleichen Grund- 
sätzen erfolgt wie in der reinen Mathematik. Es gibt keine zwei ver- 
schiedenen Arten des mathematischen Denkens. — Was der angewandten 
Mathematik eigentümlich ist, ist lediglich das, daß zu der eigenttit^en 
Handlung, in der sich die Operationen abspielen, noch ein Vorspiel und 
noch ein Nachspiel hinzukommt 

Das Vorspiel besteht daiin, daß die Buhform des betreffenden an- 
gewandten Problems, wie sie direkt aus den praktischen Bedingungen der 
Wirklichkeit hervorgeht, zuerst in eine Form gebracht werden muß, die eine 
mathematische Behandlung zuläßt. Sie muH von den unwesentlichen Neben- 
bedingungen gesHubert und so umgemodelt werden, daß die wesentlichen 
Bedingungen mathematisch formuliert werden können. Sie muB gewisser- 
maßen ideaiisicrt werden. 
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Was weiter das ^'achsphl anlangt, so besteht dieses darin, daB die 
gewonnene Lösung scbließHcb wieder in eine für die betreffenden konkreten 
Verhältnisse brauchbare Form gebracht werden muß. Die reine Mathe- 
matik begnügt sich in der Regel mit jeder Lösung, gleichgültig in welcher 
Fonn sie erhalten wurde. Man ist frob, daß man sie überhaupt hat. In 
der angewandten Mathematik ist dies anders. Hier kommt es sehr häufig 
Tor, daß die ursprüngliche Form der Lösung sich als direkt unbrauchbar 
für die praktische Anwendung erweist. Man muß die Form erst um- 
modeln oder aus mehreren Lösungen diejenige auswählen, die sich den 
vorliegenden äußeren Bedingungen am meisten anpaßt. 

Die mathematischen Operationen aber, die in der eigentlichen Hand- 
lung zwischen Vorspiel und Nachspiel vorgenommen werden, sind, wie 
gesagt, genau dieselben wie in der reinen Mathematik. Das Vorspiel dient 
eben dazu, die Verhältnisse ,so lu gestalten, daß das Verfabren der reinen 
Mathematik zur Anwendung gelangen kann. 

Dabei wird jedoch meist die Rück sieht auf die Erlangung einer 
praktisch verwertbaren Lösung bereits auf dJe Wahl der verschiedenen, von 
der reinen Mathematik zur Verfügung gestellten Methoden — *. B. des 
rechnerischen oder des graphischen Verfahrens — von maßgebendem Ein- 
fluß sein. 

Um das Gesagte an einigen bekannten einfachen Beispielen zn ver- 
aaauhaulicben, so kommt es in der SUtiik der BaukonstnikUfmen sehr häufig 
vor, daß eine Aufgabe in der Ilohfarm, wie sie die Praxig stellt, zunächst 
einen Überschuß von Unbekannten darbietet. Die äußeren Bedingangen 
müssen dann (z. B. durch Vemachiässigung unwesentlicher Biegungsspan- 
nnngen, durch Speziaibestünmungen über die Konstruktion der Lager, durch 
Einsubaltung von Gelenken und dergl.) so modifiziert werden, daß die 
Anzahl der Unbekannten auf das zulässige Maß reduziert und damit die 
Aufgabe auf die Form einer statisch bestimmten Aufgabe gebracht wird. 
Dies geschieht im Vorspiel. 

Durch solche Modifikationen eifllhrt die technische Anordnung des 
Objektes, auf das sich die Aufgabe bezieht, in der Bcgel eine Komplikation. 
Es erweist sich hiemach der oben erwähnte Vorwurf, die angewandte 
Mathematik opfere die wissenschaftliche Strenge für das Linsengericht der 
praktischen Anwendung als durchaus uniiutreffend. Es wird im Gegenteil 
die Leichtigkeit der praktischen Ausführung für die wisse nschaftliohe 
Strenge geopfert. 

Schwieriger gestaltet sich das Vorspiel in der Festi^keUslehre , wo 
Voraussetzungen über die Eigenschaften des Materials auf Grund eipori- 
mentoller Feststellungen in den Ansatz eintreten müssen. Noch schwieriger 
liegen die Verhältnisse in der techtiischen Difnamik, deren Probleme in der 
vielgestaltigen Wirklichkeit sich oft recht kompliziert anlassen. 

Es liegt natürlich immer die Gefahr nahe, daß man mit dem Ideali- 
sieren eines technischen Problems zn weit gebt, so daß die Idealisierung 
einer Vergetetütigung der Wirklichkeit gleichkommt. Trügerische Urteile 
über die Zulässigkeit von Vernachlflssigungen , willkürliche Voraussetzungen 
über die Natur der Materialien, fragwürdige Ansätze betreffs der Reibungs- 
widerstdndo usw. können dahin zusammenwirken, daß man in offenen 
Widerspruch mit der Wirklichkeit gerät Dies Ist in der Tat vorgekommen. 
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Darflber erhob sich dann bei den Technikern ein gewaltiger Sturm , und 
die Mathematiker wurden dafür verantwortlicli gemacht. Es lag aber offen- 
bar ein Versäumnis auf Seiten der Techniker vor. Denn es ist selbstver- 
st&ndlich, daß bei dem Zusammenarbeiten beider die Entscheidung über die 
ZalSssigkeit von Yei-naehlässigimgen und über die Annehmbarkeit von 
Hypothesen betreffs der Eigenschaften des Materials nicht Sache des Mathe- 
matikers, sondern des Technikera ist. 

Dies wurde auch schließlich eingesehen. Als eine erfreuliche Frucht 
dieser Erkenntnis haben wii' die Errichtung von ausgedehnten techniBuhen 
"Versuchslaboratorien lur Prüfung sowohl statischer als djTiamischer Fragen zu 
begrüßen. Es ist zu erwarten, daß die wissenschaftliche Technik aus diesen 
Stätten einer rationellen induktiven Forschung reichen Gewinn ziehen werde. 

Freilich kann dieses Forschungsgebiet kaum mehr der angewandten 
Mathematik zugerechnet werden, es wird aber der Mitwirkung der Mathe- 
matik nicht entbehren können. Und es ist alle Aussicht vorhanden, daß 
die vorübergehende Verstimmung bald wieder einem auf gegenseitiges 
Verständnis gegründeten gedeihlichen Zusammenwirken weichen wird. 

Eines der schönsten Beispiele dafür, wie in der angewandt«n Mathe- 
matik ein von der Praxis gegebenes Problem durch Idealisierung auf eine 
mathematisch behandelbare Form zurück geilihrt wird, bietet die Art nnd 
Weise, wie die Geodäsie ein Gelände durch Höhenkurven darstellt, und vrie 
diese Darstellung von dem Bauingenieur bei seinen Tracierungen verwertet 
wird: Man denkt sich das Gelände durch horizontale Ebenen in gleichen 
Abständen (z. B. 1 m Schichthöhe) geschnitten and zeichnet die Horizont«]- 
projektionen der einzelnen Scbnittknrven. 

Monge hat die Erzeugung von knmunen Flächen durch gesetzmOBige 
Bewegung einer Kurve gelehrt, die während ihrer Bewegung gleichzeitig 
ihre Form nach einem bestimmten mathematischen Gesetze ändert. Die 
Geländeflächen sind nun freilich ziemlicli unregelmäßig gestaltete Gebilde, 
zeigen aber doch da, wo sie durch An- oder Abscbwemmung oder durch 
Verwitterung entstanden sind, einen mehr oder weniger stetigen Verlauf, 
Man kann daher eine solche durch Höhenkurven dargestellte Gelandeflsche 
zu einer stetig gekrümmten Fläche idealisieren, die auf Mongesche Weis« 
durch eine parallel bewegte, stetig veränderliche Kurve erzeugt gedacht 
wird derart, daß die aufeinanderfolgenden Höhenkurven diskrete Lagen der 
Erzeugenden vorstellen. Jede beliebige Zwischenlagc der Erzeugenden kann 
leicht auf graphischem Wege interpoliert werden, was durch Vermittelung 
einer Reibe von vertikalen Schnittprofilen geschieht. Eben weil diese Inter- 
polation möglich ist, ist die Fläche vollständig bestimmt und demgemSfi 
einer mathematischen Behandlung fähig; es können auf sie die flächen- 
theoretischen Errungenschaften der reinen Mathematik ohne weiteres zv 
gewendet werden. Das tut der Ingenieur bei seinen Tracierungen. — So 
erreicht es die angewandte Mathematik, selbst ein so ungeschlachtes, schein- 
bar ganz willkürlich geformtes Objekt unter die Macht des mathematischen 
Gedankens zu zwingen. Es ist interessant zu beobachten, wie auf dies« 
Weise oft Probleme im Gelände gelöst wurden, die dann wieder ihrerseits 
zu Untersuchungen der reinen Mathematik Veranlassung gegeben haben. 

Der Analytiker ist freilich leicht geneigt, der hierbei angewandten 
graphischen Methode mangelnde Strenge vorzuwerfen. 
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Dtm iit m aa^m: Dv iMlhiiwwliirlii flnilanVTMgiiig: ist M dw 
pwfhäaAm MrAoikr giinn Awribi* wie bei der uwlTtisckea IbÜMde. 
Die Stnngv od« (piiMiigtuil koBHt ■nr bd der AnffiHuw^ in Betnrht 
Ib dienr Beöataag hat äktr kcÜM der iwvi Sletbodea der andern etmm 
Tomnrerfen- Sne absolntr Geoanigk^t gibl e$ uiob bei der retluterörbeii 
Methode nicht Guu ehmfo wie der Analrtiker. w«ui er inr rechnehschen 
Aosfohnuig eine oneDdlicbe Beihe bejiatii, die Reihe sc abbrivbl, d&fl dex 
begangene Fehler nnterfaslb der Torgt^hriebenen Oeuuigkeitsgrenie lie^ 
80 moB sieh aach der Ontpbiker des Gndes der flenHuigbeit, mit der (t 
arbeitet, genau beimflt sein und durch Genauigkeilsproben sieb beständig 
Tergewissern, dafi er sich innerhalb der festgesetzten Ijenauigkeitsgrenip hKlt 

Man kann z. B. einwenden, das oben erwähnte graphische Interpolation $- 
verfahren, das darauf htnaoskonunt, daß man darch eine Antahl van dis- 
kreten Punkt«n eine stetig^e Kurve leg), sei nichts weniger als wissenschaftlich 
streng; denn es lassen sich durch die gegebenen Punkte unendlich viele 
Eurrenfonnen legen, von denen der Zeichner irgend eine willkürliche heraus- 
greife. Darauf ist zu erwidern: Eine willkürliche Kurve ist es nicht, die 
gewählt wird, sondern eine ganz bestimmte, nltmlich die seMöHSit von allon, 
die möglich ist; das ist diejenige, bei welcher der Wechsel der KrflmmungMi 
am stetigsten verläuft. Ein gewandter Graphiker weiß diese ^mw rfei 
stetigsltn Krilmmvttpsirechsr Is" mit großer Sicherheit txi treffen, wie «r den» 
Sberbaapt von der Tatsache, daS das Auge der best« Zirkel ist, den aus- 
giebigsten Gebrauch macht. — Wie verfährt dagegen der Analytiker? — 
Das Lagrangescbe Interpolationsverfahren kommt in seiner geometrischen 
Dentnng bekanntlich darauf hinaus, daß durch die » Punkte, welche die n 
gegebenen Fnnktionswerte re pri sentiere n , eine Parabel vom (x — l)ten 
Grad gelegt wird. Es wird also ebenfalls von den unendlich vielen mög- 
lichen Kurven eine bestimmte willtfirliche als Interpolation skiirve hei-aus- 
gegriffen. Hat diese Parabel eine größere Berechtigung als die Kurve des 
stetigsten Krümmnngs Wechsels? Gewiß nicht! Im Gegenteil dftrfte ttel 
einer durch Verwitterung oder Anschwemmung entstandenen TerrainflSiihe 
die größere Wahrscheinlichkeit auf Seiten der letzteren Kurve liegen. ^ 
Übrigens ist der Streit ein durchaus müßiger. Denn die zwei Kurven er- 
weisen sich nur so wenig von einander verschieden, daß die Abweicluingen 
imterhalb der (durch die Dichtigkeit der gegebenen Höhenkurven bestimmten) 
Genauigkeitsgrenze liegen. Dies ist dadurch bedingt, daß die Parabeln, wie 
flberhaupt alle algebraischen Kurven, die Eigenschaft eines stetigen Krflnimungs- 
wechsels besitzen und daher sehr schöne Kurven sind. 

Bei den in Rede stehenden graphischen Operationen gelingt freilich nicht 
immer die Ausfithrung durch strenge geometrische Konstruktion mit Zirkel 
und Lineal. Man muß sich dann durch ProbUren helfen. (So t. B. bei 
der häufig auftretenden Tracierungsaufgabe: zwei gegebene Terrainpunkte 
durch eine Kurve konstanter Steigung zu verbinden.) Ein solches Probieren 
ist aber nichts weniger als unwissenschaftlich. Es besteht darin, daß man 
dem gesuchten Punkte oder der gesuchten Linie durch successivo Annllhening 
auf den Leib rückt, also genau in demselben Verfahren, das die Änalysi« 
einschlägt, wenn sie durch eine konvergente Zahlenreihe deren Grenzwort 
bestimmt. Herr London hat in einem interesiianteu Vortrag auf der 
Hamburger Naturforscherversammlung ausgeführt, daß die Geometrie genau 
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dasselbe Recht und das wissensehaftliche Interesse hat, eine konvergents^ 
Ptuihtfolge Kur Beatinunung ihres Grenzpunktes zu benatzen, wie die Aas- 
lysis konvergente Zahlenfolgen verwendet. Das sogenannte Probieren be- 
steht eben in der Verwendung solcher konvergenter Punktfolgen. Was aUo 
die Wissenschaftliehkeit anlangt, so steht in dieser Beziehung keine der , 
iwei Methoden hinter der andern zurück. d 

Das angezogene, in die Flächentheorie einschlagende Beispiel ist, wj(r1 
bereits angedeutet, von besonderem Interesse auch mit Rficksicht &uf die 
gegenseitige Be&uchtung der reinen und der angewandten Mathematik und 
auf die wichtige Bedeutung, die dieser BefnichtuDg in der Entwickelung 
der Wissenschaft zukommt. Für ihre interessantesten Problome hat die 
reine Matbemattk die Anregung von der angewandten Mathematik empfangen. 
Sie hat diese Anregungen stets mit Eifer aufgegriffen. Es ist durchaus 
nicht zutreffend, daß sie sich für die Bedürfnisse der angewandten Mathe- 
matik zugeknöpft verhalte, wie man ab und ?.u hören kann. Monge und 
GauB, die zwei größten Vertieter der angewandten Mathematik, sind die 
Väter der modernen Flfichentheorie. Monge wurde zu seinen beKüglicben 
Arbeiten durch Probleme angeregt, die ihm die Gewölbetheorie stellte, 
GauS durcb geodätische Probleme. 

Um aber die Wege richtig zu verstehen, die die Wissenschaft bei der 
weiteren Ausbildung einer solchen Theorie stets einschlägt, kommt noch 
ein anderer wichtiger Gesichtspunkt in Betracht, nSmlich die treibende 
Kraft des menschliehen Erkenntnisdranges: Ist einmal ein bestimmtN 
Problem angeschnitten, so begnügt sich der menschliche Forschungsgeist 
nicht mit der bloSen Beantwortimg der ursprünglich gestellten Spezialfrage. 
Aus ihr erwachsen neue Fragen, das Problem wird weilergespoanen , und 
die Unwiderslehlickeit des Erkenntnistriebes, der jedes Fragezeichen als 
eine Provokation empfindet, rastet nicht, bis ituch die letzt« Frage ge- 
klärt ist, J 

Dies ist es, was wir unter dem Betrieb der Wissen^chaß »m ttrerv 
selbst willen verstehen, jenem Begriff, über den unsere Techniker ach M,v 
gerne aufhalt«n. Es mag zugegeben werden, daß für diesen Begriff in d« ■ 
technischen Wissenschaften selbst kein Raum ist. Aber für die maitbe- 
matische Wissenschaft bildet er ein Lebensprinzip. Und die Technik deht 
aus ihm den größten Nutzen: Wenn der Techniker von der ZuTorkommeo- 
heit des Mathematikers erwartet, daß ihm für jede Difl'erentialgleichung, 
auf die er bei seinen Studien stößt, die Lösung sofort aul' dem Präseotier- 
teller überreicht werde, so wird er dem Mathematiker den Betrieb seiner 
Wissenschaft um ihrer selbst willen schon lassen müssen. 

Gerade die jüngste Entwickelung der Mathematik stand unter dem 
Zeichen dieses Betriebes. Es waren zunächst auch wieder Anregungen der 
angewandten Matbematik, der mathematisch eo Phjsik und der Karlographif^ ._ 
die zur Ausbildung der modernen Funktionentbeorie luhrten. Die 
Entwickelung, wie sie sieh an die Namen Gauß, Cauchy, Abel, Jacobid 
Riemann, Weierstraß knüpft, war dann eine durchaus folgerichtige u 
notwendige, hervorgegangen aus dem Drang, unbedingte Klarheit zu scbaffflS 
und die letzten Fragezeichen zu tilgen. 

Daß bei diesem stolzen Bauen, das die Könige ausführten, auch di».| 
K&rmer in eine etwas woltabge wandte Richtung mitgerissen vpurden 



sich nicht leugnen, ist aber natürlich, und es war daher sehr am Platz, 

ans Karmer daran zu erinnern, daB wir nun doch einmal Weltkinder sind, 
an die die Welt Ansprüche erhebt. Wenn wir diesen gerecht werden, so 
wird dadurch die Arbeit der Könige nicht gestöit. An ihrem Baaen kann 
jeder nach seinen Kräften Anteil nehmen, ohne daB er dadurch seine Wett- 
pflichten zu vernachlässigen braucht. 

Ich komme damit zum Scblofi noch auf die angewandte Mathematik 
in der Schidu zu sprechen. 

Die Ton den neuen Lehrplänen gegebene Anregung, daB im Mathematjk- 
unterricht ein größeres Gewicht auf die Anwendungen gelegt werde, ist 
auf vielfachen Widerspruch gestoßen. Es wurde die Befllrcbtung ausge- 
sprochen, daB die Herbeiziehung aller möglichen und unmöglichen Dinge, 
die dem llesichtskreis des Schülers fern liegen, die ohnedies knapp bemessene 
Unterrichtszeit in einer Weise belasten werde, daB der eigentliche Unter- 
richtszweck dadurch geschädigt werde zu Gunsten einer dilettan tisch -ober- 
flfichlichen Halb- und Vielwbserei- 

£s mag zugegeben werden, daB fllr den Anfang die Gefahr des Über- 
eifers nahe liegt Indessen wird die kommende Erfahrung bald das richtige 
Haß lehren und wird von seibat dazu führen, daß nur solche Anwendungen 
herbeigezogen werden, die innerhalb des Interessekreises des Schülers liegen, 
und die geeignet sind, ihm zu zeigen, zn was das ihm Gelehrte nütze ist, 
und auf welche Art es praktisch verwei-tet wird. Der ganze Unterricht 
muß in diesem Sinne von dem Geiste der angewandton Mathematik durch- 
drungen sein. 

Es dürfte i. B. keine Frage sein, daß der Lehrer der Trigonometrie, 
wenn er in der Geodäsie Bescheid weiß, den Unterricht weit anregender 
und fruchtbringender zu gestalten vermag, ohne daß er deshalb mit den 
Schülern Geodäsie zu treiben brauchte. 

Es kommt dabei wesentlich auch der obän erwähnte Gesichtspunkt in 
Betracht, daß die Wahl der Methode bei der Lösung einer Aufgabe bedingt 
ist durch das Anwendungsgebiet. In dieser Beziehung siad für die Geoditsie 
und fllr die konstruierende Geometrie durchaus verschiedene Rücksichten 
maßgebend. In der Geodäsie spielt der Winkel die Hauptrolle; er ist das 
Grundelement, das gemessen wird. Ein Dreieck wird aus einer Seite und 
zwei Winkeln bestimmt, niemals aus seinen drei Seiten. In der kon- 
struierenden Geometrie dagegen bildet die Strecke das Grundelement; ein 
Dreieck wird aus seinen drei Seiten bestimmt. Diese Verschiedenheit be- 
dingt, daß eine und dieselbe geometrische Aufgabe oft durchaus verschiedene 
Lösungen erheischt, je nachdem die Aufgabe in der Geodäsie oder in der 
konstruierenden Geometrie zur Anwendung gelangt. Ich habe es von 
diesem Gesichtspunkt aus z. B. nie begreifen können, daß für den Trigono- 
metrieunterricht vielfach die sogenannte geometrische Methode empfohlen 
wird, die darauf hinausläuft, daß man die Aufgaben konstruktiv iBst nnd 
Bchliefilich das Eesultat in Formeln umsetzt. 

Auch darauf muß besonderes Gewicht gelegt werden, daß der Schfller 
zur Gewissenhaftigkeit und Genauigkeit sowohl in der rechneriscben als in 
der graphischen Aasführung der Lösungen erzogen werde. Es genügt nicht, 
ihm einzuschärfen, daß er überhaupt genau rechnen und konstruieren müsse. 
Sondern es ist ihm der Grad der Genauigkeit vorzuschreiben, innerhalb 
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dessen er sich lu bewegen hat, uttd dessen Embaltung er beständig kontrol- 
lieren muß. Dieser Grundsatz scheint mir von größerer Wichtigkeit xa 
sein als der zur Zeit viel gepflegte geometrographiache Gesichtspunkt. Für 
die Genauigkeit einer geometriachen Konstruktion kommen ganz andere 
Moment« in Betracht als der sogenannte Genauigkeitskoeffizient (coeEficient 
d'ejtactitude) der Geometrographie. 

Es ist dies namentlich für die darstellende Geometrie von Bedeutung. 
Die darstellende Geometrie kann ebensowohl zur reinen als zur angewandtaa 
Mathematik gerechnet werden, — zur i-einen Mathematik jedenfalls aolango, 
als die Geometrie überhaupt zur reinen Mathematik gerechnet wird. Der 
Umstand, daS die darstellende Geometrie in der angewandten Mathematik 
ihre wichtigste Verwendung findet und ihre schönsten Triumphe feiert, mag 
es erklären, daB sie meist der angewandten Mathematik zugeteilt wiH. 

Ich f&r meinen Teil hätte es lieber gesehen, wenn in den neneit 
PräfungsTorschriften die darstellende Geometrie der reinen Mathematik 
untergeordnet worden wilre. Wenn von jedem Mathematiklehrer verlangt 
würde, daß er in der darstellenden Geometrie zu Hause sei, wie dies in 
Süddeutschland längst der Fall ist, so w&ren jene propädeutischen Verhall- 
homungen der darstellenden Geometrie, die unter Schülern und Lehrern 
schon so viel Unheil angerichtet haben, wohl nicht möglich gewesen. 

Wie jedes wissenschaftliche Fach, so erfordern auch die Dis/.iplineit , 
der angewandten Mathematik ein ernstes Studium und ein gründliches Ver- 
tiefen in ihren Inhalt. Das Wissen allein genügt nicht; es muß zum 
Können ausgereift sein. Nur wenn diese Bedingungen erfüllt sind, wird 
die von der ünterrichlsver waltung gegebene dankenswerte Anregung 
Segen für die Schule ausschlagen. 
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SitzangsbeTiclite der Berliner Hathematischen Gesellschaft. 
Herausgegeben vom Vorstände der Gesellscbaft. 

21). SitKDiig am 25. XoTember 1903. 

Vorsits: Herr Kseser. 

Anwesend: 41 Herren. 

WissenschaHJiche Mitteümigen: 

Herr Lampe widmet dem jüngst verstorbenen Mitglied der Gesellscbaft 
Julius Lange Worte des Nachrufs. 

Herr Cranz: Über die Linksabweicbang des Geschosses bei auf- 
gepflanitem Seitengewehr (s. u.). 

Herr Zöhlke: Über die geottetischen Linien auf Kegelflächen (s. u.). 

Herr Hessenberg: Ober die kritische Mathematik (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hessenberg, Kneser, 
Knoblanch, K5tter, ReiSner, Zahlke. 

21. RitEnng au 16. Dezember 1903. 

Vorsitz: Herr Jahnke. 

Anwesend: 27 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr F. Kötter: Die Kreisel Wirkung der Rüderpuare bei der Be- 
wegung des Wagens in gekrümmten Bahnen. 

Herr Kneser referiert über Weierstraß Abhandlungen Band HI, 
Weber Encyklopadio der elementaren Algebra und Analysia, Hilbsrt 
Grundlagen der Geometrie, zweite Auflage, und macht im Anschluß an das 
erstgenannte Werk eine Bemerkung über die Fouriersche Reihe (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Färber, Jahnke, 
Kneser, KOtter, Reißner, Zfihlke. 



Entgegnung auf den Vortrag des Herrn F. Kötter vom 24. Juni lfl03. 

Von C. Cranz. 

Gestatten Sie mir, auf den Vortrag zv erwidern, welchen Herr Kiltter 
im Juni d. J. über die frOher behauptete regelmäßige Linksabwcichung von 
Infanteriegeschossen bei rechts aufgestecktem Bajonett hier vor Ihnen ge- 
halten hat. 

Vorausschicken möchte ich, dalJ es mir an sich durchaus nicht sym- 
pathisch ist, gleich Kum erstenmal mit einer Streitfrage vor Ihnen aufxn- 
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tret«», zumal mit einer Frage, wekbe nach meiner und anderer Ballistiker 
Ansicht schon entschieden ist, und welche sowohl in wissen scbafUicher wie 
in praktischer Hinsicht erheblich an Bedeutung gegenüber von früher Ter- 
loren bat, — in wissenschaftlicher Hinsicht deshalb, weil das interessante 
mechaniacbe Problem, um welches es sich handelt, in der früher gemeinten 
Allgemeinheit möglicherweise überhaupt nicht existiert, vielmehr nahezu in-, 
ein Nichts zerflossen ist, und in praktischer Hinsicht deshalb, weil bei ma 
nur noch selten mit dem Bajonett geschossen wird. 

Andererseits bin ich persönlich angegrifl'en worden und habe daher 
Wert darauf gelegt, bald und zwar an derselben Stelle erwidern zu künnea, 
au welcher Herr Kötter in meiner Abwesenheit gegen mich gesprochi 

Zur Sachlage kurz das Folgende. 

Die fragliche Abweichung wurde in früheren Zeiten damit ku erklSrea, 
gesucht, daB die aus der Laufmündung austretenden Puhcriiase sich an di 
rechts befestigten Bajonettklinge stauen und auf das vorbeifliegende GeschoB 
eine Uückwirkung nach links hin ausüben. Allein da es sich zeigte, daB 
die Abweichung wegfiel, wenn ohne Bajonett an einer in gleichem Abstände 
rechts befindlichen Wand vorbeigeschossen wurde, und daß die Abweichung 
mitunter größer, nicht kleiner wurde, wenn das Bajonett senkrecht zum 
Lauf befestigt wurde, so war dieser Erklttrungsgmud als Hauptgrund hinfällig. 

Lungere Zeit, ca. 15 — 18 Jahre, galt sodann der Rücklauf des Gewehrs 
und Bajonetts als eines einzigen starren Systems infolge der Beaktion des 
Gasdrucks und der Drehung dieses Systems um den rechts von der Seelen- 
achse befindlichen Gesamiseliwcrpunkt als Hauptgrund der Erscheinung; und 
in dieser Weise wurde, wie es scheint, jahrelang z. B. in den KriegsschuleD 
der Gegenstand offiziell gelehrt Auch ich sah bis vor 16 oder 17 Jahren 
in dieser zweiten Erklärungs weise keinen Widerspruch, und so behandelt* 
ich 1865 in einem kleinen, im „Zivilingenieur" publizierten Aufsätze U- a. 
diese Erscheinung auf Grund der Annubme einer Rückd^ehung dts Marrm 
Systems mit analytischer Mechanik. Dieselbe Aufgabe bearbeitete sodann 
1888 Herr KUttcr gleichfalls mit analytischer Mechanik und auf Grund 
derselben Annahme, nur in etwas eleganterer Weise, nämlich mit Zuhilfe- 
nahme des Flächen Satzes. 

Später wurde ich jedoch mit Tatsachen bekannt, welche sich mit dieser 
zweiten Erklürungs weise nicht vereinbaren lassen: 

y.rstens ist die Erscheinung der Linksabweichung bei Bajonett recht! 
oder umgekehrt wahrscheinlich nicht eine völluj allgemeine, sondern 
die größere Anzahl der Gewehie desselben Systems oder an gewisse Systeme 
von Gewehren gebunden, nSmlich von deutschen Gewehrsystemen vielleicM 
insbesondere an das Zündnadelgewehr und an Modell 71 und 71/84. In den 
70er und ßOer Jahren hatten sich die Verfasser vielgebrauchter und zum Tdl 
offiziell eingeführter Lehrbücher und Leitfäden der Wafi"enlehre (Stacha- 
rowski, Neumann, femer Weygand, Hentsch) so allgemein und so 
bestimmt über diesen Gegenstand geäußert, daß jedermann annel 
es könne bei Bajonett rechts stets und bei allen Gewehren nur Linksab- 
weichung oder bei Bajonett links nur Bechtsab weichung eintreten, die empiri- 
schen Grundlagen (die bekanntlich auf diesem Gebiete meist nicht 
sind) stünden absolut fest, und es handle sich nur noch darum, die Er- 
scheinung mechanisch zu erklären; — so allgemein, doB Herr Kötter nenec 
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dings wieder durch äiv Ijektflre jener Schriften nur in der Meinung best'irkt 
wird, jene zweite Er klärungs weise sei die richtige, daß es ihm also jetzt 
ihnlich ergeht, wie es mir vor 18 Jahren ergangen war. 

Anderes wird nun neuerdings bekannt. So lese ich z. B. in dem Werke 
„Das moderne Schießwesen", im Auftrage des K. K. Reithskriegsministeriunis 
xusamin engestellt von Oberst A. Chevalier Minarelli-Fit7.gerald, Wien 
19Ü1, S. 55 über Ssterreichiscbe Gewehre tblgendes: „Der Einfluß des ge- 
pflanzten Bajonetts äußert sich bei den Gewehren zumeist in einem Herab- 
drücken der Flugbahn des Geschosses, die Größe der hierdurch hervorge- 
rufetien Verschiebung des mittleren Treffpunkts beträgt für die 8 mm-Gewehre 
M. 86/90, B8I90 und 90 , . . fUr je 100 Schritt der Zieldistanz ca. 25 cm 
nach abwärts und ein kleines MaQ nach redits (nämlich nach Schieß versuchen 
am Berg Isel ca. 5 cm far je 100 Schritt); doch findet man auch Gewehre, 
bei deoen der Treffpunkt, mit gepflanztem Bajonett selbst um ein geringes 
Maß nach links sich verschiebt (dabei Bajonett links, Befestigung dieselbe 
wie beim deutschen Gewehr M, 71). Beim Repetiergewebr M. 9,^ wird die 
Treffergmppe durch das gepflanzte Bajonett um rund 50 cm pro 100 Schritt 
nach aufwärts verlegt; . . . beim Repetiergewebr M. Stö ist die Treffpuaktlaga 
mit oder ohne Bajonett nahezu gleich . . ." (das Bajonett ist bei letzteren 
beiden Gewehren unten befestigt). — Auch das deutsche Gewehr M. 88 
(Bajonett rechts, am Mantel des Laufs befestigt) ergab mit aufgestecktem 
Bajonett teils Rechts-, teils Linksabweichung etc. 

ZiceUetis erfuhr ich schon vor langer Zeit, ca. 2— 2j Jahre nach jener 
meiner ersten Arbeit, folgendes: Herr Mauser hatt« auf mein Ersuchen 
Schieß versuche angestellt, wobei auf dasselbe Gewehr M. 71 das eine Mal 
das schwere Seitengewehr M. 71, das andere Mal der leicbte kleine Yatagsn 
als B^onett rechts aufgesteckt wurde. Hierbei ergab sich mit dem scliwfrrrm 
Bajonett die kleinere Linksabweichung (ca. 35- — 38 cm), mit dem leichteren 
Bajonett die größere Linksabweichung (ca. 50 — 55 cm) auf dieselbe Ent- 
fernung von 100 m. Diese auffallende Tatsache, welche unzweifelhaft fest- 
gestellt worden war, steht in direktem Gegensatze zu den Formelaosdrücken, 
welche Herr Kfltter und welche ich auf Grand der Annahme einer BUck- 
drehung des starren Systems erhalten hatten, und wonach gerade das Um- 
gekehrte hätte eintreten müssen. 

Drittens zeigte sich mir in den letzten Jahren das Folgende. Ich schoß 
mit einem Gewehr M. 71, das am hinteren Laufende (Gewindeteil) und am 
Kolben fest eingespannt war, sowohl ohne" als mit Bajonett. Femer hatte 
Herr Mauser an einem Gewehr mehrere Seitengewehrwarzen anbringen 
lasxen, so daß das Bajonett nicht nur rechts, sondern auch unten befestigt 
werden konnte. Damit konnten die beiden der zweiten Erklttrungsweise 
zugrundeliegenden Voraussetzungen, „HDcklauf des starren Systems und 
Lage des Schwerpunkts rechts von der Seelenacbse", ausgeschlossen werden, 
und es war folglich zu erwarten, daß die Wirkung, also die Linksabweicfaung 
damit in Wegfall komme (wenn jene Er klärongs weise die richtige war). 
Nun blieb eine Linksabweicbung. Somit war vennutlich die Voraussetzung 
anrichtig, daß das System als ein starres betrachtet werden dürfe. 

Kurz, es muüte nach einer dritten Erklärungs weise, nach einem weiteren 
Einfiiuse gesucht werden. Dieser Einfluß liegt in den clastiadtcn Dcfomta- 
Uonen, in den beginnenden TranscrmtUscIi tciru^ungf-n des Laufs. Von ca. 1895 
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ab untersuchte ich mehrere Jahre hindurch zusammen mit Herrn K. B. Koch 
eipcrimenl«!! die Transversalschwtngungen von GewehrlSufen, zunächst 
vertikaler und späterhin auch in horizontaler Hichtimg, an ea. 5 — 6 Gewehren 
von 11 — 6 mm Kaliber. Diese Vibrationen von Gewehrläufen waren bis 
dahin nii-ht exakt untersucht worden; die diesbezüglichen Ausführungen voa 
Hcntsch und von Wejgand scheinen zum Teil auf bloßen VermutungflOj 
zu benihen und haben sich uns in mancher Hinsicht uicht bestätigt, 'd 
war ohne weiteres als selbstverstilndlich angenommen worden, daß 
diesen Tran sversalschwingun gen die Gewehrringe die Knoten bilden müQt«ii, 
was durchaus nicht der Fall ist. Auch über die GröQe der Amplituden 
dieser Schwingungen war zuvor nichts Sicheres bekannte Ehe der Versuch 
einmal gemacht war, konnte man nicht wohl vermuten, daü ein so krüfdger 
Eisenstab, wie ein Gewehrlauf es ist, beim Schuß derartig intensive Trans- 
versalschwingungen erleiden werde, daß z. B. bei M. 71 meist schon mit 
dem ersten Schuß eine schöne Chladnische Klangfigur entsteht, weno 
auf dem Laufe einen Kartonstreifen befestigt und darauf Sand streut; 
man sieht zunächst keinen mechanischen Grund für das Auftreten von Trant-> 
versuf-Scbwingungen, da im Innern scheinbar alles zentriert vor sich gebt.' 

Speziell die Untersuchung der horieonlalen Schwingungen ergab 
M. 71 u. a. folgendes: Sofort nach der Explosion beginnt der Lauf trau- 
Versal zu schwingen, im Grundtoc und in den Obertl'nen, wobei jedoch dar 
erste Oberton mit übergelagertem zweiten Oberton vorherrscht. Dabei geht 
die Mündung zunächst nach links, sodann durch die Gleichgewichtslage hin- 
dorch und dann nach rechts. .Das Geschoß tritt aus dem Laufe aas, wenn 
sich die Mündung schon etwas rechts befindet (der Moment des GeschoB- 
austritts wurde stets durch Funkenphotographie markiert). Dieser Verbiegung 
der Mündungsteile entsprechend saß der Schuß etwas rechts. So verhielt 
es sich, wenn ohne Bajonett geschossen wurde. Wurde nun das B^onett 
aufgesteckt, so verlangsamte sich naturgemäß die Schwingung, da jetzt die 
schwingende Masse eine größere war, und es war somit zu vermuten, dafi 
das vordere Laufende noch nach links verbogen sei, während das Geschoß 
die Mündung passiert. In der Tat zeigte die pbotographische Anfnahme 
beides, die V erlangsam ung der Schwingung und die Deformation des Mündangs- 
teils nach links in jenem Moment; zugleich wurde aber auch beobachtet, 
daß nunmehr die zweite Oberton- Schwingung mit Sbergelagerter dritter für 
die Abgangsrichtong des Geschosses maßgebend war. Gleichzeitig schlug 
der Schuß, entsprechend der Deformation des Laufendes, auf der linken 
Seite ein. In dieser Weise wurden mehrere Versuche durchgeführt, sowohl 
mit fest eingespanntem wie mit frei gehaltenem Gewehr. Stets ging der 
Schuß nach der Seite, nach welcher im Moment des Geschoß aus tri tts der 
Mündungsteil des Laufs in Obertonschwingungen sich elastisch deformiert 

Diese Erklärung der Erscheinung oder (da fast nichts zu erklären 
bleibt, möchte ich lieber sagen) diese Beschreibung des Vorgangs ist so ein- 
fach, daß sie jedermann befriedigen wird. Und da die früheren Erklärungs- 
weisen zu Widersprüchen mit der Beobachtung geführt hatten, so ist äit 
Saeke für midi und, wie ich weiß, auch flr andere Ballistiker erltdigt. 
Wenn Herr Kötter, wie er am Schlüsse seines Vortrags andeutÄt, bei der 
früheren zweiten Erklärungs weise bleiben will, so ist dies seine Sache, 
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KT ffirarM tiAcrt sA ttrigMNi Bwr KstUr «4» MgU JB<i4 
e« wird bä der Mkcr lack tcm Dctm Craai l u ti rt w n » Mtüiäag «itli 
Bowend» h>b» Hftann, tat Wi OairchMt Mit imMs M^vfiAuutMm 9*itMt> 
gewähr eise Mwkuhwfäekmag des Oewfcoaaia deshalb «fclfft, vr»t) tttn Hu- 
jonettmasae sof der nehtea S«te dar Lufeckse Ingt oimI ilmMIk dui 
Tordere End» des Lanfts nach Unks nrdnht n^ Terbegou winl" Mit 
diesen letzten Worten „nuji tinks veidnlit nsp. nrbogw wirvl" ttitimtfl 
Herr EStter die iwfi prinüpiell Tersdiied»n«n Krlkllrun^w<Ptw>n, dir iw»llw 
und die dritte. Wenn er iiLgt „verdnht**, fii> denkt er offcnWi' Alt die 
Rädcdrebung des starren Systems, also ui die Annahme, vn>li'lt« m' »»inM' 
eigenen früheren Arbeit zugnutde gelegt hat. Wenn or anffl „verlx^e»", 
so denkt er &n etastisdie Deformationen; und rfi«w nioine diwli Kfi'nde «* 
mit der neuen Grklärong. Nur behaupte ich uirht, daU diene Denirinationeil 
ihre ausschließliche Ursache in dem Aufste<-ki'n de» ll^joiiotl« iiiitl in doiii 
Rßcklauf deB Gewehrs haben. Denn diese Derorninlinneii tret«ii, nie Mixt 
Koch und ich durch Hunderte von Versuchen nai^)ig><wlcMiiin halum, «nhv 
kr&ftig auch dann auf, wenn das Bajonett fehlt, und wenn dur Kllcklaiir 
ausgeschlossen ist. Sie haben ihre Ursache im Vomchnellini den HelilaKhiiliii'li», 
besonders aber in dem Stoße, welcher durch die Kxpluitiittj i>rl'ii1)(|.; »In tlMilinii 
sich mit der Stärke und der LKnge dos Laufs liml mit Un«yiumii|<rUn am 
Lauf in der Weise, daß die Schwingun^tsdaner und die Illi'hl.UiiK iler nniUn 
Verbiegung variiert und die eine oder andere OlicrtonschwliigunK iiinhi' 
vorherrscht. Über die Richtung der entten Deformation de* Mnndiiii((Rl>nllii, 
welche in jedem einzelnen Fall erfolgen muß, sagen wir ubileiitllcli iiliiliU 
aus, weil hierüber nichts Allgemeines bekannt ist, Waiiu Herr K'lUiur 
behauptet, er könne „mit Leichtigkeit xuigcn", diili die »rst« Viirti|i>Kiirig lii'l 
Bajonett rechts jedenfalls nach links erfolgen mlluM, no buruhl. dlfwu An«' 
sage doch wohl lediglich auf Vermutungen infolge gewiiisnr riiitiibanliii-lMr 
Überlegungen, die aber such febl»ehliigen k'tnnen. Herr K'Utor kann iIhkIj 
nicht wissen, ob er damit den Haupteintlui) trifTt. Ich kann Jlitrni KlHter 
in seinem Interesse nur vor wichen unbewieaenen allgemeinau lt«baii|'lii(i|(e|i 
warnen; auf dem so wenig exakt durchfonwhlen flobiot dnr llalli*llli Ul 
man vor Überraschungen nie sicher und wird auch ntimit mr rnanj'li«« im 
voraos venaotet, was alsdann nicht zutrifft. Wir, Hnrr Koi-.h im») ii:U, 
beachmben lediglich die Ergebnisae uaaerpr und Herrn Haun'r» Kipii- 
nuente, wenn wir ■iiniig.ni ,J>i* «Ia«tiKb«u hDT'rrnisti/fH*» 'Im* \Aifa, Ai- 
begiammdwi Tnii>venalHd>wiiigaiig«ti dww e lbea wanUu durtJi 4'ui BUffitMugUi 
Bajopettoname abgetadert" (naUMieb ttoU vofWMfMMtei, da« ^ (immkt )m«m 
ZÜco liefattg gcMtm wnd, daA »Im Vmk»atü»ifm «U. »mg/mtUUittm ttnd). 

So räi Ober des Kenpmfct dir IwjriefwWtj ttd mm et«!«* timd- 
hatte m den Tortn« dae Harni KftlUr. 

1. Ben K«t«r bchwpM. daC idk ta OMtwr ftfherai AHMl Mf 
Gisd ücr glrtfciiiin dm itama Üjttmm Mm UaimtMH*a$ii»ff m ww 
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ablich ist, von dem Rücklauf des Gewehres selbst absähe. Er selbst 
berechnet für den EinfluÜ ß eiueu besoaderen Zusatz-Ausdrack. 

In äeiner früheren Arbeit über diesen Gegenstand erklärt Herr Kött 
nur, ich „scheine anzunehmen", daß die Richtung der Gescboßgescbwinilig- 
keit mit der Laufrichtung identisch sei. Nachdeca ich vor 15 Jahren leider 
darauf verziubtet hatte, auf seine Arbeit zu entgegnen, geht Herr Kdtti 
nunmehr schon danu über, von „nicht ganz unerheblichen Irrtümern" meine 
seits zu reden. 

Sehen wir zu, auf wessen Seit« die nidit gans unerheblichen Irr- 
tümer sich bebnden. Die Seitenabweichung durch Aufstecken des Bajonetts 
wird diUTib einen doppelten Beschuß, meist von je 10 Schüssen, ermitlelt 
Man hat also auf der vertikalen Scheibe zwei mehr oder weniger getrennte 
Gruppen von Treffern. Dazu gehört ein wahrscheinlicher Fehler (halbe 
sogen. öOprozentige Streuung), welcher wegen der unvermeidlichen Ver- 
schiedenheiten in der Pulverludung, der Vibration, der WindstrSmung, Tempe- 
ratur etc. nicht gering ist. Natürlich hat es keinen Sinn, einen Einflofi 
einrechnen zu wollen, welcher eine Abweichung ergibt, welche erheblich 
kleiner als der wahrscheinliche Fehler ist. Berechnet man nun zahlenmäßig 
den Zusatz p nach der Kötterscben Formel und vergleicht ihn mit dem 
wahrscheinlichen Fehler z B. für 1000 m, so findet man, daß der letztere 
ca. das 30 fache von ß ist; und zwar gilt dies für die Streuung des Gewehrs ohne 
Bajonett; mit Bajonett ist die Streuung noch größer. Also ist eine solche Ge- 
nauigkeit iUusoriscIi, und wohlweislich gibt z. B. v. Minarelli die Zahlen fOr 
die Seitenabweichungen n)it denjenigen Abrundungen, welche durch die Gewehr- 
Streuung bedingt sind. Somit sind auch Vorwürfe in dieser Hinsicht illusorisuh. 

Solche Vorwurfe, wie sie Herr Kfitter erhoben bat, sind abec aacb 
nur dann möglich, wenn ein derartiges Problem der Praxis cölliff ab- 
sfraiil bebandelt wird; mid darin scheint mir ein Umstand von pmizipicUer 
Wichtigkeit zu liegen. Deshalb darüber noch einige Worte, 

Herrn Kotters und meine Zwecke bei der Behandlung dieses Probleraa 
und unsere beiderseitigen Anschauungen bezüglich dieser Behandlung suheinea 
durchaus verschieden zu sein. Herr Kötter benutzt die Aufgabe lediglich 
a!s Übungsaufgabe für seine Vorlesungen, und er nimmt dabei für sich ab 
Lehrer eine gewisse Unfehlbarkeit in Anspruch. Beides liegt mir fem; mii 
kommt es in allererster Linie darauf an, die Naturerscheinung der Geschofl- 
abweichung zu erklären; ich wünsche zu erfahren, was hier vor sich geht; 
ich suche die Wirklichkeit nt erkenneti. 

Aber wenn schon einmal Herr Kötter die Aufgabe als Übungsaufgabe 
im Sinn seiner fiTiberen Arbeit verwendet, so scheint mir in jiädagoglsclur 
Hinsicht eine solche Behandlungsweise, wenn nicht zu sagen schädlich, so 
doch einer verschiedenen Beurteilung tShig zu sein. Nach meiner Ansicht 
darf ein solches Problem der Praxis nicht ausschließlich als mathematisches 
Verdeutlichungsmittel oder Reizmittel angewendet werden, ohne daß auf 
die tatsächlichen Umstände der betreffenden Erscheinung weiter Bezug 
genommen wird; denn sonst ist die analytische Behandlung des Problems 
geeignet, bei den Zuhörern falsche Vorstellungen über die Leistungsfthigkeit 
der Mathematik in ihrer Anwendung auf die Natur zu erwecken. Vielmehr 
müßte an der Hand eines solchen Beispiels hervorgehoben werden, daß die 
Anwendung der Mathematik auf eine Naturei^chetnung täamUs absolato 
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Genauigkeit liefert und liefern kann, daß die Natiirersclieinungen viel zu 
kompliziert sind, als daß sämtliche Einflüsse gleicbzeitig der Rechnung unter- 
zogen werden könnten, und daü man es daher bei den praktischen Anwendungen 
der Mathematik stetä nur mit Abstraktioncu zu tun hat, nSmlich mit Ab- 
straktionen von den tventfffr wichtigen Einflüssen. 

Herr Kötter hätte im vorliegenden Fall die verschiedenen Einflüsse 
numerisch gegeneinander abschätzen müssen, um damit an der Hand der 
wahrscheinlichen Fehler den Zuhörern zu zeigen, daß und weshalb von dem 
fraglichen Einfluß abstrahiert werden darf und mufl; statt dessen hat er 
das Umgekehrte getan, er hat die Einflüsse nicht abgeschätzt und jenen 
fraglichen Einfluß eingerechnet, ja sogar einem Ändern zweimal Vorwürfe 
darüber gemacht, daß dieser davon abstrahiert hat. 

Wollte ich die Art der Kritik des Herrn Kötter nachahmen und rück- 
wärts auf seine eigene frühere Arbeit anwenden, — dabei jedoch meiner- 
seits wenigstens durchaus sachlich bleiben - — , so müßte ich mich folgender- 
maßen äußern: 

Herrn Kfitter sind mehrere nicht ganz unerhebliche Irrtümer unter- 
gelaufßn, wodurch er die Link sah weichung unriditig berechnet hat: 

Erstens scheint es ihm entgangen la sein, daß das Gewehr geiogen 
ist, und daß folglich das Geschoß von oben über rechts nach unten sich 
dreht und somit das Gewehr selbst sich in umgekehrter Richtung drehen 
muß. Infolge davon hebt sich das Bajonett und mit diesem der rechts 
befindliche Schwerpunkt; der Horizontalabstand des letzteren von der Seelen- 
Hchse und folglich auch die Rückdrehung des Systems in horizontaler Ebene 
wird dadurch verkieiaert, die Link sab weichnng des Geschosses vermindert 
Zweitens befindet sich der Gesamhcliiverjmnkt des Systems keineswegs 
innerhalb der Horizontalebene durch die Seelenachse rechts von der letzteren, 
sondern er liegt wegen der Form von Verschluß und Schaft rechts und 
unterhalb jener Horizontalebene. Drittens geht zunächst der Sdilag- 
bohen nach vorne und somit das Gewehr zuriick, ehe die Zündung beginnt. 
Viertens erfolgen stets, schon ehe das Geschoß die Mündung passiert hat, 
Gasausströmiinijen aus der Lau&iündnng, welche den Rücklauf des 
Gewehrs vergrößern. Fünftens wird auf die Fläche des Gewehrs bei dessen 
Rückdrehung ein Lußu-iderstaml ausgeübt, welcher die Rückdrehung und 
damit die Geschoß ab weichung verringert. 

Das Vorhandensein dieser weiteren Einflüsse bringt es mit sich, daß 
auch dann, wenn von dem Einfluß des Schützen abstrahiert wird, von einer 
„unanfechtbaren Richtigkeit" der durch Herrn Kutter angestellten analytischen 
Berechnung keine Rede sein kann, und daß die von Herrn Kötter bei- 
gezogenen mechanischen Prinzipien, der Schwerijunkts- und der Flächensatz, 
hier genau genommen keine Anwendung finden dürfen, da kcincstcegs nur 
innere Kräfte wirksam sind. 

Wenigstens der erste und letzte der erwähnten weiteren Einflüsse wären 
der mathematischen Berechnung zugänglich gewesen. Weshalb hat Herr 
Kötter diese Berechnung unterlasseni' Von seinem Standpunkt aus müßte 
ich ihm dai-über Vorwürfe machen, daß er dies unterlassen hat; von meinem 
Standpunkt aus bin ich weit entfernt davon. 

2. Li dem Ballistik -Referat Band IV der „Etici/hlopätlie der mathe- 
matiscben Wissenschaften" habe ich nur die neueren über diesen Gegenstaad 



^^^^^^ [8 SitsungHbe richte der Berliner MatbematiecheD GeeellBchati. H 

^^^^H publiziertcu Arbeiten, dagegen nicht die älteren, und so aach nicht Hern I 

^^^^P KdtterG und meine frühere Arbeit zitiert. Letzteres erregt das Erstaunen I 

^^^^^ des Herrn Kötter. Ja er zeigt sich sogar geneigt, anzunehmen, daB ich I 

ein Hehl daraus machen wollte, vor 18 Jahren die damals ziemlich all- I 

gemein verbreitete Anschauungsweise über jenen Gegenstand geteilt eix haben. I 

Ich habe nicht die Absicht, speziell den letzteren Gedankeureihen des Herrn I 
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i nicht die Absicht, speziell den letzteren Gedankeureihen des Herrn 
Kötter zu Folgen und darüber cur ein Wort zu verlieren. Dagegen bin ich 
gern bereit, Ihnen über die Literaturnachweise in dem Encyklopädie-Reterat 
eine kurze Aufklärung zu geben; und zwar möge sieb, wiewohl Herr Kötter 
nur darüber sich ergrimmt zeigt, daß ich meine — , nicht auch darüber, daB 
ich seine Irühere Arbeit unzitiert gelassen hatte, diese Aufklärung der Voll- 
ständigkeit halber gleich auf beides beziehen. 

Herr Kötter kann mit der ballistischen Literatur unmöglich genau 
vertraut sein; denn sonst hätte es ihm auffallen mOsseii, daß in dem Referat 
eine größere Anzahl von ballistischen Arbeiten, ca. 25^30, unerwähnt 
geblieben sind; nämlich solche, welche nebensächlichen Charakter besitzen, 
oder welche der Hauptsache nach Wiederholungen enthalten, oder welche 
veraltet sind und nicht gleichzeitig entweder historisch interessant sind oder 
bemerkenswerte empirische Daten enthalten. Da nun, wie ich gezeigt habe, 
der früheren analytischen Behandlung des vorliegenden Problems im Laufe 
der letzten 18 Jahre der Untergrund dadurch entzogen worden ist, daß 
neue empirische Tatsachen bekannt wurden, ao ist, für mich wenigstens, 
Herrn Kötters und meine frühere Arbeit veraltet, und zwar trotzdem, daß 
Herr Kötter noch an der früheren Erklärungs weise festhält. Die Arbeiten 
sind für mich gegenstandslos geworden, zumal nachdem Hen' Koch und 
ich die ganze Frage auf ein anderes, nämlich auf das eiperiraentelie Geleise 
öbergeflihrt und damit zu einem gewissen Abschloß gebracht haben. 

3. Endlich finden sieb in dem Vortrag des Herrn Kötter noch einige 
eigenartige Auslassungen, die mir um so rätselhufler sind, als ich niemand 
„angeklagt", niemand „notorische Irrlehren" vorgeworfen, speziell Herrn 
Kötter niemals genannt und bis jetzt nicht persönlich gekannt habe. 

So lese ich z. B., daß mir im Juni d. J. von Seiten des Herrn Kßtter 
die folgende freundliche Begrüßung hier zu Teil geworden ist: 

„Wie wenig Wert ich auch auf die ballistische Verwertung meiner 
Rechnung lege, die unanfechtbare Richtigkeit dessen, was leb als akademischer 
Lehrer vortrage, ist für mich von ganz besonderer Bedeutung. Es kann 
mir deshalb nicht angenehm sein, Lehren, welche ich jahraus jahrein in 
meinen Vorlesungen vorzubringen pflege, von einem Herrn, der sich vor 
kurzem auch für das von mir offiziell vertretene Fach an unserer Berliner 
technischen Hochschule habüitierto, kurzer Hand al.s notorische Irrlehren 
hingestellt zu .sehen." 

Daß es Herrn Kötter nicht angenehm ist, nunmehr wahrzunehmen, 
daß er jahraus jahrein falsche Dinge in seinen Vorlesungen vorgebracht bat, 
läßt sich begreifen. Allein daran bin doch ich unschuldig; ich habe doch 
nichts damit zu tun, daß Herr Kötter, wie es scheint, in den letzten 
15 Jahren über besagten Gegenstand nichts anderes gelesen hat, als immer 
nur seine eigene Arbeit. Wenn Herr Kötter das unabweisbare Bedürfnis 
empfindet, jemand zu tadeln, so schlage ich ihm vor, z. B. sich selbst zu 
tadeln, nämlich dafür, daß er nicht gelegentlich etwa den^in den Kriegs- 
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schulen eiageführten Leitfaden der Waffenlehre in die Hand genommen hat, 
ein Exemplar aus den 70er Jahren und ein Exemplar aaE der neneren 
Zeit, er würde alsdann gefunden haben, daß neuerdings über die Frage 
jener Geschoßabweichung anderes gelehrt wird als früher. Aoch ich selbst 
habe mich über diesen Gegen^jtaud mehreremale in der Öffentlichkeit aus- 
führlich ausgesprochen, nämlich außer vor dem Verein für Naturkunde 
in Stuttgart insbesondere vor der Deutschen Mathematiker- Vereinigung auf 
der Veraammluflg in Braunschweig 1897; an dieser Vorsammlung acheint 
Ucrr Kötter nicht teilgenommen zu haben; hatte er aber wenigstens die 
kurze Auazugsnotiz in Band VI der Jahresbericht« der deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung aachgeleaea, so '.vürde er schon Jaraus ersehen liaben, 
daS mir seit 1885 jene zweite Erklarungs weise zweifelhaft geworden und 
daß es mir wahrscheinlich geworden war, daß man diu auf der Vibration 
beruhende Erklärungs weise zu Hilfe nehmen müsse. Kr würde sich dann 
vielleicht seit 6 Jahren etwas vorsichtiger über diesen Gegenstand in seinen 
Vorlesungen oder Übungen geäußert haben. 

Ich meinerseits hoffe niemals einen andern dafür zu tadeln, wenn ich 
mich im Lauf der nächsten Jahre und Jahrzehnte genötigt sehen werde, 
entsprechend der Entwicklung der Wissenschaft an meinen Vorlesungen etwas 
abzuändern; im Gegenteil werde ich mich dafür tadeln, wenn ich solche 
Änderungen nicht bei Zeiten vornehme, falls sie notwendig werden. 

Was aber in aller Welt die Ifitiksabweichunif com Infantrriegeschosscn 
bei aufgepflanztem Bajonett mit Habililations-Ängdegenheilen zii schaffen haben 
kann, ist mir völlig unverständlich geblieben. 

Über diese letzleren Ausfälle speziell persönlicher Natur, die doch wahr- 
lich nicht imstande sind, eine wissenschaftliche Frage zu fördern, gehe 
ich im Interesse dieser Gesellschaft vorläufig mit Stillschweigen hinweg, in- 
dem ich sie Herrn Kötter zur ruhigen Nachprüfung empfehle. 



Über die geodätischen Linien aof Kegelflächen. 
Von P. Zühlke, 

In seiner Abhandlung „Bemerkungen über Kurven doppelter Krümmung" 
hat Enneper') den Satz bewiesen: Wenn bei einer Raumkurve das Ver- 
hältnis von Windung und Krümmung eine ganze Funktion ersten Grades 
der Bogenlänge ist, so ist die Kurve eine geodätische Linie auf einer 
Kegelfl&che. 

Es liegt nahe, diesen Satz folgendermaßen zu beweisen: Die Krümmang 
der durch die angegebene Eigenschaft bestimmten Kurve sei '/^, ihre 
Windung '/, , die von einem festzusetzenden Kurvenpunkt« aus gemessene 
BogenlHnge s. Die Kurve wird ihrem Wesen nach charakterisiert durch die 
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in welcher m und w konstante Größen bedeuten. Nun ist aber 
kanntlich "/r^tgä, wobei d dea von der rektifizierenden Geraden 
der Binormale gebildeten Winkel bedeutet; um die hiemach aus (1) durcli I 
Differentiation herzuleitende Gleichung 



(2) 



ds 



KU interpretieren, berechne man den ÄbstAnd der Grenzlage Q i 

punktes zweier konsekutiven rektifizierenden Geraden von dem zugehörige 4 

Kiu-venponkte P; man findet Rir eine beliebige Raumkurve sehr leicht') 

Pö '-.A'- . 

^ cos* dtgd 

In der Zeichnung, deren Ebene die rektifizierende Ebene ist, bedetiU 

i den Winkel BFB; PB ist die Richtung der Binormale, PB die Bichtung ' 

der rektifizierenden Geraden; RlUt man von ^ 

auf die Tangente PT das Lot (? 7", 80 erkennt 

man sofort, daß in uneerem Falle die Strecke 
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also konstant ist Bei den durch die obea ] 
genannte Eigenschaft charakterisierten Kor- I 
ven bat ulso die Grenzlage dea Schnitt- I 
Punktes je Kweier konsekutiven rektifizieren' 1 
den Geraden von der Kurve ntangente einen I 
konstanten Abstand. 

Denkt man sich nunmehr die rektifi- 
zierende Fläche der Kurve in die Zeiehnungs- 
ebene ausgebreitet, wobei die Kurve in die 
Gerade PT übergeht, und schreitet man von der rektifizierenden Geraden 
PJt lu der darauffolgenden P, -Ri und von dieser zu der auf sie folgenden 
P^Rj usw. fort, so erkennt man, daß das soeben gefundene Ergebnis nicht) 
weiter aussagt, als daß sich alle rektifizierenden Geraden im Punkt« ^ 
schneiden müssen. l 

^Vird die Ebene der Zeichnung auf die rektifizierende l-lScbe der Kurrn 
wieder aufgewickelt, so schneiden sich auch dann noch alle rektifizieren dottl 
Geraden in dem festen Punkte Q, die rektifizierende Flüche ist also ein* I 
Kegelfläche, die Kurve selbst eine geodätische Linie dieser Kegelääohe. 
Alle Tangenten der Kurve haben von dem Punkte Q (dem Mittelpunkte des 
Kegels) einen konstant«n Abstand, berühren also eine mit dem Kegel 
konzentrische Kugel. 



1) Vgl. 7.- B. Schell, AUgom 
S. AuÜ, Leipzig 1898, pag. 77. 
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Über die kritiBche Hathematlk. 

Von Gerhard Hessenberg. 

1. Einen mathematischen Beweis betrachtet man dann und nur dann 
als eiakt, wenn er nach den Gesetzen der Logik geführt ist, d. h. wenn er 
sich syllogistisch darstellen läßt. Wtlrde uns jemand zur Widerlegnng dieser 
Behauptung einen Beweis aufzeigen, der unserer Forderung nicht genügt, 
so würden wir ihm erwidern, daß er uns lediglich nachgewiesen habe, daß 
dieser Beweis bisher zu unrecht als exakt gegolten habe.') 

In dieser logischen Strenge der BeweisMu-ung liegt ein erster Grund 
der Gewißheit mathematischer Sätze. Es ist ein verhängnisvoller Irrtom, 
darin den einzigen Grund zu sehen. Jeder Syllogismus hat Prämissen, und 
das Kesultat ist bei noch so sorgfältiger Schlußform dann and nur dann 
zuverlässig, wenn es die Prämissen sind. 

3. Die Prämissen aller mathematischen ScblUsse bilden ein leicht zu 
übersehendes System von Urteilen, deren Richtigkeit auch dem „mathematisch 
Unbegabten" sofort einleuchtet. Hierin liegt der zweit« und zwar der wesent- 
liche Grund der Gewißheit mathematischer Sätze. Denn Lücken im Schlüsse 
sind bisher noch immer zu beseitigen gewesen. An der Verkennung dieser 
fundamentalen Tatsacbe scheitern trotz aller der Uathematik nachgeahmten 
Schärfe des ScbUeßens die philosophischen Systeme der Dograatiker, speziell 
Spinozas, weil das System ihrer Prämissen niemals hinsichtlich seines 
Geltungsbereiches zu übersehen ist. Darum bedeutet die Forderung Kants, 
daß der Philosoph im Gegensatze zum Mathematiker sieb seine Grundsätze 
kritisch aufsuchen müsse, einen fundamentalen Wendepunkt in der Geschichte 
der Philosophie. 

3. Nach dem soeben Gesagten bedarf die Mathematik anscheinend keiner 
kritischen Voruntersuchung ihrer Axiome. Dennoch ist eine solche bald nach 
dem Erscheinen von Kants Vemunftkritik durch Gauß angeregt worden. 
Nachdem sie sich fast ein Jahrhundert lang lediglich mit dem Parallelensatz 
beschäftigt hat, ist ihr Gebiet in jüngster Zeit bedeutend erweitert worden 
und hat sich als selbständiger, eigener Wissenszweig dem Arbeitsfelds der 
Mathematiker angegliedert.^) 

Ich will diesen Zweig der Mathematik als „kritische Mathematik" be- 
zeichnen und beabsichtige, in diesem Vortrage in Gestalt eines gedrängten 
Referates einen Überblick über seine Aufgaben und Methoden zu geben und 
sie an einigen bteressanten Ergebnissen zu erläutern, unter besonderer Be- 



1) Wenn verlangt wird. daB ein mathematiicher Beweii ayllogistiach dar- 
gUUbar sei, so ist damit nicht gefordert, daB er ao dargestellt werden müsse. Im 
allgemeinen vermeidet der Mathematiker die ayllogiBtisciie Form ab zu achwerföllig 
and übeil&Bt es dem Leser oder Hörer, die togiecbe Schärfe der SchlQHse dnrch 
eigene Überlegung einzuBehen. Ein Beispiel für die Durchführbarkeit der sjUo- 
giatiBchen Form hat Jakoh Friedrich Fries an dem Satze von der Inhalt«- 
gleichheit von ParallelogTainmen mit gleicher Baeis und Höhe gegeben. (Syatem 
der Logik. 1819 n. 183T, g 61. 

i) Siehe den Nachtrag. 
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rücksichtiguiig der Tatsache, daß mit dem zonehmeaden Interesse fnr die , 
kritischen Arbeiten auch gewisse Mißverständnisse mit großer Hartnäckigkeit ' 
wiederkehren. 

I. 

4. Die Axiome sind dadurch charakterisiert, daß wir auf einen Beweis 
derselben veraiehten. Aber auch einfache Lehi-sStze sind wir ohne logisch 
gegliederte Erwägungen einzusehen imstande, z. B. den Satu, daß zweimal 
zwei gleich vier ist. Er ist trotz seiner Evidenz ein Lehrsatz, nämlich eine 
Folgerung aus dem associativen Gesetze der Addition. 

Die unmittelbare Evident ist also kein hinreichendes Kriterium ifir ein 
Axiom. Vielmehr müssen wir von einem System mathematischer Axiome 
verlangen, daß kein Satz desselben aus den übrigen syllogistiscb abgeleitet 
werden kann. Wir woUen diese Forderung als Postulat der logischen Un- 
abhängigkeit bezeichnen. Tb in gUedera sich zwei weitere Postulate an; erstens 
das der Widerapruchslosigkeit: es darf auch nicht eine Polgenmg, die einem 
Satze dos Systems widerspricht, aus den Sätzen des Systems hergeleitet 
werden könnea; zweitens das der TollstSndigkeit: joder Satz des Gebietes, 
für welches unser Axiomsystem aufgestellt ist, muß aus demselben syllogistisch 
hergeleitet werden können. 

5. Von diesen drei Postulaten wiederholt das letzte unsere eingangs 
aufgestellt« Behauptung und kann daher auch als Forderung der systema- 
tischen Strenge bezeichnet werden. Ob es erfüllt ist, wird in der Tat an 
der wissenschaftlichen Strenge der Beweise geprüft. 

Das Postulat der logischen Unabhängigkeit wird auf das der Wider- 
spruch slosigkeit zurückgeführt. Wenn ein Satz von anderen logisch unab- 
hängig ist, so kann sein Gegenteil mit ilmen nicht in Widerspruch atehen. 
Wenn wir z. B. nachweisen, daß eine dem Parallelensatze widersprechende 
Annahme mit den übrigen Asiomen ein widerspruchsloses System abgibt, 
so haben wir gezeigt, daß der Paralletensatz von den übrigen Axiomen 
logisch unabhängig ist. 

Damach bleibt als erstes Problem der kritischen Mathematik die Auf- 
gabe, die logische Widersprach slosigkeit eines Axiomsystems zu erweisen. 
Wir müssen nun die Methode zur Beantwortung dieser Frage kennen lernen, 

6. Die Axiome haben die logische Form von urteilen. Sie enthalten 
Begriffe, die nicht definiert sind, die sogenannten Grundbegriffe. Wie nfini- 
lich ein logischer Beweis ein Urteil auf andere Urteile znrückfübrt, so führt 
eine Definition einen Begriff auf andere Begriffe zurück, so daß niemals 
sBmtliche Begriffe eines Äiiomsystems de&niert werden können. Ilienn 
kommt, daß eine Dehnition über die Existenz eines Begriffes nicht ent- 
scheidet, eine Tatsache, der die Mathematik bekanntlich mit Existenzbe weisen 
Rechnung trägt. 

Es entsteht nun die Frage, ob die Aiiorosjsteme der Mathematik alle 
wesentlichen Merkmale der in ihnen auftretenden Begrifie enlhalt«n. Eine 
einfache Überlegung zeigt, daß dies nicht der Fall ist. Betrachten wir 
zunächst als besonders schlagendes Beispiel die ebene projektive Geometrie. 
Es ist bekannt, daß in dem Axiomsystem, welches derselben zugrunde 
liegt, die Worte „Gerade" und „Punkt" vertauscht werden können, ohne 
daß das System sich ändert. Daher kann aas jedem projektiven Sat» 
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durch die gleiche Yertuuachung ein im allgemeinen neuer Satz hei^eleitet 
werden. liier ist ohne weiteres klar, daß in dem Äxiomsystem nicht alle 
charakteristischen Merkmale der Hegriffe „Punkt" und „Gerade" ausgesprochen 
sein können. 

Betrachten wir weiter das Gehiet der ganzen Geometrie. Die s&mt^ 
liehen geometrischen Axiome sind auch gültig für die Menge der Zahtentripel, 
die wir aus allen rationalen und irrationalen reellen Zahlen hilden können. 
Nennen wir eine lineare Gleichung zwischen drei Variabein eine Ebene, ein 
Zahlentripel einen Punkt, sagen wir ferner, ein Punkt p, q, r liegt in der 
Ebene ox + iiy -f- C£ + d = U, wenn ap -\- hq -\- er -\- d = ist, definieren 
wir in bekannter Weise dart-h gewisse Funktionen den Abstand :£weier 
Punkte usf., so gilt für dieses künstlich konstruierte Sjst«m von Begriffen, 
die ja der Einfachheit halber ganz allgemein mit den der Geometrie ent- 
lehnten Namen bezeichnet werden, nadiirmslicii das ganze Aiiomaystem der 
Geometrie. Aiso sind in den geometrischen Axiomen nicht alle charakte- 
ristischen Merkmale der geometrischen Grundbegriffe ausgesprochen. 

Definieren wir femer für die Menge aller ebenen Strecken die Gleich- 
heit durch die Kongruenz, die Addition durch Aneinandersetzen auf einer 
Geraden, die Multiplikation durch Konsbnittion der vierten Proportionale 
aus zwei beliebigen Strecken und einer bestimmten Einheitsstrecke, so er- 
halten wir ein Operationsgebiet, in dem alle Satze des zahlenmäBigen Kal- 
küls zotreflen. 

Endlich sei noch auf die Überemstiromung des logischen Fonaallsrous 
der ebenen Vektoranalysis mit dem der komplexen Zahlen a -\- bi hin- 
gewiesen. 

7. Hiernach erweist sich folgende Tatsache; Der rein logische Teil 
eines Beweises, der Weg von den Axiomen zum Lehrsätze, ist ein logischer 
Formaiismus, in den auch andere Begriffe hineinpassen als diejenigen, an 
die wir gerade denken. Er verwendet im allgemeinen nur einen Teil der 
wesentlichen Merkmale seiner Begriffe, and zwar einen Teil, der auch an 
anderen Begriffen als wesentliches Merkmal auftritt. Dies setzt uns in den 
Stand, die Frage nach der logischen Unabhängigkeit eines Ailomsystems 
auf Gebiete von Begriffen hinüberzuleiten, wo sie bequemer zu entscheiden 
sind. Im allgemeinen wählt man dazu das Gebiet der Zahlen , weil auf 
diesem nur wenige Asiome gelten und die meisten Begriffe durch Definition 
gebildet werden können. Ein Nachweis für die Widerspruchslosigkeit der 
analytischen Grundvoraussetzungen ist zwar noch nicht erbracht. Hier sind 
wir aber derselben am ehesten gewiß, und die Durchführung des Nachweises 
hat daselbst die besten Aussichten. 

8. Beispiele für diese Überleitungen haben wir in Halle und Fülle. 
Betrachten wir nochmals die Menge der Zahlentripel, den „Zahlenraum". 
Diejenigen Begriffe, die wir hier als Punkt, Gerade, Abstand etc. bezeichnen, 
werden durch Definitionen gebildet, die zwischen ihnen bestehenden 8&tze, 
die den geometrischen Axiomen gleichlauten, werden aus den Eigenschaften 
der Zahlen bewiesen. Sind also die letzteren widerspruchslos, so ist es der 
ganze logische Formalismus der euklidischen Geometrie ebenfalls. 

Betrachten wir eine reelle oder imaginUre nicht geradlinige FlSche 
zweiten Grades im euklidischen Räume und alle kollinearen Transformationen 
des Raumes, die diese Fläche in sich selbst Überführen. Wir nennen sie 
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Toräb«rgehend iJ'seudobewegungen". Wir bezeichnen mit FimH, Gerade, 
Ebene, Strecke, Winkel die Üblichen Begriffe, definieren aber die Eongmens 
zweier Figuren so: Zwei Figuren heißen kongruent, wenn sie durch 
Pseudobewegung ineinander übergeführt werden können. Von diesen Db- 
finitionen ausgehend, können wir nachweisen, daB alle geometrischen Axioine 
auch jetzt erfüllt sind, unter einziger Änsnabrne des Parallelensatzes. So 
haben wir für den mclileiiklidisch^i Formalismus ein eukiidischfs Subetral 
nachgewiesen. Wenn die Axiome der eaklidischen Geometrie widerspmchs- 
los sind, gilt das Gleiche von denen der nichteuklidiscben. ludem man 
übrigens die geometrische Interjiretation der nichteuklidischen Geometrie in 
den Zahlenraum abbildet, erhtllt man ein Gebiet für den nicht«uklidi' 
sehen Formalismus, das eich nur auf die Örundeigenschaften der reellen 
Zahlen stützt. 

9. Durch dasselbe Prinzip der Übertragung des rein logischen Forma- 
lismus können auch Fragen nach Beweismöglichkeiten entschieden werden. 
In dem als nicht-Pascal sehe Geometrie beüeichneten Formalismus der 
Analysis gelten weder die Kongruenzsätze noch das Archimedische Axiom, 
Damit ist ^unSchst ihre Unabhängigkeit von den übrigen Axiomen erwiesen. 
Es gilt aber auch der projektive Fundameatalsata nicht, und damit ist ge-. 
zeigt, dal) der Beweis dieses Satzes nicht durohgeführt werden kann obn« 
die Zuhilfenahme einer der beiden erwähnten Voraussetzungen. 

Eines der interessantesten Ergebnisse dieser ITutersuchungen ist in dem 
Nachweis enthalten, daß der logische Formalismus einer dreidimensionalen 
Verknüpfungsgeometrie stets als Teil des Formalismus einer Geometrie von 
beliebig vielen Dimensionen aufgefaßt werden kann, in der die drei- nnd 
mehrdimensionalen ebenen Mannigfaltigkeiten existieren. Im Gegensatze 
dazu kann ■ der logische Pormalismus einer ebenen Verknüpfungsgeometrie 
dann und nur dann in einem mehrdimensionalen Formalismus enthalten sein, 
wenn der Desarguessche Satz gilt. Auch hier tritt also einer jener 
fundamentalen Unterschiede zwischen zwei und drei Dimensionen auf, wie 
sie in der Vektoranalysis , der konformen Abbildung und der Theorie dw 
regulären Polyeder vorliegen, 

10. Zu den gröbsten MiBverständnissen, denen kritische Unt«rsuchungen 
ausgesetzt sind, zählt die Auffassung, als sollte die Gültigkeit der Axiom* 
irgendwie bezweifelt werden. Man hält den „nicbt«uklidischen Matbematikei*' 
für einen „Spitzlindigkeitsfanatiker", dem man mit Beweisen des Paralleleo- 
satzes zu Hilfe kommen müsse. 

Ein weiteres Mißverständnis ist dies, daß der kritische Mathemstikcf 
die Axiome zwar nicht bezweifle, sie aber beweisen wolle. Die Hilbert- 
schen „Grundlagen der Geometrie" sind vielfach als eine ,.Grundle<fung der Geo- 
metrie" aufgefaßt, ja angeblich sogar als Lehrbuch für den Schulunterricht 
empfohlen worden. Daraus hat man dann für eine spätere Untersuchnng 
Herrn Huberts einen Vorwurf abgeleitet, weil sie nidit für den Schnl- 
unterricht brauchbar ist. 

11. Die Überleitung geometrischer Fragen in analytische hat man ak 
„Ärithmetisierung" der Mathematik bezeichnet und zum Gegenstande scharfer 
Angriffe gemacht. Solche Angriffe haben meines Erachtens nur auf päda- 
gogischem Gebiet einen Sinn. Daß die Zuverlässigkeit arithmetischer Anome 
schon wegen ihrer geringeren Anzahl größer ist als die der geometrischen, 
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k&nii nicht bezweifplt werden. Die Sitze: ^ede stetige Funktion U6t sirli 
dorrh eine stetig rerlaofende Linie daistellen", „Eine 3t«tig vertaufende 
Linie hat in jedem Punkt eine Tangente" schienen träher unmittelbar an- 
schaulich and wahr. Ent das faWhe Schlnäresultat „Jede stetige Funicttoa 
ist di&erenzierbar" ließ erkennen, dafl mindestens einer von beiden fiJscb isL 
Derartige Erfahrungen führen zu einem berechtigten MiBtrauen gegen die 
Geometrie, dem auch der Geometer sieb nicht verschließen kann. 

Die Arithmetisiening der Mathematik kann also als schSdlich nur aus 
3er Beffirchtring heraus bezeichnet werden, daß sie durch Untenirtlckung 
der pbantaaiereichen geometrischen Forscbungs weise den Fortschritt der 
Mathematik hemme und durch schwierige Eiaktheitsprüfungen ku viel Zeit- 
Targeudong veranlasse. Das rein trissenschafllirhe Bestreben der „Arith- 
metisierung" läuft aber gerade auf eine klare und präzise Formnliemug der 
geometrischen Anschauung hinaus und muß darum zu einer späteren Rück' 
kehr lu der uiirechtroG.ßig verdachtigten Geliebten „Geometrie" fahren. 



12. Neben dem Problem der Widerspnichslosigkeit gibt es noch iwei 
sehr wichtige, wenn auch bisher noch wenig behandelte Probleme. Das erst« 
ist das Problem der Deduktion der mathematischen Axiome. E» ist. zuerst 
von Fries aufgestellt worden, nnd Apelt hat in seiner „ Mrlapligsik" 
(Leipzig 1857, S. 199 bis 201) in eber ausrahrlichen Fußnote die Drei- 
dimensionalität des Raumes psychologisch zu deduzieren vei-sneht. Ich habn 
den Sinn seiner skizzenhaften AusMhrungen bisher nicht verstanden und 
habe auch unter philosophisch gebildeten Freunden niemanden gefunden, 
der es vermocht hätte. Da aber Apelt eine wissenschaftlich durchaus 
ernst zu nehmende Persönlichkeit war, so ist anzunehmen, daß diese Fuß- 
note nur als vorläufiger Hinweis zu betrachten ist, und daß er durch Beinen 
frühzeitigen Tod an einer ausführlicheren DarsteUung gehindert wurde. 

Mit welchen Hilfsmitteln überhaupt eine Deduktion geführt werden 
muß, läßt sich nicht allgemein angeben. Für den Parallel ens atz ist aber 
eine rein mathematische Deduktion durchführbar, und an der Hand dieses 
Beispiels läßt sich zugleich einfach erkennen, was unter einer Deduktion zu 
verstehen ist. 

13. Man kann oJme ZuhUfena}itne des ParaUelensatzes folgenden Satz 
beweisen: IHe IHfferem eKtaiAen der Winkelsumme eines Dreiecks und einem 
gestreckten Winkel steht zu dem Inlinlt des Dreiecks in einem Verhältnis, 
welches für alle Dreiecke denselben Werl hat. 

Man nennt diesen Wert das „Kriimmungsmaß" des Baumes, imd die 
Quadratwurzel aus dem reziproken absoluten Betrag des Krümm uugsmaßos, 
die geometrisch als Strecke interpretiert werden kann, den „Krümmungsradius". 
Es sei beiläufig erwähnt, daß dieser der Fläcbentheorie entlehnte terminus tedi- 
niciis zu den wunderbarsten Mißverständnissen Anlaß gegeben hat Leute, die 
den Kunstauadruck zu behalten und die Definition sofort wieder zu vergessen 
pflegen, haben ihr „Anathema sit" filier die Mathematiker ausgesprochen, 
die von der Möglichkeit eines gekrümmten Raumes zu reden wagten. 

Es sind nun drei Fälle möglich, je nachdem das KrümmungsmaB 
positiv, negativ oder Null ist. Wir sehen also, daß in dem System der 
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Axiome ohne Parallel ensatz eise Lücke ist, daQ unsere Geometrie noch einM 
AJtioras bedarf, welches zum mindesten entscheidet, ob die Winkelsumme 
Dreieck gröSer, kleiner oder gleich zwei Rechten ist. Der Parallel ens&tx 
trifft die Entscheidung zugunsten der dritten Möglichkeit 

So ^bt eine Deduktion gewissermaßen eine Topik der Aiiome, ohne 
aber den tatsBchlichen Inhalt des Axioms völlig zu präzisieren. Ob indeasen 
für das ganze Aiiorasystem eine so einfache Deduktion, ja, ob Oberhaupt 
irgendeine möglich ist, steht noch dahin. Es erscheint nicht aosgeschlossen, 
daß die Psychologie dabei zu Hilfe genommen werden muß, wie es Frist 
bei seiner Deduktion der Eantischen GrundsHtze der Metaphysik dur^' 
getUhrt hat 

m. 

14. Yielleieht in das interessanteste Gebiet der kritischen UsthematSc^ 
führt du letzte Problem, das Problem der Erkenntttisqueüe. 

Zunächst ist den mathernntiscben Axiomen eine Eigenschaft zu eigen, 

die ich oben als unmittelbare Evidenz bezeichnete. Die unmittelbare Evi- 
denz ist das Kriterium für die Wahrheit eines mathematischen Axioms oder 
einfachen Lehrsatzes. Daß der Satz von der eindeutigen Bestimmung einer 
Geraden durch zwei Punkt« wahr ist, erkenne ich ohne, logische ErwBguDg 
durch einen Vorgang, den der Psychologe nach Kant als reine Anschauung 
bezeichnet. Das Beiwort „rein" soll den Vorgang von der Sinnesanschauung 
unterscheiden. Daß dieser Tisch braun ist, erkenne ich durch das Auge; 
für einen Blindgeborenen ist diese Aussage inhaltslos. Dagegen ist dis 
Anschauung, die uns mathematische Sätze verstehen läßt, von der richtigea 
Funktion der eiozelnen Sinne unabhängig. 

15. Daß nun die reine Anschauung Tatsachen erkennen läßt, die logisclL 
nicht gefolgert werden können, ist nach den Ausführungen des ersten Teile» 
klar. Der erste, der diesen niddlogischen Ursprung der Mathematik mit 
voller ScbBrfe erkannt hat, war Kant. Er behauptete des weiteren, dafi 
die mathematische Erkenntnis nicht nur von der Funktion der Sinne unab- 
hängig sei , sondern auch keine logiseben Folgerungen aus sinnlich wahr- 
genommenen Tatsachen enthalte. Vielmehr sei sie erst eines derjenigen Hufs- 
mittel, durch die wir die Empfindungen der Sinnesorgane untereinander zu dem 
einheitlichen Weltbilde verknüpfen. Kürzer gesagt: Nach Kant können di» 
Axiome der Mathematik nicht empirisch kontrolliert werden, weil alle em- 
pirischen Tatsachen erst mit Hilfe der Mathematik exakt bearbeitet werden 
können. Die reine Anschauung ist also eine selbständige, von Logik nnd 
Erfahrung unabh tingige Erkenntniaquelle. 

16. Der erste, der mit schwerwiegenden Argumenten gegen die Kantisch* 
Behauptung zu Felde gezogen ist, war Helmholtz. Wenn wir das Süch- 
lialtige seiner Änsfllhrungen kurz zusammenfassen, so erhalten wir folgen- 
des Bild. 

Eine Geometrie von nicht verschwindender Krümmung muB einen Sat> 
von folgender Art entlialten: 

„Der Krümmungsradius des Raumes ist so und soviel Kilometer lang." 

£s ist unmittelbar klar, daß ein solcher Satz nicht a priori sein kann, 

weit in ihm eine empirische Größe (der Kilometer) vorkommt. Es bleiben 

also zwei Möglichkeiten. Entweder der Satz ist eine willkürliche Festsetmiig 
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oder er ist empirisch. Im ersten FKlle mfißte es mOgUch sein, diaselbea 
empirischen T&Uachen nnter Geometrien beliebiger Krümmung auftnimssmi. 
Im rweiten Falle muß es möglich sein, den Krümmungsradius wirklich lu 
messen. Eine einfache Erwägung zeigt, daA der zweite Fall iiitrifft. Wir 
sind nämlich imstande, die drei Winkel eines Dreiecks unabhängig vom 
Parallelensatze zu messen; unsere WinhelmeBinstrumenta sind lediglich unter 
Voraossetzung der Kongruenzsätze gebaut. 

Somit kann die W'inkeisumme empirisch bestimmt werden, und damit 
ist auch die EontroUierbarkeit des Parallel ensatzes ausgesprochen. Auf An- 
regung Lobatschefskys sollen astrononiische Messungen ausgeführt worÜNi 
sein, die zu dem Resultat gelehrt haben: 

Der Krümmungsradius des Raumes ist grOSer als alle zur Zeit der 
Messung EugängUcben Strecken; 
oder auch: 

Die Abweichung der gemessenen Winkelsumme von eineiu gestreckten 
Winkel liegt bei den größten bisher ausgemessenen Dreiecken innerhalb des 
Fehlers der Instrumente. 

Damaih wäre der Parallelensatz empirischen Ursprungs. Er ist un- 
gleich, wie wir sehen werden, der einzige, bei dem der Nachweis des em- 
pirischen Ursprungs hat erbracht werden kSimen; und dies stimmt mit der 
isolierten Stellung, die er unter den geometrischen Axiomen einnimmt.') 

17. Helmholtz hat aus seinen Unlersuchungen geschlossen, daß Über- 
baupt alle geometrischen Axiome empirischen Ursprungs seien. Es ist inte- 
ressant, zu sehen, was er speziell über die Kongruenzs&tzo sagt (^Popul.- 
wias. Vorträge. 3. Auflage, zweiter Band, erster Vortrag, S. 7): 

„Wenn wir aber Denknotwendigkeiten auf diese Annahme freier Be- 
weglichkeit fester Raunigebilde mit unveränderter Form nach jeder Stelle 
des Raumes hin bauen wollen, so müssen wir die Frage aufwerfon, ob diese 
Annahme keine logisch unerwiesene Voraussetzung einschließt Wir werden 
gleich nachher sehen, daß sie eine solche einschließt, und zwar eine sehr 
folgenreiche. Wenn sie das aber tut, so ist jeder Kongruenzboweis auf eine 
nur aus der Erfahrung genommene Tatsache gestützt." 

Hier finden wir die ebenso auffallende wie unbestreitbare Tatsache, 
daß Helmholtz aus dem nicht -logischen auf den empirischen Ursprung 
schließt Er macht also die vorkantische Di^unktion zwischen Logik und 
Empirie als einzigen Erkenntnisquellen. Aber gerade die ZutSasigkeit dieser 
Disjunktion hatte Kant bestritten. Helmholtz ist also bei der Widerlegung 
Kants eine mit voller Schürfe nachweisbare peHtio prineipii untergelaufen. 

18. In der Tat seheint nun gerade bei den Kongruenzaiioraen der 
Nachweis sehr leicht, daß sie nicht auf empirischen Tatsachen beruhen. 

1) Die ieolterte Stellung des ArchimediBchen Axiom B, welchen z.U. in Hilbertii 
„Orundtagen" gleich dem Parallel eneatz eine Aiiomgmppe für sich bildet, ■cheinl 
mit dem metaphy Bischen Ursprung desBclben xoBammenzubängun. ApiiU apriuht 
nämlich 1. c. S, 180 den metaphjBiBclien Orundaati „der Anwendbarkeit (1er Aiiomu 
aus reiner Anachauung auf die Erfahrung" so aus: „Jeder Oegenitaud der an- 
acbaulichen Erkenntnis igt eine ausgedehnte stetige Größe, teckhe nach XiMen 

Crmtn v>trdm kann." Bben dies behauptet das ArchimediBche Axiom von dyii 
cten. Jeder geometriache Satz, in dem nicht von der zablenmäSigeu Größe 
die B«de ist. kann in der Tat ohne Hilfe des ArchimediKcben Axioms bewiewio 
-werden. 
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Sie behaupten, kurz gesagt, daü eine Figur sich ohne Formänderung im 
Räume bewegen kann. Empirisch kontrollierbar ist dieser Satz nor durch 
den Nachweis von Körpern, die sich ohne Formänderung bewegen, und dieser 
Nachweis ist rein empirisch nur möglich mit Hilfe eines Maßstabes, tod 
dem aber wiederum bekannt sein muß, daß er sich ohne FonuBnderung be- 
wegt. Eine empirische Kontrolle der Kongruenzsätze ist also ausgeschlossen. 
19. Bei seiner kritischen Minierarbeit gelangt so der Mathematiker zu 
Stellen, wo er sich mit dem Philosophen trifft. Hierin liegt wohl auch der 
Hauptreiz für den, der diesen Untersuchungen nachgeht. Der Mathematiker 
ist dabei im Besitz einer logischen Geistesschulung, die von oUen linderen 
Disziplinen rückhaltlos anerkannt wird, und so ist es vielleicht kein frommer 
Wunsch, daß aus unserem Arbeitsgebiet einmal wieder der Philosophie, die 
sich vielfach resigniert auf historische Studien zurückgezogen hat, uenea 
Material zu produktiver Betätigung zugeführt wird. Aber auch für die 
empiristische Richtung, die in der Naturphilosophie heute alle Dämme der 
reinen Vernunft äberÄut«t, wäre eine solche philosoplÜBcbe Gegenströmung 
wünschenswert, damit sie nicht in ihrer Ijberschätziing dem gleichen Schick- 
sal verfalle wie die Philosophie der Hegeischen Schule. 

Nachtrag: Herr cand, phil. Leonard Nelson in Göttingen schreibt 
mir nach Drucklegung des Vortrags: „Fries hat auf die Möglichkeit einer 
Übertragung der Kritik auf die Mathematik zuerst 1798 hingewiesen, die 
Aufgabe der Deduktion ihrer Axiome in der ,^ogik" (§ 112) präzisiert und 
die kritische Mathematik selbst ausgeführt in der „Mathematischen Nator- 
philosophie", deren ganze erste Hilfte sie einnimmt. Hier tritt sie also 
schon als „selbständiger eigener Wissenszweig" auf (1822)." 

Bin wenn auch nur flftchtiger Einblick in die genannte „Mathematische« 
Naturphilosophie" von Fries veranlaßt mich, nachträglich auf dieses Werl 
hinzuweisen, obwohl dem Verfasser die in Kap. I erlUuterte logische Meth( 
naturgemäß noch fremd sein mußte. 
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Die Fonriersclie Reibe and die angenäherte Darstellang periodischsH 
Funktionen dnrcli endliche trigonometrisclie Reilieii. 

Von Adolf Kneser. 

1. Es sei /'(x) eine bei jedem reellen Werte von x stetige Funktion:: 
mit der Periode 2it; dann lehrt ein von der Theorie der Fourierscheir 
Reibe unabhängiges fundamentales Theorem von WeierstraS, daß 
eine endliche trigonometrische Reihe 



\ 



gibt, die bei beliebigen Werten von x die Funktion f{x) mit vorgescht 
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Genanigkät dinlelh; d. k ist < eine beliobig IdoB g fyeiiw i e posaÜT« Zahl, 
80 gut aUgemem die Baaehwig 

; f{x) — ^{t) < «. 

Sind nm | und i| beliebige reelle Größen, so bleibt in der IdenÜtit 

J(r^x)ydx ^jf{x)^(x)dx +j/\x)(nx) - ^(x^)dx 

* > > 

das zweite Integnl rechts dem absoluten Werte nach unter einer Grenie Mf, 
wobei m eine Ton c onabhingige positiTe Konstante bedeutet Das erste 
Integral rechts yerschwindet aber, wenn angenommen wird, daß die Gleichungen 




0, / 



f(x) cos vxdx = 0, I f(x) sin vxdx -■ 



gelten, in denen y jede positive ganie Zahl oder Null sei; unter dieser 
Voraussetzung ist also das Integral 



/•' 



(f{x)ydx 



dem absoluten Werte nach beliebig klein, verschwindet somit, und da f{x) 
eine stetige Funktion von x ist, muß sie auf der ganzen Strecke von jc — £ 
bis X '^ fl ebenfalls verschwinden. 

Setzt man speziell |=» — tk, i} = -|-9C, so erhält man den auf andere 
Weise von Hurwitz bewiesenen Satz, daß die stetige Funktion f(x) überall 
den Wert Null haben muß, wenn ihre Fourier sehen Konstanten 

a^^ — I f(a) cos vadft, 6^ =. — I f(a) sin vadct 

—n —n 

sftmtlich verschwinden. 

2« Nimmt man jetzt an, daß /*(jp) neben den in Nr. 1 geforderten 
Eigenschaften auch eine integrierbare erste Ableitung besitze, so findet man 
durch partielle Integration 

a^ = - —j f{a) sin vada, \ - — / f(a) cos vada. 

Wenn femer das Intervall von — « bis + j« in eine endliche Anzahl von 
Strecken zerfällt, auf denen f{x) und r{x) endlich und stetig sind, und 

8* 
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ist eine solche Strecke durch die Stellen o; = § und x =^ ri begrenzt, so 
gilt die Gleichung 

Ij^/ \ j /"(a)sinva 1 /V,/ \ . , 

I f{a) cos vada = -^-^ I f {a) sm vada 

sowie auch eine ähnliche, die entsteht, wenn man die Zeichen cos und sin 
vertauscht und rechts die Vorzeichen umkehrt. Hieraus schließt man auf 
Grund der obigen Ausdrücke für a^ und \, daß die Produkte v*a^ und v*6^ 
zwischen festen, von v unabhängigen Grenzen liegen, die Fouriersche Beihe 



1,00 

q>(x) = -J-ao + ^(gy cos voj + dy sin vx) 

also nicht schwächer konvergiert als die mit einer gewissen positiven 
Konstanten multiplizierte Beihe 

- + - + - + ••• 

Die Beihe (p{x) ist daher auf jeder endlichen Strecke bei den eingefllhrten 
Voraussetzungen gleichmäßig konvergent und stellt eine stetige Funktion 
von X mit der Periode 27t dar. Dieselben Eigenschaften hat daher die 
Differenz (p(x) — f(x\ 

Die Beihen 9 (jp) sin na; und q)(x) cosnx können femer den erhaltenen 
B^sultaten zufolge gliedweise integriert werden, und bekannte Integraleigen- 
schaften der trigonometrischen Funktionen ergeben 

I q>{cc) cosvadcc = Tca^, I (p{cc) sinvac^a = itb^ 

— n —n 

oder 

I (^(a) — /*(«)) cos vada = 0, / (^(a) — /*(«)) sin vacia =» 0, 

woraus nach Nr. 1 die allgemeine Gleichung 

9(x) = /*(») 

folgt, d. h. die Dai'stellung von f{x) durch die Fouriersche Beihe. 

3. Wir setzen, indem wir unter ^ irgend einen Wert zwischen — % 
und + Tt verstehen, 

ttv =« 1 /*(«) cos vada^ a't = I /*(«) cos vada, 
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lassen 2»y und h'i aus a'v und a^ entstehen, indem wir das Zeichen cos durch 
sin ersetzen, so daß die Gleichungen 

öy = «i + o!ii &y =» &» + h'r 
gelten, und summieren die Reihe 

B\x) =- |ao +^^(«y cos vx + 6y sin V x). 

Dies gelingt zunächst leicht, wenn für f(x) die Eonstante C genommen 
wird, und zwar auf Grund der unten näher erörterten speziellen Formeln 
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(A) 



1,00 . 1,» „_i , 

n — x ^T smya« x^ ^ct( — 1) emv« 



1,» 
9ras OS 






* ^7 Ain va , 
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von denen die erste bei positiven, 27r nicht erreichenden Werten von x 
richtig ist, die dritte auf derselben Strecke mit Einschluß der Grenzen, die 
zweite aber gilt, wenn x zwischen — n und -f- n liegt. Man findet nämlich 
unmittelbar 

tcoq = C(| + «), Tcvat = C sin vj, nvbp =» C((— 1)*— cos vj), 

^ ^^) = — 21;^ + n2j V n2i i ' 

und die Formeln (A) ergeben im Falle o; » | 

w in X 2 *''> 

dagegen bei der Annahme « ^ o; > | 

4. Jetzt sei f(x) eine beliebige Funktion von den in Nr. 2 voraus- 
gesetzten Eigenschaften, für die nur die Gleichung 

/•(- «) = 

bestehe. Mit ihr stimme die Funktion ^(a;) auf der Strecke von | bis + 's 
überein, während sie von x ^ — it bis zu dem Werte re » | hin durch die 
Gleichung 
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definiert sei, so daß sie im ganzen dieselben Eigenschaften besitzt, die wir 
für f{x) gefordert haben, und demnach wie f{x) nach Nr. 2 in die Fouri er- 
sehe Reihe entwickelt werden kann. Da nun diese auf der Strecke von 
X = § bis 0? = TT dieselben Werte ergibt, gleichviel ob man sie mit f{x) 
oder (^{x) bildet; da femer die Größen d^ und &, bei beiden Funktionen 
dieselben sind, so folgt, daß auch die Reihe R\x) auf der Strecke 

«> «^ { 

denselben Wert hat, gleichviel ob unter dem Integralzeichen f{a) oder /^(o) 
steht, vorausgesetzt daß man bei einer dieser Annahmen eine konvergente 
Reihe R\x) erhält. Hierüber gewinnt man leicht Sicherheit, wenn man 
/o(a;) nimmt; die Größen at und h'^ sind dann auszurechnen, und man 
findet unmittelbar 

7r(ai cos vx + l>i sin vx) = J^ j (a + n) cos v{a — x)da 



;.(!)_ ?»Z^ + _L_j!!HL^fc^),« 



— I« 



f(S) 



— sin» (» — I) , 



1 + «., 



7%^ rf« 



««; = \Am + «)• 



Sunmiiert man über v und benutzt die Formeln (A), so erkennt man, daß 
die Reihe H'ix) konvergiert, und erhält zunächst bei der Annahme x=^\ 
die Gleichung 

«Ä'(l) - f /•(«); 

wenn dagegen tt ^ x > £ ist, ergibt sich 

nB:{x) - 0. 

Kombiniert man diese Resultate mit den in Nr. 3 erhaltenen, so sieht 
maU; daß auch die mit der Funktion 

F{x)^f{x)^C 

gebildete Reihe H'ix) den Wert Null oder f ^(S) hat, je nachdem die eine 
oder andere der Beziehungen 

J«>«>g, x^l 

angenonmien wird. Die Fimktion F{x) ist aber die allgemeinste, für welche 
die in Nr. 2 formulierten Voraussetzungen gelten, da man nur für C den 
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Wert — F(— ™) «u nehmen braucht, um anl' die soeben betrachtete Funk- 
tion /"(*), die an der Stelle j = — ir verschwindet, zurückzukommen; die 
den Fällen i > g und x — ^ entsprechenden Gleichungen 

sind somit für eine beliebige, den Forderungen der Nr. 3 unterworfene 
Funktion f(x) bewiesen. Beide Kusaminen ergeben sofort, daß man in jeder 

von ihnen die Koeffizienten a, und b', durch die Integrale 



Jf(^)cm„d,. Jr(«)si 



ersetzen bann, in denen ij irgend ein Wert zwischen — x und | ist; sodann 
übersieht man leicht, daB die Gröfien £ und t^ ihre Rollen vertauschen dürfen. 
Daraus folgt weiter, daß, wenn die Funktion f(x) an einer endlichen Anzahl 
von SteUen der Strecke von — w und -|- n unstetig ist, zwischen zweien 
von diesen aber stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitzt, die 
Fouriersche Reihe überall die Gröfle {[f{x + 0) + f{x - 0)] darateUt; 
man braucht nur unter J und >) irgend zwei benachbarte Unstetigkeitsstellen 
zu verstehen und die Resultate zu addieren, welche die soeben erhaltenen 
Gleichungen darbieten. 

ü. Es bleibt noch übrig, einen Blick auf den Beweis der Formeln (A) 
zu werfen. 

Die erste von ihnen leitet man leicht aus der bekannten elementaren Formel 



cosic + cosSa: + ■ ■ ■ + cos na; = 



ab; indem man integriert, findet i 



±tih_. 



c + -^+-- + - 






(.+i). 



/ ■inMdw / 

7 " J 



f am(H + ^)x 



(^-2,in|)«in(«+{-)- 
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In diesem Ausdruck verschwindet das zweite Integral, wie eine partielle 
Integration zeigt, wenn n über alle Grenzen wächst und x zwischen und 
2n liegt; das erste Integral geht dann in das bekannte 



/ 



«0 

sin udu n 



u 2 

über, und damit ist unter den in Nr. 3 ausgesprochenen Voraussetzungen 
die erste Formel (A) bewiesen, aus der die zweite durch eine einfache 
Substitution abgeleitet werden kann; zugleich sieht man, daß, sobald x ober- 
halb einer positiven Grenze verbleibt, die Reihen auf der rechten Seite 
beider Formeln gleichmäßig gegen ihre Sunmie konvergieren. 
Hieraus ergibt sich weiter die Formel 



Sri i«mva 



, XI cos vx^ — cos vx na a" 

<»«-2» — V« -i — T 









so lange x und Xq zwischen und 27t liegen; diese Reihe ist aber, wie 
die zweite Form zeigt, bei beliebigen Werten von x und Xq gleichmäßig 
konvergent, also eine stetige Funktion von rr^, die Formel bleibt daher auch 
bei der Annahme Xq^^ gültig, womit die dritte Gleichung (A) ebenfalls 
erwiesen ist. 
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Sitznngsberichtd der Berliner Hathematisclien Gesellschaft 
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22. Sitznng am 2U. Jannar 1904. 
Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 36 Herren. 

Wissenschaftliche Mitt«iluiigeu : 

Herr R. Malier: über konjugierte Parallelstr&hleo 
Felde (s. u.). 

Herr Koppe: Die wesentliche Identit&t der Nepersehec 
liehen Logarithmen (h. u.). 

Herr Jahnke; Bemerktmg über den Ptole maischen Satz. 

An Aer Diskussioa beteiligen sich die Herren Dziobek, Jahnke, 
R. Hflller, 6teinit£, Wallenberg, ZQhlke. 

23. SitEDflg am 24. Pebrnar [904. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 31 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilangen : 

Herr Beißner: Über die Stabilität der Biegung (s. u.). 

Herr Rothe: Über die geodätische Abbildung kninuuer Flüchen. 

An der Disknssion beteiligen sich die Herren F. Kötter, ReiSner. 

Geschäftliche Mitteilungen: 

Herr Lampe regt eine Diskussion über die Frage an, ob und wie die 
Gesellschaft das von ihm herausgegebene Jahrbuch über die Fortsohritte der 
Mathematik unterstützen könne. 

Herr F. Kötter verliest folgende Erklärung; 

Zu den Bemerkungen des Herrn Cranz über meinen Vortrag vom 
30. Juni 1903 möchte ich, ohne jetzt schon auf ihren sachlichen Inhalt 
eingehen zu wollen, folgende Erklärung abgeben: 

Die persönlichen Bemerkungen des Herrn Cranz, seine Aualasaungen 
Bber mein Verhalten als Lehrer und Gelehrter, muß ich als eine Folge 
einiger in meinem Vortrage enthaltener nicht sachlicher Bemerkungen an- 
sehen und aus diesem Grande, obgleich ich sie nicht anerkenne, unerwidert 
lassen, damit der wohl nicht nur für mich allein unerquickliche Handel sein 
Ende erreiche. Der Mathematischen Gesellschaft gegenüber fühle ich mich 
zu dem Ausdruck des Bedauerns verpflichtet, durch mein Verhatten es ver- 
anlaßt zu haben, daß in ihren Sitzungsberichten auch andere als rein sach- 
liche Aaßenmgen einen Platz erhielt«». 



-lobls d. Birl. Mulli. G 
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Die Ereiselwlrkang der Räderpaare bei regelmäßiger Bewegung des ] 
Wagens in kreiarürmlgen Balmen. 

Von Fritz Kotier. 



Mehr und mehr gewinnt das Kreiselproblem, dessen Bedeutimg fflr die 
Beajitwortang pby3i]caliaclier und astronomischer Fragen längst auBer alleiSi 
Zweifel stellt, an Bedeutung für die technische Mechanik. Die Stabilit&ts<' 
Untersuchung gebogener Stabe gegenüber einer Torsionsgefahr macht 
Heranziehung der Gleichungen für doppelt gekrümmte St&be notwendig, 
deren Übereinstimmung mit den Gleichungen der Kreiselbe wegung bekannt- 
lich von Kirchhoff entdeckt ist. Und je mehr man die Geschwindigkeit der 
Eisenbahnzüge zn steigern sucht, desto dringender wird anch das Bedürfnis, 
sich mit dem etwaigen Einfluß der Kreiselwirknng rollender Bäderpaare ab- 
zufinden. So stellt sich denn die Berücksichtigung des Kreiselproblems als 
eine unabweisbare Forderung in dem Unterricht des jungen Ingenieurs her 
aus, und dem Lehrer der Mechanik erwächst die Pflicht, auf einfache Beispiele 
zu sinnen, an denen die Verwendung der in Betracht kommenden Begiiffe 
sowie die Bedeutung des Problems für die technische Praxis klar zu Tage 
tritt. Ein solches einFachea Beispiel bietet die Kreisel Wirkung der Kade^ 
paare bei der Bewegung des Wagens in kreisförmigen Bahnen dar. 

Für jede Aufgabe aus der Kreiseltheorie bildet meines Era,chtens det- 
Ton Klein und Sommerfeld mit Recht in den Vordergrund geschoben« 
ImpulsbegrifT den besten Angriffspunkt. Zunüchst bat derselbe den gani 
hervorragenden VorteU, daß er die Kreiselbewegung zu einem Analogen der 
viel einfacheren Bewegung des materiellea Punktes gestaltet. Stellen wir, 
um bei der einfacheren Aufgabe anzufangen, ftir die Bewegung eines Massen- 
punktes P den Ausdruck mv (Masse mal Geschwindigkeit) durch eine von 
einem festen Punkt in Richtung der Geschwindigkeit gezogene Strecke OJ 
dar, so wird die Geschwindigkeit des Punktes J dieselbe Richtung haben 
wie die Beschleunigung p des Punktes P, und die Größe der Geschwindigkeit 
wird für den Punkt J durch mp dargestellt. Nennen wir nun den Punkt J 
Impulspunkt, so gestaltet sich das Bewegungsgesetz für P zu dem Satt, 
daß die tieseh windigkeit des Lmpulspunktes J nach Größe imd Richtung 
gleich der auf P wirkenden Kraft ist. 

Für die Rotation eines staireu Körpers um einen festen Punkt wird 
der Impulspunkt am besten definiert durch seine Lage zu den drei Haupt- 
trilgheitaacbsen des Körpers. Nennen wir Ä^ (•■ = i. a, s) die Haupttt^gheita- 
momente des Körpers und Mj C = i, a. s) die Komponenten seiner Umdrehungs- 
geschwindigkeit, so sind die drei Komponenten des Impulses oder dis 
Koordinaten des Impulspunktes J definiert durch die Gleichungen 



I 



Und das Prinzip, welches die Kreiseltheorie beherrscht, lautet: Die 0»-l 
achwindigkeit des Punktes J lllUt der Richtung nach mit der Achse dei J 
auf den Körper wirkenden Drehmoments zusammen und ist der Größe > 
diesem Momente gleich. Oder kürzer noch, wenn wir das Moment durch eini 
vom Drehpunkt aus in Richtung der Achse laufende Strecke darsteüuk:! 



r 1«M. 
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Bit doB TAtDT dw DnbMMMirii IWwl 

DiaMB Qraadnts mdlcn wir smiobst Mf IblgeBde Aafgib« »MMmäm, 
Kb Stab'nSge in hariaostaJar Lage didanA gäaltan wwidta, «t>0 lu 
Unke Kida öA nnnittds moh Stiftis n cöiwr Pftim» stOttt, wfthrtMl du 
racUe Ende saf einem hanaoBnlttt, kmsriiiganBigea Tiai^ watütfjL. Der 
Stab Mgt, am Dm selbrt als Adise drehlmr, «mn RotetiaMk8r|icr. Du 
■0 gebiMeta Syxtem soll nim in Bewegung Tvi^tst wndao; and mr mU 
der 8tftb cdne von rechts über hinten nach links goncktata RotaÜMW- 
geadiwindigfcnt «o, erhalten, während der Ki^rper am süiM AdM •im üm- 
drehnngsgeschwüidigkeit m, erhält. Welche Dnickkräft« Abt d»r Stab bei 
dieser Bewegung auf seine beiden Auftagex aus, voraus$i>s<>tit ilaQ die 
Masse des Rotationskörpers groß genug ist, uiu mr VemaehlBssigung d« 
Stabgewichtes au berechtigen; von der It«ibuDg soll abg«sehcu worden? 

Nach den Bedingungen der Aufjgabe ist die Bewegung des Rotatiotis- 
kDrpers zasammengesetzt ans einer Drehung am die vertikale Achse und 
einer Drehung nm die Kßrper&chse. Da bei einem Rotationskörper alle 
zur Achse senkrecht stehenden Richtungen als Hauptachsen angftsehen werden 
k5nneQ, so darf man für die Bestimmung des Impulses die Rotationsachse, 
die vertikale Richtung und die in beiden senkm-ht stehende Honioutale 
benutzen. So ergeben sich als Impulskoordinateu die Werte 



d. h. der Impulspnnkt J liegt stets in der durch die Hütationsachse ge- 
legten Vertikaiebene. 

Von den wirkenden Kräften haben nur ewei ein Moineut in being auf 
den am linken Ende gelegeneu Drehpunkt, niünlich das im Schwerpunkt S 
(Entfernung vom linken Ende gleich s) angreifende Gigunguwioht P und 
der am rechten Ende angreifende Auflagerdruck D (Eutf. vou links gl. l). 
Die Ebene dieses Moment«s 

JPs-Dl 

ist also offenbar die durch die Rotationsachse gebende Vertikalebeno , nnd 
die Achse des Momentes steht also in jedem Augenblick simkrecht zur Viir- 
tikalen und zur angenhlicklichen Richtung der Körperairbsit. Demnach mtiB 
die Geschwindigkeit des Fnuktcs J stets senkrecht zu suinnr AchNciinben« 
stehen. Woraus unmittelbar folgt, daß J um die vertikal" Achse einen 
horizontalen Kreis beschreibt. Dcmnncb sind J, sowie J^ und also auch 
Uj sowie Uj, feste GröBen. Der Punkt J bleibt, wie anseinandcrgesctitt 
wurde, in der senkrechten Acbsenebene, welche sich mit dor Winkel- 
geschwindigkeit Og um die Vertikale dreht, und da der Radius seiner Kreis- 
bahn /, ist, so hat seine Geschwindigkeit den WeH .j4,<o,o>,. Aus dem 
angegebenen Prinzip folgt daun unmittelbar die Üleichuug 

PS— J)l=. .4i<B,M„ 

welche znr Bestimmung des Drnckes D flihrt. Haben a, nnd u, das 
gleiche Vorzeichen, so wird der Druck D kleiner als dorjcuigo Druck, welchen 
der Stab im Falle der Buhe ausüben würde. In dem I^alle, daS du 
Produkt der Geschwindigkeiten einen hinreichend groBen Wert hat, kann D 
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direkt gleich Null werden, d. h. es bedarf in diesem Faile gar nicht 
der Unterlage, um den Stab achwebend zu halten. Wird m, m^ noch größer, 
so wird J) sogar negativ, d. h. maji muB den Stab sogar von oben her 
drücken, damit er niciit aufwärts steige. 

Den vertikalen Druck Z), und den horizontalen Zug H, welche da, 
Stab an der linken Seite erfahrt, liefert ims der Satz, daß aich der Seh' 
punkt eines Körpers so bewegt, als ob in ihm alle Kräfte und alle Mb) 
vereinigt wiiren. Der Schwerpunkt bewegt sich in einem homoDtalen Krei 
mit dem Badius s; seine Winkelgeschwindigkeit ist u,. Folglich hat 
Schwerpuaktsbeschleunigung eine radiale Bichtung und die Größe ^<a^*, äia' 
Masse des Körpers, ist -. Alle auf den Körper wirkenden Kräfte 
Richtung müssen die Komponenten summe Null geben, d. h. es muß 

I)+Z)i = Jlfff, 

und man erkennt also, daß D, gegen den Fall der Buhe um denselben Wert 
vergrößert wird, um welchen JJ sich veningert hat. Die horizontale Kraft flj 
wird natürlich durch die Gleichung 

H, = -stoj 

bestimmt. Demnach sind die auf die Enden des Stabes wirkenden Kr&fte 
dieselben, welche sich für den Fall der Ruhe orgeben würden, wenn anf den 
Körper außer seinem Eigengewicht noch die im Schwerpunkt angreifende 
und nach außen gerichtete Kraft — saij sowie ein KrUftepaar vom Moment 
Arnjin^ wirkt, dessen DrehungSEinn von rechts nach oben gerichtet ist. Dii 
Einzelkraft und das Moment sind, wie es nach D' Alemberts Prinzip 
anders zvt erwarten ist, gerade entgegengesetzt denjenigen, welche zur An^] 
recbterhaltung der Bewegung unseres Körpers erforderlich wären. 

Wir wollen nun unsere Aufgabe durch die Annahme verallgemmnt 
daß die Achse des Körpers unter dem Winkel a schrftg nach oben gerichtti' 
ist. Die Frage soll jetzt aber so gewendet werden, daß wir die Kräfte in 
bestimmen suchen, unter deren Einfluß die Achse mit der gleichbleibenden 
Geschwindigkeit »' um die Vertikale einen Kegel besehreibt, wahrend der 
Körper sich um seine Achse mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit a 
dreht, um den Impuls zu bestimmen, müssen wir to noch zerlegen in eine 
Komponente nach der Rotationsachse und nach einer senkrecht dazu stehenden 
Kichtung des Körpers, welche mit ersterer in derselben VerUkalehene liegt 
Die zuerst genannte Komponente vereinigt sich mit a zu der Rotations-., 
geschwindigkeit Wj = « + ra' sin «, während die andere ta, = w' 
Für die Impulskoordinaten ergeben sich also die Werte 

/, = Ai(jo -f w' sin o) und /, =- A^fo' cos a, J, — 0. 

Der Abstand q des Punktes J von der vertikalen Achse 
p — J, cos a — Jj sin a = [ .ilj to + Mi ~ -^s)"' sin k} cos 
Höhe H über dem Drohpunkt unseres Körpers 



I 

i 



/, sin K -j- J";! cos (I = j4j 

-lA 



+ -äjw' cos' I 
sin a + Jj« 
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sind nach den Bedingungen imserer Aufgabe nnTeränderlii'h. Deshalb durch- 
läuft der Punkt / mit der Winkelgeschwindigkeit w' einen Kreis vom 
Radius f. Das Moment der erforderlichen Kräfte in beiug auf den Punkt O 
müSte also eine Achse haben, welche auf der durch die Achse des Köqters 
gelegten Vertikalebeue senkrecht steht Die GrSBe des Moment«» w&re 
gleich der Geschwindigkeit von J, nSmliuh 






.iA" + (^i-^)" 



einfuhren. 



' das Gewicht äes BotationskÖrpers und seine Trägheitsradien 
Jtf =- -- 1 ij» + (ij — ij)oj' sin a j u' oos o. 



üra nun die geometrische Summe der Kräfte «u bestimmen, rnftssen wir die 
Beschleunigung des Schwerpunktes bestimmen. Ist s die Entfernung dea 
letzteren von der vertikalen Achse, so ist die Geschwindigkeit v, mit welcher 
dieser Punkt seine Kreisbahn beschreibt, gleich sta'*. Die erforderliche Kraft- 
Eomme w^e also auf die vertikale Achse hin gerichtet und gleich 

jr_ «.,.■■. 



Wir können uns also das erforderliche Kraftsystem darstellen durch 
eine irgendwo angreifende Rraft von der angegebenen Größe und, damit das 
erforderliche Moment fiir den Drehpunkt herauskomme, ein Kräftepaar, dessen 
Moment Jlf ' so gewählt werden muÜ, daQ es mit dem Moment der Kraft K 
in hezug auf den Punkt zusammen das Moment M ergibt. Wühlen wir 
als Angriffspunkt von K den Schwerpunkt S des Körpers, so tst der Hebel- 
arm von E gleich stang«, und das Moment von K bat die Größe 



jr=^« 



tang« 



ind wirkt offenbar dahin, die Achse des Körpers nach der Vertikalen hin 
u drehen, d. h. es ist negativ. Wir erhalten also zur Bestimmung von M' 
lie Gleichung 



■fH+0! + c 



Indem wir nun bedenken, daß sich das Trägheitsmoment q^ bezieht 
auf eine Achse durch den festen Punkt der Drehbewegung, welche von der 
parallelen Achse durch den Schwerpunkt die Entfernung -- - hat, erkennen 

wir, daß lij- ;— 1 q gleich dem Trägheitsmoment qi^* für die oben erwähnte 

Achse ist. Es ist also das erforderliche Moment 



Jf ' = - { (ötj + (iJ — ij") w' sin B ) cos ata'. 
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Demnach mflssen die Kräfte, welche den sich bewegenden KOrper auBer ' 
dem Eigengewicht noch beanspruchen, folgenden drei Kraftgruppen das Gleich- 
gewicht halten : 
erstlich dem Eigengewicht q des Körpers, welches im Schwerpunkt vereinigt 

werden kann, 
zweitens der ebenfalls im Schwerpunkt angreifenden und nach außen ge- ] 

richteten Zentrifugalkraft 



einem Kr&ftepaare, dessen Moment gleich 



Dieses Moment zerfällt in zwei Teile, von denen wir den einen erhalten, I 
indem wir w gleich Null setzen. Derselbe ist 

I «■-(•)»-■!. «CO.. 

und stellt also das Moment dar, welches einer einfachen Drehung des Bo- I 
tationskörpers um die vertikale Achse entsprechen würde. Zu diesem Moment 1 
kommt dann noch der Wert 



welcher in dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Geschwindigkeiten m und a 
seinen Grund hat und die Ereiselwirkung des RotationskSrpers genannt 
werden soll. 

Wir wollen uns nua die Achsen mehrerer solcher Rotationskörper in 
einem Hauptkörper so angebracht denken, daß sämtliche Achsen dieselbe 
vertikale Linie sclmeiden. Der ganze Körper, welchen wir der Kürie wegen 
gleich von vornherein einen Wagen nennen wollen, soll nun mit einer 
Winkelgeschwindigkeit w' um diese eben bezeichnete Vertikallinie herum 
geführt werden, während jeder der Rotationskörper eine ihm eigentümliche 
Umdrehungsgeschwindigkeit m für seine Achse empfangen sott. 

Wollen wir nun auf dieses KörpergehUde so, wie es vorher JUr die 
Rotationskörper geschehen ist, D' Alemberts Prinzip in Anwendung bringen, 
so ratissen wir bedenken, daß die wirkenden Krßfte im Falle des Glüch- 
gewichtes außer den sechs Bedingungen, welche für den starren Körper gelten 
würden , für jeden der Rotationskörper eine wettere Bedingung erflUlen 
müssen. Es muß nämlich die Summe der Momente aller derjenigen Kräfte, 
welche aut den einzelnen Rotationskörper wirken, in bezug auf die Achse 
des letsteren gleich Null sein. Daraus folgt aber sofort, daß diejenigen an 
einem der Rotationskörper wirkenden Kräfte, für welche das Moment in 
bezug auf die Achse des Körpers gleich Null ist, nach den für einen slairen 
Körper geltenden Regeln mit den am Uauptkörper angreifenden Kräften 
vereinigt werden können. 

Von den oben aufgezählten Kräften hat nun aber keine ein Momeid 
auf die Achse des betreffenden Rotationskörpers; alle dürfen deshalbfl 
so behandelt werden, als ob das Körpersjstem ein starrer Körper wäre. DaiH 





bgalknft flb- d^ ab i 



gtsMK SrslMU wenÜMdm laHto^ 
I starr gvteU« KflBiMr ■nl dia aofixt Mlbar m 
t ftr dw IctetenB. 
Iit P dw Gewalt 4m gum E8v|Mn, S £• BatfwBttsg srätM Sehiw 
pnnktM TOB der Totikalen DmdrakBü^sM^w, so ist dia StatrifMgmlknft 

C - ^Sm'*. 

FSr die Berechnung der UmdivhungswiibiBg wollen ivir die vcrvtnftdiendft 
Annahme macben, d&S die durch den Schwerpunkt und dia verlikiUe riii- 
drchongsschsc gelegte Ebene iwei der »um Schwerpunkt (r^höroudpu Hitupt- 
tiftglieitsadisen des ganzen Systems enthält. In diejiejn FftU« ujlmlioli stolU 
nch die ümdrehungswirknng in genau dendben Weis« dar, wie fllr einMi 
Rotationskßiper. Nennen wir ö den spitien Winkel, wolohen wne der Haupt- 
trSgheitsachsen mit der in der enr&hnten Ebene liegenden und iiai^h auSw 
gehenden HorizontaMchtang sicher einschließt, »j den lugehörigen llanpt- 
trigbeitsisdiDS und i, den lu der anderen der beiden fra^lichvn llaupttrig' 
heitsachsen gehörenden Radius, so stellt sich die Uiiidrchungs Wirkung in 
folgenden 



^^('1 



.nw 



Zu diesen fflr den Gesamtkßrper tu berechnenden Wii'kuiiKoii kommen 
nun Doub die von den einzelnen KotatiooHkSrpem buiTUhreiidKu Kiuixel- 
wirkungen, von denen eine durch die Formel 

m^ = — -- i'tata' cos a = — C 1^^ - . ma a 
dargestellt sei. 

Wenn nun die durch den Schwerpunkt gelegt« Aclisialobeno um den 
Winkel ß hinter der durch die Achse des RotationskOrpars gelegten Vertikal- 
ebene liegt, so kann das eben genannte Moment in die Komponenten 



zerlegt werden, von denen das erstere in der durch den Hcliwurj)Uiikt ge- 
legten Achaialebene wirkt, während das andere in einer i.n jnnur Hunkreahten 
Vertikalebene dreht. So stellt sich die Kreisel Wirkung Bftnitlicbor Botationi- 
kSrper in den beiden Momenten 
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dar. Wir wollen nun anuebmen, daß alle RotatioDskörper auf zwei horizon' 

tÄlen kreisförmigen Schienen ruhen, deren MittelpunktB aul' derselben Ver- 
tikalen liegen, und daß die Bewegimg der Rotationsk&rper ein Rollen auf 
jenen beiden Strecken ist. Die Berührungspunkte eines der Rotationskörper 
mit den beiden Schienen müssen dann auf einer erzeugenden Geraden des 
durch beide Kreise bestimmten Kegels sein, und die Acbse jedes der Rotations- 
körper muB durch den Scheitel dieses Kegels hindurchgehen. Wie im Übrigen 
die Rotationskörper gestaltet sind, ist für die Behandlung des mechaniscben 
Problems zwar gleichg^tig; wir wollen uns aber vorstellen, daß er die Ge- 
stalt zweier durch eine Achse verbundener Eader habe, deren Größen Verhältnis 
vermittels der soeben gegebenen Beschreibung geregelt ist. Der Keget, 
welcher durch die beiden Räder bestimmt ist und die Achse des Räderpaares 
zur Achse hat, rollt bei der betrachteten Bewegung auf dem Kegel mit 
vertikaler Achse, welcher durch die beiden kreisiormigen Strecken bestimmt 
ist Jeder zur Achse senkrechte Kreis auf dem beweglichen Kegel wickelt 
sich dabei auf einem horizontalen Kreise. Kennen wir die Radien zweier 
solcher zusammengehörigen Kreise, so kenneu wir auch das Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten w und »'. Wir wollen nnn als festen Kreis den- 
jenigen mit dem Radius S nehmen, über welchem offenbar genau senkrecht 
die Bahn des Schwei-punktes liegt. Den Radius des roÜenden 
welcher sich auf den eben bezeichneten Kreise abrollt, wollen wir r neoDeii. 
Dann ist offenbar 

SM-rH-«, 

wo V die Geschwindigkeit des Wagens bezeichnet. Dabei ist aber xu bfr- I 
denken, daß, wenn m' positiv ist, notwendig a negativ zu nehmen ist und | 
umgekehrt. So erhalten wir fär a den Wert — - — . Setzen wir nui 
Wert in die Ausdrücke für die Komponenten des Momentes der Kreisel Wirkung ■ 
ein, 80 gevrinnen vrir folgende Formeln 
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Wir wollen nun in bezug auf unseren Wagen und sein Geleis einige Vor- 
aussetzungen machen, welche in dem praktischen Falle der Eisenbahn wohl 
Htets erfllilt sind. Erstlich soll die Erhöhung der Süßeren Schiene im V«r 
h&ltnis zur Breite des Geleises höchstens gleich j^ sein; femer soll voiaui- 
gesstiit werden, daU die Dimensionen des Wagens im Verhältnis zum Kurven- 
radius (s) klein sind, höchstens etwa ^^. Dann sind die Winkel o sowohl 
für den Schienenkegel als auch für die Rotationsachsen der Räderpaare so 
klein, daß wir cos a in erster Näherung gleich 1 setzen dürfen. In Mi tritt 
sin ß auf, und man sieht, daß an und für sich die Bestandteile von Mi ii 
Vergleich zu denen von Mi, klein sind. Dazu kommt noch, daß ein Te: 
der Räder offenbar vor, ein entsprechender hinter dem Schwerpunkt liegen 
muß; die einzelnen Glieder erhalten also entgegengesetztes Vorzeichen, und 
mit um so größerem Recht wird mau M'^ gegen Mic vernachlässigen dürfeni J 
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In Mk wird man ferner für cos a und cos ß die Werte 1 setzen und erhält 
dann als Moment der Ereiselwirkung den Ausdruck 

Das Moment, welches die Umdrebungswirkung darstellt, wollen wir jetzt 
noch dadurch umgestalten, daß wir för tang a das Verhältnis aus Oeleis- 

erhöhung durch Schienenentfemung -r- setzen, dabei berücksichtigend, daß 

cos ff =» 1 werden darf. Femer soll der Trägheitsradius für die durch den 

Schwerpunkt gelegte Höhenlinie jetzt Jj^ (früher i,) und die entsprechende 
Größe für die Breitenrichtung J^ genannt werden. Dann ist 

^w^ S b' 

Es fragt sich nun, in wieweit die vorliegenden Ergebnisse auf die 
Wirklichkeit anwendbar sind. Wollte man mit einem Wagen stets nur ein 
und dieselbe kreisförmige Bahn durchfahren, so würde man ihm vielleicht 
genau die Eigenschaften geben, welche wir von unserem Fahrzeuge voraus- 
gesetzt haben. Bei den wirklich benutzten Wagen aber schneiden sich die 
verschiedenen Achsen nicht in dem Scheitel des Bahnkegels, sondern sind, 
soweit sie mit dem Wagen fest verbunden sind, parallel, und die Reifen 
der beiden Bäder eines Paares liegen nicht auf einer vom Scheitel des 
Bahnkegels ausgehenden Eegelfläche, sondern, auf dem Mantel eines Kreis- 
Zylinders, dessen Achse mit der Achse der beiden Bäder zusanmienfällt. 
Aber bei den tatsächlichen Qrößenverhältnissen , die oben schon erwähnt 
sind, erscheinen die Abweichungen des formulierten und behandelten Falles 
von der Wirklichkeit gering genug, um die für jenen ermittelten Formeln 
wenigstens als Annäherung an die Wirklichkeit zu betrachten. 

Die Wirkung der Bewegung in einer kreisförmigen Bahn besteht also 
erstlich in der von der Bewegung des Schwerpunktes herrührenden Zentri- 
fugalkraft 

[P Gesamtgewicht des Wagens, v Geschwindigkeit, 8 Kurvenradius, g Erd- 
beschleunigung] , dem von der Drehung des Wagens um die Vertikale her- 
rührenden Moment 

\Jj^ Trägheitsradius für den ganzen Wagen in bezug auf die Höhenrichtung, 
J^ Trägheitsradius in bezug auf die Breitenrichtung, h Erhöhung der äußeren 
Schiene, h Schienenentfemung], und dem Moment der Kreiselwirkung 

[q Gewicht eines Räderpaares samt Achse, r der Badius der Bäder, % der 
Trägheitsradius für Bäderpaar mit Badachse in bezug auf die geome- 
trische Achse]. 
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Beide Momeote wirken dahin, die innere Schiene zu entlasten mid d&fOr 
die Belastung der äußeren Schiene zn vermehren. Man kann deshalb die 
Wirkung der Umdrehung und die Kreisel Wirkung der Räder dadurch dar- 
Btellen, daS man den Angriffspimkt der Zentrifcgalkraft, welcher an und 
fOr sich mit dem Schwerpunkt zusammenfiele, erhöht ttnd zwar um 
beiden Strecken 

j| — i ' h 



1- = 



und 



Sind die Räderpaare i 
Formel schreiben 



offenbar statt dieser 



Vk" 



Fr ' 



wo Q die Masse der sämtlichen Rader mit ihren Achsen bezeichnet. 

Um uns ein Urteil über die Größenordnung der Kreisel wirkong in 
bilden, wollen wir *j^ für Verhältnisse beretjhnen, welche nngeßhr denen 
eines zweiachsigen Güterwagens entsprechen. Wir setzen P^ 10000 kg 
Q = 2000 kg, r = 0,5" und t' = | r*. Es ergibt sich 



'(* 



- 0,05 m 






Für einen beladenen Wagen wird, da das Gesamtgewicht P im Nenner 
steht, y)i noch kleiner. Nehmen wir z. B, an, daß die auf 15 t festgesetzt» 
Ladefähigkeit völlig ausgenutzt werde, so wird P nicht 10000 kg, sondern 
25 000 kg betragen, und es wird 



Für jj^ konnten leider keine genauen Zahlenwerte berechnet worden, da dia 
Trägheitsmomente des Wagens sieh nicht ermitteln ließen. Nimmt : 
aber an, daß die Breite des Wagens B = 2,85 m, die Höhe 3"= 3,5 m 
beträgt, und daß der Schwerpunkt etwa in der Höhe H = l,i liegt, daß 
ferner, was die Bahn betrifft, £ mindestens 200m und ^ höchstens = 0,1, SO 
kann man aus der leicht zu erweisenden Formel 



(Ä-jr + 



t} i k 



> 1.>- 



-g- + A)(g-g), 



onmittelbar schließen 



2,5 n 



1 > 'J^ > - 3,7 n 




Man erkennt hieraus, daß die von der Drehung des Wagens berrüfarendfl 
Wirkung vergleichsweise gering ist gegen die Kreisel Wirkung der Hader. 

"angen wir denn zu folgendem Resultat. Bei gleichförmiger Be- 
wegung des Wagens in kreisförmigen Bahnen ist die Kreisel Wirkung der 
Bfiderpaare verhältnismäßig gering im Vergleich zur Zentrifugalkraft. Will 
man sie trotz ihrer Geringfügigkeit berflckBichtigen, so kann man das in der 
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eise tun, daB man den Angriffspunkt der Zentrifugalkraft vom Schwerpnnkt 
1 die Stre<;ke 



^ Fr 



in die Höhe rückt. Hierin bedeutet q das Gewicht eines Radsatzes, r den 
Radius des zugehörigen RSderpaares, i den Trägheitsrad iu» des Satzes und 
endlich P das Gewicht des ganzen Wagens. Sind die Radsätze gleichartig, 
so kennen anöer P auch i und r aus der über alle Badsätze siu erstreckenden 
Summe genommen werden, und die Formel lautet einfacher 

wo P das Gesamtgewicht des Wagens und Q dasjenige des rollenden Teiles ist. 



Über konjugierte PajraUelstrahlen eines polaren Feldes. 
Von Richard Müller. 

Ein Kegelschnitt weist jedem Punkte seiner Ebene als Pol eine Gerade 
seiner Ebene als Polaro zu und umgekehrt. In dem polaren Felde heißen 
2 Geraden konjugiert, wenn die eine und folglich jede durch den Pol 
der anderen geht. Einer bestimmten Geraden g des Feldes sind daher oo' 
Geraden konjugiert, nümlich alle diejenigen Strahlen, deren Träger der Pol 
G von g ist. unter den Strahlen dieses Büschels verdienen aber offenbar 
zwei eine besondere Beachtung, nämlich derjenige, welcher zu p parallel 
und deijenige, welcher zu g normal ist. Während nun die Theorie der zu 
einander senkrechten konjugierten Strahlen wegen ihrer nahen Bcaiehung zu 
den Brennpunkten des Feldes und zu den konfokalen Kegelschnitten wohl 
bekannt ist, wurde (soweit ich die Literatur übersehe) den konjugierten 
Parallelstrahlen bisher wenig Beachtung zu teil. Im folgenden hoffe ich zu 
zeigen, daß auch auf die bisher bekannten Siltie über die konjugierten 
Normalstrahlen ein neues Licht fällt durch die gleichzeitige Betrachtung 
der konjugierten Parallel strahlen ; außerdem haben die in den teilten Jahren 
veröffentlichten Arbeiten des Herrn Stanislaus Jolles') den innigen Zu- 
sammenhang dieser konjugierten Paralletstrahlen mit der Theorie der Träg- 
heitsellipsen dargetan, nnd ich selbst behalte mir vor, demnlichst die 
Anwendung der gewonnenen Itesultate auf die geometrische Mechanik mit- 
zuteilen. 

I. In einer Ebene ® betrachten wir ein polares Feld £ unabhängig 
von der Natur seiner Inzidenzkurve ; ein beliebiger Punkt M sei der Mittel- 
punkt, und einem beliebigen Punkte P als Pol gehöre eine beliebige Gerade 
p als Polare zu. 

1) Man vergleiche insbesondere r JoUea, SjnthetiBcbe Theorie der Zentri- 
fogat- and Trägfaeitamomente eines ebenen Fläcbenstücks. Archiv der Math. u. 
Fhj8. (3) 2, 8. iil. 
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Drehen wir einen Strahl ff um P, so bewegt sich sein Pol G auf p, 
und zwar wird dadurch der Strahlenböschel P projektiv auf die Ponktreibe 
p bezogen; beziehen wir aber gleichzeitig den Strahlenbüschel P perapektjv 
auf die unendlich ferne Gerade, so wird zwischen dieser uad p eine pro- 
jektive Beziehung hergestellt; beide Punktreihen erzeugen also einen para- 
bolischen Strahlenbüschel 11. 0., wobei der Strahl PM den Beriibrungspunkt 
P(, von p mit dem der unendlich fornen Geraden verbindet. Also: „Dreht 
sich im polaren Felde 2 ein Strahl um einen Punkt P, so nmhüUen seine 
konjugierten Parallelstrahlen eine Parabel n/>, für welche der Zentralstrahl 
PM der zur Tangente p konjugierte Durchmesser ist." 

n. Im polaren Felde £ ist der Punkt P Trttger einer bestinuoten 
Strahlen in volution; es seien (Pig. 1) g und g' ein Paar ihrer konjugierten 
Strahlen, G und ff' deren Pole auf j). Wir wollen nun in die Ebene g 
ein zweites polares Feld II legen, welches durch die Parabel np als Inzidenz- 
kurve definiert werden soll. Hierin hat die Tangente p ihren Berührungs- 
punkt /'o als Po!; P und 2'^ liegen 
" auf einem Parabeldurcbmesser, folglich 

hat P zur Polaren eine Gerade p^, 
die zu p parallel ist und durch den 
Punkt I\ lauft, der von P doppelt so 
weit entfernt ist als P^. In dem 
polaren Felde 77 muß also der Pol 
von g auf p^ liegen und außerdem auf 
einer Geraden, die man erhält, wetm 
man g in der ihr parallelen Parabel- 
tangente 3o spiegelt. So ergibt sieh, 
daß der Pol von g eben der Punkt ff, 
ist, in dem g' und p^ sich schneiden, 
d. h. „der Punkt P trägt in den beidea 
kollokalen polaren Feldern S und JI 
dieselbe Strahlen in volution'', 
* '■ Für jede Parabeltangente g^ ist 

daher der Berührungspunkt Gg sofort bestimmbar mittels des durch ff, 
gehenden Parabeldurchmessers. 

m. Es empfiehlt sich, von nun au das polare Feld £ durch Hinm- 
fügung seines Mittelpunktes als £ji zu bezeichnen; wir wollen nämlich in 
dieselbe Ebene noch ein drittes polares Feld £p legen und dies dadurch 
definieren , daß wir P als Mittelpunkt und irgend zwei in X^ konjugierte 
Strahlen von P als konjugierte Durchmesser wählen und außerdem der Ge- 
raden p den Punkt M als Pol zuweisen. ') Dadurch ist erreicht, daß die 
Strahl enin volution, welche P in Sa trägt, identisch ist mit der Durchmesser- 
involution, die P in Zp trägt und analog für M; und femer kann jeder Punkt 
von p doppelt aufgefaßt werden, nämlich in £jf als Pol eines durch P 
und in £p als Pol eines durch M gehenden Strahles; diese beiden dem- 
selben Punkte von p entsprechenden Strahlen laufen aber parallel. Drehen 
wir also in £m einen Strahl um P und gleichzeitig in £p einen Strahl um 
M, so sind die von den konjugierten Parallelstrahlen eingehüllten Parabeln 

I) Ea gelten die folgenden Entwickelungen also 
daB 3f im Endlichen liegt. 




I 
I 

I 



unter der Vorausietxung, 




22. Sitzung, 20, Jam 



47 



np und jijf identisch; wir wollen diese gemeinsame Parabel daher mip 
nennen und das durch sie definierte polare Feld TIup. Also: „Sowohl der 
Funkt P als auch der Punkt M trSgt in den 'i kotlokalen polaren Feldern 
"Sjf, -Sp, IImp die gleiche Strahleninvolutioa." 

rV. Sind inabesondere an, bu die beiden Achsen von ^m, und ap, bp 
diejenigen von Zp, so schneidet (Fig. 2) der Kreis, welcher durch die 
3 Ecken des Draiaeits bu. ap, hp geht, aus der Achse ajf die beiden 
Brennpunkte Fu, F'n von Zji aus und ebenso der Kreis, welcher dem 
Dreiseit bp, a^, by umbeschrieben ist, aus ap die beiden Brennpunkte Fp, F'p 
von Sp. Diese Kreise geben also ein Mittel, fßr jedes der beiden Felder 
die Haupt- und Nebenacbse von einander zu unterscheiden; die Hauptachse 
jedes Feldes trennt die Brennpunkte des anderen. 

Die genannten beiden Kreise schneiden sich aofier im Schnittpunkte 
der beiden Nebenachsen bin bp noch ia einem Punkte Fmp, welcher der 
Brennpunkt derjenigen Parabel ist, die dem Vierseit Ojj, bj(, ap, bp ein- 
beschrieben werden kann. Diese 
Parabel vmp ist aber nichts 
anderes als die wohlbekannte 
Parabel konjugierter Nonaal- 
Btrahlen, welche hier in doppelter 
Weise eraeugt werden kann, 
gerade so wie die vorher be- 
trachtete Parabel konjugierter 
P&rallelstrahlen, durch Drehung 
eines Strahles entweder in £ii 
um P oder in Zp um M; der 
Zentralstrahl MP ist für diese 
Parabel vmf die Leitgerade. 

Fassen wir nun bjf, fc 
2 Seiten eines Dreiecks auf und 
(tu, dp als die zugehörigen Höhen, 

so erkennen wir, daB F^p der --o- 

Fußpunit der dritten Hohe auf der dritten Seite ist; die Winkel des Fuß- 
puuktsdreiecks MPF^p werden aber durch die Höhen halbiert. Die Strahlen- 
involutionen der Punlrte M und P bleiben aber dieselben in /Imp, die 
Achsen halbieren daher daselbst den Winkel zwischen Durchmesser und 
Brennstrahl, d. h. Fmp ist auch der Brennpunkt von nnp. Zusammen- 
fassend haben wir also: „Dreht sich im polaren Felde E^ ein Strahl g 
um einen Punkt P, so umhüllen seine konjugierten Parallel- 
strahlen eine Parabel n^p, seine konjugierten Normalstrahlen 
eine Parabel v^f- Beide Parabeln haben denselben Brennpunkt 
Fmp, för jene ist die Zentrale MP ein Durchmesser, für diese 
die Leitgerade. Beide Parabeln haben die Polare p von P als 
einzige gemeinsame Tangente; tn jedem Punkte von p schneidet 
eine Tangente der einen Parabel die zu ihr senkrechte Tangente 
der anderen. 

Wird das polare Feld Xj, mit dem polaren Felde £p ver- 
tauscht, bleiben beide Parabeln unverändert. Wird das polare 
Feld Zu durch ein ihm konfokales ersetzt, so ändert sich Zp 
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geäsdi 



in ein konfokales Fe 
ine konfokale Parab« 
rt bleibt. 



.nd auch die Parabel njr^ . 
w&brend die Parabel vmr 



Drebt sich 



Strahl 






die 



äiden Parabeln n und v ihren Brennpunkt in P." 

wollen wir noch eine metriscbe Beziehung erörtern, 
welche die beiden Punkt« P und ¥^p verknüpft. Bewegen wir nämlich 
den bisher festgehalten Punkt P im polaren Felde Em, so bewegt sich auch 
der Punkt Fiir\ beschreibt dabei der Punkt P eine beliebige Gerade A, so 
behalt die aus den konjugierten Normalstrahlen eryeugte Parabel vmp drei 
unveränderliche Tangenten, nämlich die beiden Hauptachsen a*, hu ußd 
den zu h konjugierten Normalstrahl; daher muB der Brennpunkt i'vp sich 
auf einem durch M. gehenden Kreise bewegen. In der Tat können wir 
auch sofort feststellen, daß zwischea den Punkten P und Fmp eine Art 
Kreis Verwandtschaft besteht. Für den Kreis nämlich, der durch P, Fjr, F'm 
geilt (Fig. 2), ergibt sich als Potenz des Punktes M der Doppelwert 
JtfFi,- JlfFi = JtfP- JtfF„P oder MT-MF^p^W wenn 2f den Abstand 
der beiden Brennpunkte bedeutet. Also; 

„Wenn wir den Punkt P invers abbilden in beiug anf den Kreis, der 
den Brennpunktsab stand zum Durchmesser bat, und das erhaltene Bild in 
der Hauptachse spiegeln, so finden wir den Punkt F^p- Bewegt sich P 
auf dem Durchmesser JtfP, so bewegt sich F^p auf dem symmetrisch zur 
Hauptachse liegenden Durchmesser MFmp; dabei umhüllt die Gerade PF^p 
eine Hyperbel, welche dem polaren Felde Eu konfokal ist und die geoannt«!) 
beiden Durchmesser zu Asymptoten hat." 



I 
I 




Die Nepersolieii Logaritluueu sind mit den natörliclien im wesentUctaeu j 
identisch. 

Von M. Koppe. 

Die Potenzen mit Bruchexponenten waren nnr in unsicheren Keimen 
vorhanden , als die Logarithmen entstanden. Diese erst haben dazu bei- 
getragen, dem Begriff der allgemeineu Potenz Geltang zu verschaffen. 

Die geometrische Heibe der Potenzen von 0,99 ist leicht zu heroclmen, 
indem man von jedem schon berechneten Gliede den lOO*"" Teil wegnimmt, 
Sie ist von Stevin 1585 zur Benutzung bei Zinseszins-Äufgaben aufgestellt 
worden. Mit Eecht bemerkt Zeuthen, daB hier schon eine brancbbon 
Tafel zu logarithmiscbem Rechnen vorlag, aber niemand kam damaJs auf 
den Gedanken, sie so zu benutzen. 

Äbnliche Reiben verwandt« Neper (1550 — 1619) hei der Herstellung 
seiner Logarithmen, die 1614 erschienen; doch sind damit die Grundlagen 
seiner Erfindung nicht erschöpft. 

Wir geben deshalb zunächst eine Probe der 1620 zu Prag ersohienenen 
Pwgrefltafel des Jobst Byrg (ir)52— 1632), deren theoretische Orundlagv 
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einfacher ist. Links stan(Jpa die rofgedruckten Exponenten der rechts be- 
rechneten Potenzen von 1,0001. Unwesentliches ist modernisiert'): 
1,00000000 



W 



1 


1,00010000 
1,00020001 


6 931 


1,99983635 


6 932 


2,00003633 


10000 


2,71814593 


14 979 

14 980 


4,47195247 
4,47239967 


23 027 
23 028 


9,99999779 
10,00099779 



Um interpolieren zu können, denke man sich etwa ein Kapital 1,0000, 
welches so verzinst wird, daß es in jeder Stunde seinen Wert am den 
Bruchteil j^^ vergrößert. Dann ist es leicht, auch für zwischenliegende 
Zeitpunkte den Wert des Kapitals zu definieren. Nach dem Algorithmus 
der Entstehung der rechten Kolumne ist die Differenz fiberall gleich der 
vorangehenden Zahl, wenn man in ihr das Komma nnd die letzten 4 Stellen 
tilgt So &nijet man: 



Log 


Nuni 


6931,8183 
23027,0022 


2,00000000 

10,00000000 



Die letzte Zahl, der log Byrg 10, ftlhrt den Namen „ganze rote Zahl", 
entsprechend der Bezeichnung „Sinns totns", und dient d&KU, die obige 
Tabelle bei Multiplikationen, Potenzierungen etc. auch dann zu verwenden, 
wenn Zahlen vorkommen, die das Gebiet von 1,0000 bis 10,0000 über- 
schreiten. Z. B. wird y20 so berechnet: 

log BjTg 2= 6931,8183 Y2Ö = 4,i719 bUl 
log Byrg 10 ^ 23 027,0022 -|- 0,4103 ■ 44720 ■ 10" " 

= 4,4719 5247 
+ 1 8348 



log Byrg 20 = 29 958,8205 
log Byrg Y2Ö = 14979,4103 



4,4721 3596 



Hier haben offenbar die Byrgschen Logarithmen die Basis 1,0001. Auf 
die Stellung des Komma im Logarithnins kam aber nichts an; dividiert man 
alle Logarilhmen durch 10000, so steht 1,0000 als Logarithmus neben 
2,71814593 =f, und neben irgend einer Zahl e der ersten Kolumne steht 
ß = 1,0001""'*"' = {". Diese Einfügung des Komma bringt also Byrgs 
System auf 4 Stellen mit dem natürlichen in Übereinstimmung. 



1) Byrg schiebt das Komma linke u 



le, rechts um 3 Stelleo nacb rechta. 



60 



Sitzungsbericlit« der Berliner Mathematieclien Gesell ackaft. 



Byrgs Reclmimgen scbeint sein Freund Kepler Tor dem Erscheinen I 
der Tafeln nicht gekannt zu haben. Er erwähnt sie erst 1627 in den 
Tabulae Rudolphinae an einer oft falsch aufgefaßten Stelle, vährend er 
für die Nepersche Entdeckung und die Leistungen von Briggs (1561— 1630) 
sofort das größte Intfiresse bekundete. 

Die Schwierigkeit des InterpoUerens haftet jedem känatlichen Sjstem.1 
an. Sie fällt aber bei Byrg wegen der Kleinheit der Stufen praktisch nicht 1 
ins Gewicht, wahrend bei der Eeihe 1, 10, 100, 1000 ... nur durch c 
stSndliche Badizieningen die Zwischenstufen zu gewinnen wären, Nej 
hatte diese Schwierigkeit durch einen genialen Gedanken von Grund i 
beseitigt. Er setzte äberhaupt nicht im voraus fest, daß irgend eine Zahl 
(Basis) einen bestimmten Logarithmus (1) haben sollte. 

Er erläutert seine Gedanken an einer Bewegungsaufgabe, Von einem 1 
festen Punkte eines Kreises von 1 Meile Radius gehen zwei bewegliche ' 
Punkte aus, der eine auf der Tangente mit einer Geschwindigkeit von 
1 Meile in der Stunde, der 

- * - — -— * andere auf dem Radius nach 

dem Zentrum hin, so daß s 

Geschwindigkeit mit demselben ■ 

Änfangswerte (1) beginne and I 

dem Abstände vom Zentrum 

proportional sei. Gehören 

den Äbsiässen t,li,lj des ersten 

zweiten Punktes, so ist leicht zu sehen, 

also zur Abszisse 3 t der Abstand r* 

nach rj die Geschwindig- 




i 
I 

1 



Punktes die Abstände r, r,, f, dt 

daß zur Abszisse tj + 'j gehört r, 

etc. (Satz I). Femer, da beim tJborgange von 

keit von r^ bis r^ variiert, so liegt die Zeit für diesen Übergang zwischen 

— und -' '- , zwei Werten, die auf viele Stellen übereinstim 

wenn r, nahe bei r^ liegt. Diese Zeit muß aber = t^ — (, sein (Satz II). 
Hiermit ist eine sichere Grundlage fiir den Übergang von einem Werte- J 
paare (r,(i) auf ein benachbartes (r^f,) gegeben. 

Um ein fundamentales Wertepaar (r, f) zu erlangen, setzt Neper J 
r = 1 — 10" '= a. Zur Durchlaufung des Weges jifi = 10~' ist nach (11)1 

eine Zeit « nötig, die zwischen — — und — -^ liegt, also in Anbetracht. | 

der geringen und fast gleichmlLfligen Änderung der Geschwindigkeit am besten 
gleich dem arithmetischen Mittel gesetzt wird, a = 0,000000100000005. •) 
Dann gehören zu den Abständen r ^^ a', a*, . . ., a'"" die Abszissen 
t=2a, 3«, .. ., 100a. Die geometrische Reihe o, a*, . . ., n"* wird leicht 
berechnet, indem man immer den lOOGOGW" Teil jedes Gliedes subtrahiert. 
Man erhält 



= 0,99999000004950, 



= 100 tt 



= 0,0000100000005. 



I 



ht 



I) Neper drückt r und t in Zehnmitlionteln aus; das fandamentale Wert«paar 
lastet also bei ihm r^ 9999939. u ^ 1,00000006, ferner iit Sinus 30° = 60000000 
in Teilen, deren der Radius 100000000 enthält, und der zugehörige Logarith- 

= 6931172. 




SS. Sitzong, SO, Januu 1901. 
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So könnte man aber nicht fortfahren, bis m&a etwa von r = 1 auf r ^ J^ 
käme. Dos würde meoschJiche Arbeitstraft weit übersteigen. 

Deshalb geht Neper mittelst des Satzes (11), nicht mittelst empirischer 
Interpolation, von a'** auf das benachbarte Ö — 0,99909 = (1 — 10~') ttber 
und findet ( — (i = 0,00001000005000, Daraus ergehen sich ku r = ä', . . ., 6" 
die Absüsseo t =^ 2 ß, 3ß, . . ., 50ß. Die geometrische Bolhe ist wieder 
leicht zu berechnen. Man erh&lt 

r — fc" = 0,9995001234804 »), ( = 50 13 = 0,0005000025000. 

Von dem letzten r = d'* geht man auf den benachbarten Wert 
a = 0,9995 = (1 — ^) mittelst des Saties (D) übflr, man findet 
t^y = 0,00050012504168.») 

Durch bestandige Subtraktion des 2000"^ Teiles erhalt man r — c*, 
c\ . . ., c*", und zwar 

r = c*»— 0,9900474, i = 20j' = 0,01000250083364. 

Jetzt geht man über auf das benachbart« 

r = (i = 0,99, ( =. J = 0,01005033585350 

und bildet nun die Reihe der Potenzen von d, die mit Stevins Reihe 
übereinstimmt. Sie ist mit Neper mindestens bis zu r = ^i '^°^^ hesser 
bis zu r — ,0 fortzusetzen. 

Neper stellt nun eine Art Schachbrett auf, dessen Felder viele 
Kolumnen, aber nur 20 Reihen bilden. 





d.e 


d'.Si 




d", 69 S 


... 


cP», 229 i 


',r 












d-,2, 






c'(?", 2 >■ + 69 Ä 




















c", aoj- 















In jedem Felde steht das Produkt des die Kolutnnc und die Reihe ein- 
führenden Numerus, ferner die Summe der dort stehenden Logarithmen. 
Ana dieser — nicht ausfühi'lich veröffentlichten — Tabula radicalis entnahm 
Neper, unter Benutzung des Satzes {H), zu allen Sinns von Minute zu 
Minute die zugehörigen Logarithmen, die in dem Buche Mirifici logarith- 
monun canonia descriptio 1614 veröffentlicht wurden. Die eben mitgeteilte 
Darlegung seines Verfahrens steht in dem nachgelassenen Werke CoU' 
stmctio, 1619. 



1) Bei Nepet 0,SS96001SS3S. 
3^ Bei Neper 0,000500 IS 186, i 



) 37 • 10 ** oder (lO " dei wahren Wortes 
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Man findet z. B. in der Kolumne cfi^ auf den Zeilen c^^ und c^: 



woraus log Neper 0,5000000 = 0,6929252 

+ 2220 



N 
L 

N 
L 


0,5001110 
0,6929252 

0,4998609 
0,6934253 



d. i. log nat 2. 
Femer in der Kolumne cP^ auf den Zeilen c* und c*: 



0,6931472 *) 



N 
L 

N 
L 


0,100005799 
2,3025271 


0,099955796 
2,30302728 



woraus log Neper 0,10000000 = 2,3025271 

+ 580 

= 2,3025851 
d. i. log nat 10. 

Auf diese Art fllnde man 14 richtige Stellen der natürlichen Logarithmen. 
Die obigen Zahlen sind nach Edward Sang (in William Bae Macdonalds 
englischer Übersetzung der Gonstructio) verbessert, bei Neper ist infolge 
des oben 'angedeuteten Bcchenfehlers jeder Logarithmus um -| * 10~^ seines 
Wertes (nach Zeuthens Formulierung) zu klein. Dagegen sind in der 
Nachberechnung des Ursinus (Kölln an der Spree, 1624) die Logarithmen 
richtig. 

Die gewöhnliche Ansicht, Neper habe dem Logarithmus „10~^n" zu- 
geordnet den Numerus (1 — 10"*')**, ist hiemach falsch. Sie würde besagen, 
daß er ein künstliches System mit der Basis (1 — 10"" ')*®^ aufgerichtet 
hätte. Vielmehr hat er der Zahl (1 — 10"^)" zugeordnet den Logarithmus 
10-^ •n(l + 1 10-^. Dieser Logarithmus wird =1 fttr «=10' (l — 1 10"^, 
also für einen Numerus €, für welchen ist 

log nat £ = n log nat (1 — 10-') 10'(l-|lO-')-(10""'+ilO""")=--l. 

Also ist € =» — die Basis der Nep ersehen Logarithmen. Doch ist dieser 

Formelbeweis überflüssig, da das Vorige zeigt, daB Neper durch seine 

1 

df I df 

Rechnung der Definition — = — df, ^== I — zu genügen gewußt hat. 

Ln Vgrwort zu Wrights englischer Übersetzung der Descriptio bemerkt 
Neper, er habe vor, alle Logarithmen durch die obige Zahl 2,3025851, 
d. h. log Nep. ^, zu dividieren. Dadurch käme zu ^ der Logarithmus 1. 
Man kann das so deuten, daß er statt der Stunde eine neue Zeiteinheit, 
== 2,3025851 Stunden, einzuführen willens war. Er sah also, daß der Über- 
gang zu dem mit Briggs besprochenen neuen System nur eine Änderung 
des Maßstabes war. 



1) Bei Neper 0,6931469. 
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Über die Stabilität der Bieg:iing. ' 

Von H. Eeißner. 

Wenn ein Träger, der durch Kräfte in einer bestimmten durch seine 
Längsachse gehenden Ehone auf Biegnng beansprucht wird, vriri schaftlich 
zweckmäßig konstruiert werden soll, wird man im allgemeinen seinen Quer- 
schnitt in dieser Ebene recht hoch und in der dazu senkrechten recht 
schmal oder, genauer ausgedrückt, das eine HaupttrBgheitsmoment recht 
groß, das andere recht klein machen. Aus der Erfahrung weiß man aber, 
daß man in dieser Art der Querschnittsbemessnng nicht ku weit gehen darf, 
wenn man nicht gewärtig sein will, daß der auf Biegung in einer Ebene 
beanspruchte Stab aus dieser Ebene herausgehen und nach der Seite weg- 
kippen soll. Wo diese wichtige Grenze liegt, dafiir gab es bis zum Jahre 1899 
nur Faustregeln. Erst im geaannten Jabre ist es den Herren Michell') und 
Prandtl*) fast gleichzeitig und unabhängig von einander gelungen unter 
gewissen Annahmen die Bedingung der beschriebenen Art der Instabilität 
aufzustellen. Die von den Genannten aufgestellte Stabil! tätsbodingung setzt 
voraus, daß die Biegungasteüigkeit unendlich groß gegen die Torsions- 
steifigkeit ist und ist insofern unvollständig. Femer werden für die Ab- 
leitung umständliche und unscharfe geometrische Betrachtungen benutzt, 
deren An näh erungs Voraussetzungen undurchsichtig sind. 

Des Verfassers hier mitgeteiltes Ergebnis ist einesteils für jedes Größen- 
verhältnis der Torsi onssteifigkeit zur Biegungssteifigkeit gültig, sodaß es 
die Michell-Prandtlsche Stahilitätshedingnng als Sonderfall enthält und 
benutzt andererseits zur Ableitung keine geometrischen Betrachtungen, 
sondern die Kirchhoffschen Gleichungen der raumliehen Stabbiegung, in 
denen die geometrischen Betrachtungen schon bei der Aufstellung der 
Gleichnngen einwand&ei erledigt sind. 




Ein Balken von der Länge l und von kon- 
stantem Querschnitt sei an einem Ende eingespannt 






1) A. G, M. Michell, Blaetic etabUitj of long beanu onder transverse foicei. 

Mag. Sept. 1899. 

S) Frandtl, Über einige FBJle der Eippelaatizilät, Hünchen, Diuertation 



Phil. Mae. Sept. 
Nor. 1899. 
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und am anderen Ende durch eine Einzelkraft in der Richtung einer Hanpt- 
trägheitsachse des Querschnitts belastet. Es wird die Frage aufgeworfen, 
ob die LSngsachBe des Baliens in der durch Kraftrichtung und Anfangslage 
der LSngsachse bestimmten Ebene bleibt. 

Zunächst führen wir folgende Bezeichnungen ein: Eb bedeute (siehe Abb.) 

Ji den Zug- Elastizitätsmodul des Stabmateriala. 

Jj das größere Haupttrögheitsnioment des Querschcitta. 

J, „ kleinere ' „ „ „ 

A = E/j die gröQere Biegungssteifigkeit des Querschnitts. 

B — EJf „ kleinere „ „ „ 

C die Torsi onssteifigkeit des Querschnitts d. h. den durch das Krafle- 
paar 1 hervorgerufenen Verdreh ungs Winkel der Länge 1. 

X und X die Krümmungen der StabachBC in den zu den Hauptträghelts- 
achsen gehörigea Ebenen, 

r den auf die Länge 1 bezogenen Verdreh ungs Winkel. 

G das am freien Ende am Qucrschnittsmittelpunkt wirkende Gewicht- 

JV, die von einem Querschnitt auf den benachbarten ausgeübt« Kraft 
in Richtung der ursprünglich wagerechten HaupttrBgheiteachse. 

N^ die entEprecheude Kraft in der Richtung der ursprOnglich senk- 
rechten EauptttSgheitsachse. 

T die entsprechende Kraft in der Längsachse des Stabes. 
"Der positive Eichtungssinn von K^ falle mit dem der ilaßeren Kraft 
in der ursprünglichen Lage zusammeo, über die positive Richtung von N^ 
und T brauchen wir hier nichts auszusagen. 

Mit diesen Bezeichnungen lauten die 6 Kirchboffschen Gleichgewichts- 
bedingungen') für ein Stabelement; 
dN, 



(1) 



Wir fragen nun, wann der Stab anfangt aus seiner Ebene heraus- 
Kutireten, d. h. wann eine Variation von dem Zustand i = 0, i = 0, ^, = 
Zustand, wo i, t, JT, nicht verschwinden, eine mOgliche 
Gleichgewichtsform ergibt. Daß dieser Zustand dann beginnt der stabilere 
zu sein, folgt daraus, daß seine Formänderungsarbeit größer und damit seine 
potentielle Energie kleiner ist, als die mit der ebenen Biegung verbundene. 

Bezeichnen wir jetzt der Kürze wegen die vom Zustand der ebenen 

1) Siehe z. B. Ä. E, H. Love, Elasticity Vol. H p. 69ff. 




ds 


- »,. + i-j - 





dN, 
"87" 


- r« + »,. - 







y,j + !f,x- 





^f-; 


- (ü - C)J, 


-S, 


"f. 


-(C-J).« 


-- 


4: 


-{A- £)«! 


= 0. 




13. Sitzung, 34. Febru&r 1904 55 

Biegung aus vorgenommenen Variationen der yorbommenden Größen mit 
demselben Buehstaben wie die Größen selbst und ihre Wert« für ebene 
Biegung mit dem Index 0, so ergibt die Variation der ersten und der beiden 
letaten der Gleichungen (l) 

3» 



= 



(O 



- {A - B)x^i - 



wahrend fUr den Zustand der ebenän Biegung gilt 

Wir wollen nun voraussetzen, daß bei der ebenen Biegung die Winkel- 

änderungen der Stabachse so klein sind, daß wir N^ ^ G setzen dürfen. 

Dann erbalten wir aus den Gleichungen (l ') die Beziehungen 

'■^> '-Od,' 

(3) B?^-(c-^)i?J + y,-o, 

(4) l'-^-(A^S)^.X-0. 

Die Variationen der auf die senkrechte Biegungsebene bezüglichen Größen 
X, Nf, T sagen uns nichts Wichtiges. 

Durch Einsetzung der Gleichungen (2) und (4) in Gleichung (3) ei^ 
halten wir 

(5) s -~-r g-T + «ps' -s-*- + «5'J/i = 0, 

ABC ' P ~A ' 

Unter Berücksichtigung der Bedingung, daß für s = 0, i = 0, d. h. 
nach Gleichung (2) -^^ = sein muß, weil am freien Ende kein Dreh- 
moment wirkt, lautet die Lösung der Differentialgleichung (5): 

w = „ fi _ "*' . «V(*P + 1) _ «V(4^+l)( a p+l) 1 

» L *-S-l"''87-64Bl 12 11-98-7.6-*-8-l"'""J 

^ L 7 6. 4 "•" 11.10.8.7.6-4 16 ■ 14 • 18 ■ 11 • 10 ■ 8 • 7 ■ 6 ■ 4 "" 

wo a und b Integrationskonstanten sind, die aus den folgenden Bedingungen 
bestimmt werden müssen: 

für fl = ; ist i = d. h. aus Gleichung (4) —^ — , 
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da am eingegpsjmten Ende die wagereckt« Hauptträgheitsachse ihre 
nielit geändert hat, also die senkrechte äußere Kraft ff weder eine Koi 
ponente Dach dieser Achse besitzt, noch ein Biegon^smoment um d 
Achse hervorrufeD kann. 

Stellen wir diese Bedingungsgleichungen durch Differentiation her, 
erhalten wir 2 homogene, lineare Gleichungen für a und b. Im allgemeine 
sind also a und b = d. h. JT, = A = t = his zu dem Augenblick, wo 
die Nennerdetenuinante ihrer Bestimnrangsgleiehungen Yerschwindet. För 
diesen Fall nird b durch a auBdrückbar, nnd a kann jeden beliebigdo. 
Wert annehmen. 

Von diesem Augenblick an wird die riiumUohe Biegungslinio möglich, 
Wink elilnderun gen können nicht mehr als unendlich klein betrachtet werden, 
und die wirklich eintretende Biegungslinie müßte aus den Kirchhoffschen 
Gleichungen ohne die Voraussetiung unendlich kleiner Variationen bestiBiinl 
werden. 

Die wirkliche Gestalt der Biegong^jlinie geht uns ftir die vorliegende 
Frage aber wenig an, vielmehr sollte nur die Bedingung der StabilitSt ge- 
funden werden. 

Rechnen wir die Determinante, deren Glieder unendliche Heihen sind, 
aus, so ergibt sich als Bedingung der Stabilität die einfache transzendente 
Gleichung: 

(6) 1 - «' JTT75 + « ' ».;.(i.4.3.a 



Diese Gleichung geht 
über, wenn wir darin fl => — 




'^ '■ 12. II. 10. B. 7.6. LS. S ''" "• 

on Michell und Prandtl gefunden« 
d. h. ji oo groß gegen C setzen. Diese 
Näherungs Voraussetzling kann zwar bei sehr dünnen Querschnitten gemacht 
werden, und ihr Ergebnis stimmt dort sehr gut mit den von den genanntes 
Forschern angestellten Versuuhen überein, unzulässig ist sie in andern nicht 
minder wichtigen Fällen, bei denen die Breitendimensionen des Querschoitita 
nicht sehr klein gegen seine Höhe sind z. B. in dem Fall, daß es sük; 
um die seitliche Absteifung der Hlechtriiger des Bmckenbaus handelt. 

Die Benutzung der Gleichung (6) muß etwa so erfolgen, daß ftir tat* 
scbiedene Werte ß = — ^ — '- die Unbekannt« a = ■ — p r ^ — berechnet wird, 
was ja bei dem geringen Grad von Genauigkeit, der dabei nötig ist, etwa 
bis zur zweiten Dezimale, gar keine Schwierigkeiten hat. Diese Anft* 
rechnung soll an anderer Stelle gegeben werden. 



1 
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I 




C. Rani, 3. rue BMlie. Pub. | 9ms X C", Beat» «t BUa. 

L'Knseignement 

Mathematique 

Ctiroaiqn* *ciODliri<)a« — MiUngai — Bibli >, 
Revue inUrn&tioule panUsanl Uma lu dons iuoIk. 

C.-A. Laisant (Paris) ot H. Fohr (Genöyo) 

»oc U ciillikiroiatiaa de A. Bohl (HonlpolUer). 
6' unj«, IMM. Prix d« l'nhotnuimMt aacuel: Fr, 16. — =— Mk. 15t.- 

tiM atKno/CneaU poUT Im pttre de Utif(ue alleraude toai lefin 
pw 1k mKiaon (ieotg & C" ^ Itilts, vt ciiui tiioe Ib« [ilmütvi 



EINLADUNG ZUM 
III. INTERNATIONALEN 

MATHEMATIKER-KONGRESZ 

VOM 8.-I3. AUGUST 1304 IN HEIDELBERG. 



Der AusschuB für die Vorbereitung 
des III. internationalen Mathematilter-Kongresses: 

A. BHII-T1iblRg>i>. M. Cutor-Htldilhcra. M. DlitHI-SlraBliwrg. W.V.DyolC- 
MBatAn. A. Gutmor-ltiiL 6. HauckBerlin. 0. HUltcrl-GBtUiiuuv. F. Kl»!». 
filHlBB». A. Knitiir-Bnrilii. L. KanJgtberfftr-HelilelkorB. A. KfUcr'Kirlt- 
rolil. h Uralh-Fniburg. R. Haluika'8UH|t«rL f. ll«yiir-Ka«lBitarB, 
CRiingfKHuDamr. K.S«b«btii-H«Jnbiiri. F.Schur-IUriirab«. H.A.Sctwui- 
Borlln. P. Sti«it)-KleL I. P.TreuUela-KBrlsrühB. H. Wtbf r-StnObtro. 



WfBiit Pragnnin-ZiMiidiiiti bittet «u atob u vtadM u 

Prof. Or. A. Kraier, Karlsruhe I. a, West«ndstrafld 57. 



HANS BOAS 

Elektrotechnische Fabrik] 

Berlin 0., Erautsfcr. 62. 
SpiaoBi*- Galvanometer 

System DeproE-d'ArsoDTal 

von höobster Strom- 
ompllndllchlEOtt, bu Allern 
Masnuigon and Doniou- 
Btratlonen geoignot. Ge- 
ringe Dämpfung auoli 
bei kurKgoscUlosaenem 
Tlalunen. Eigen -Wider- 
stand nach Wunsch 
EWlBolien 30 und 400 
Ohm. Leiohtesto Auf- 
stellung. Vollkommen 
unompHudliüh gegen 
mognotlsaho Störungen. 
BUt einfoohem Fenster 
fiVr subjektive Beobaoh- 
tung, mit E^rooBfenster ' 
für Ablesimg mit Liohtseiger. 
KOQStrukUon. 

Zeiger -Galvanomatap 

mit kouHtAntem NuUpimkt mid proportionalar Skala | 
rar olle BodürEolsse. 

= Preise auf gefällige Anfrage. 



' dci ßctciltUUS 1 



I 



h 



I 



